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Casopis pro pé&stovani matematiky, roé. 81 (1'956)

0 MONOTONNICH SPOJITYCH FUNKCICH, JEJICHZ GRAF MA
MAXIMALNT DELKU

JIRI BECVAR, Liberec.
(Doslo dne 21. dubna 1955.) DT: 517.51

- Clének se zabyvé existenci neklesajicich resp. rostoucich spojitych
funkef v uzavieném intervalu, jejichZ graf mé maximélni moZnou délku.
Mimo to je ukézéano, Ze délku grafu spojité funkce 1ze definovat pomoci
délek vepsanych polygont na zékladé konvergence bod po bodu. Po-
drobnéj$imu studiu vlastnosti spojitych funkei, jejichZ graf mé maxi-
mélni délku, bude vénovana prace M. NEKVINDY.

1. Graf funkce ¢, spojité a neklesajici v uzavieném intervalu (a, by, a < b,
ma podle bézné definice koneénou délku d, pro kterou ziejmé plati

V@ —a)r + (9(b) — @2 < d < (b — a) + (pb) — @(@).  (L.1)

Jsou-li déna d&isla a, b, o', b, a < b, a’ < b’, je otdzkou, zda vidy existuje
v uzavieném intervalu {a, b) rostouci spojitd funkce ¢, pro kterou plati
p(a) = a', p(b) = b a jejiz graf ma pravé maximélni moznou délku, t. j. rov-
nou &islu (b — a) + (b° — a’). Tento problém podle sdéleni doc. Fr. NoZi¢ky
formuloval akademik E. Cecr. UkaZeme v dalsim, e takové funkece existuji
a Ze tvoii hustou mnoZinu v prostoru spojitych neklesajicich funkei y, defino-
vanych v intervalu (a, b) a spliiujicich podminky y(a) = a’, p(b) = b’. Je ztej-
mé, Ze to stadi dokazat pro piipada = a’ = 0,b = b' = 1.

2. Necht J je uzavieny interval (a, b), a < b, a necht C znaé¢i metricky
prostor realnych funkei, spojitych v J. Metrika v C je jako obvykle defino-
véna vztahem

o(p1, a2) = IE?'JX |@1(x) — @a(x)] -

Budi# dale L mnozina téch funkei 4 e C, jejichZ grafem je lomend &ara, skla-
dajici se z konedného podtu usedek. Je-li 4 ¢ L, budeme fikat, Ze bod roviny
o soufadnicich z, A(z), kde ¢ J, je thlovym bodem funkce 1, mé&ni-li tam graf
funkce A smérnici. Mezi thlové body funkce A budeme poéitat i body [a, A(a)],
[b, A(b)]. Dva rizné thlové body 4, B funkce A nazveme sousedni, neexistuje-li
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jiny jeji Ghlovy bod, jehoZ z-ova soufadnice by leZela ostie mezi z-ovymi
soufadnicemi bodu 4, B.

Kazdé funkei ¢ e C pfifadme mnozinu L, C L, kterd se skladé pravé z téch
funkei A € L, jeZ spliiuji tuto podminku: jestlize bod [z, A(x)] je thlovym bodem
funkce 1, potom plati A(x) = ¢(x).

Grafy funkci z L, jsou tedy tvofeny lomenymi &arami, vepsanymi grafu
funkce ¢.

Kazdé funkei A € L ptitadme &islo d(4), definované ve smyslu elementarni
geometrie jako délka lomené &ary, kters je grafem funkce A. Tim je na mnozing
L definovan nezaporny funkcional, ktery znaéme d.

Délka grafu libovolné funkce ¢ ¢ C se béiné definuje bud jako supremum
¢isel d(A) pro vSechna e L, nebo jako limita &isel d(4,), utvofenych pro
né&jakou posloupnost funkei 1, € L, kterd spliiuje podminku, Ze norma déleni
(t. j. maximum z rozdili z-ovych soufadnic dvou sousednich ,,délicich* boda
funkece 1,) konverguje k nule. UkaZeme v tomto odstavei, Ze pfi tomto druhém
zplsobu definice délky stadi predpokliddat, ze posloupnost funkei A, e L,
konverguje k ¢ v intervalu J bod po bodu.

Dokazme nejprve toto lemma:

Lemma 2.1. Necht ¢ « C a necht {1,} je posloupnost funkct z L, takovd, Ze pro
kaZdé x ¢ J platt 2,(x) — @(x). Pak posloupnost funkeci. A, konverguje k ¢
v tntervalu J stejnomérné.

Dikaz: Predpoklddejme naopak, Ze konvergence neni stejnomérnd. Pak
existuje ¢islo ¢ > 0 a rostouci nekoneéna posloupnost indext k takovd, Ze ke
kazdému k existuje bod y, € J takovy, Ze plati

|2(¥e) — ®(@:)] > & (2.1)
Posloupnost {y;} ma v J alespoii jeden hromadny bod y. Z posloupnosti {y;}
lze pak ziejmé vybrat ryze monotonni posloupnost {y,} takovou, Ze y, -y
a Ze nadto bud pro viechna [ plati 1,(y;) < ¢(y;) — € nebo pro viechna [ plati
M) > @(y,) + e. Posloupnost {y;} je nekoneénd a pro viechny indexy !
plati y; + y. Pfedpokliddejme déle, Ze {y,} je rostouci a Ze pro vSechna ! plati

Ay) <o) —e. (2.2)
Zbylé t¥i mozné ptipady se vytidi podobné. Je pak y = a a ze spojitosti funkce
@ plyne, Ze existuje 6 takové, %e 0 < 0 < ¥ — a a Ze pro viechna z e (y — 6, ¥
plati

(@) — ¢9)] < 5 - (2.3)

Protoze ¢ je v J omezend, existuje kladné ¢islo K > 1 takové, Ze pro viechna
xed je

#() — 9l <5 - (2.4
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Koneénd jeito y, — y zleva, existuje [, takové, Ze pro viechna I > [, je

é
Yy—g<n<y. ' (2.5)

Z (2.2), (2.3), (2:5) pro véechna I > [, plyne

hiy) < ole) — . (2.6)

DokaZme nyni, e pro kaZdy index I > [, je

M@Kﬂm—i. (2.7)

Uvaime libovolné [ > 1,. Pak z (2.2) plyne, Ze bod Y, = [y,, 4;,(y;)] neni
dhlovym bodem funkce 4,. Necht U = X'X” je tisetka grafu funkce 4,, pro-
chézejici-bodem Y,, pfi ¢emz X' = [z, 4,(2")], X" = [2", A,(z")] jsou sousedni
tGhlové body funkce 4,. Je pak

M) =o@), AL@")=9@), 2<yp<a. (2.8)

Oznaéme je§té U, mnozZinu z-ovych soufadnic bodi dseéky U. Rozezndvejme
dva ptipady:

A. Usetka U nemé kladnou smérnici. Pak pro viechna z e (y,, y> splﬁujici
podminku z e U,, plati vzhledem k (2.6) vztah 4,(z) < ¢(y) — — . Odtud

uZitim (2.3) plyne, Ze pro tato z plati 4,(z) < @(x) — g Vzhledem k (2.8) je

tedy nutné =" > y; plati tedy 4,(z) < ¢(y) — 2—38 i pro 2 = y a tedy tim spis
plati (2.7).

B. Usetka U mé kladnou smérnici s. Dokazme, %e pak nutné s < ?I-a{ Pred-

pokladejme totiZz naopak, Ze plati s > -3I~§ Pak pro viechna z < y,, splitujici

’ K
podminku z ¢ U,,, dostévime A(x) = A(g) + sz — 91) < A(ys) + 35 (@—y)

a odtud dle (2.6)

hie) < ply) — 3 + o (@ — ). (29)

Rozeznavejme nyni dva logicky mozné p¥ipady:

a) y —d<x<y. Jepak ¢ — y; < 0 a tedy z (2.9) plyne A,(z) < @(y) —

— _2.5 ( ( ) — ) % a odtud dle (2.3)

M(@) < p@) — 5 < (@)
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b) z < y — 6. Upravme (2.9) takto:
’ K[ 25
wo <o) + 55 (~ ) + g e w.

Dle (2.5) odtud plyne
2 eK . eK
(@) < 9(¥) + 55 W1 :l/)-l- (x y) =9y + 55 @ —19).

Odtud a z nerovnosti x < y — 8 dostdvdme
eK eK
W(@) <o) + 55 —0—y) =9y — 5
coz vzhledem k (2.4) dava opét 4,(z) < g(x).
Dokaézali jsme tedy v obou pfipadech a), b), Ze pro viechna z < y,, e Uy,
plati 4,(z) < @(x). Specidlné tedy i pro z = «’. To je vSak ve sporu s (2.8).

Tedy nemuZe byt s > — , coZ jsme chtéli ukizat. Necht tedy s < 3K Pro

eK
35 0
viechna x € (y;, ¥, z € U,, plati pak

M(x) = L(y) + s(z — yz) < Ai(y) + (75 — Y1) - (2.10)
Jezto dle (2.5) je x — y; < %, plyne z (2.10) 4,(z) < A(y:) + 3 , coz dle (2.6)

dava A(z) < (y) — g Odtud vzhledem k (2.3) dostivéme 4,(z) < g(x) pro
viechna nase x. Vzhledem k (2.8) musi tedy byt " > y, tedy nerovnost 4;(x) <
< ¢ly) — —;i plati i pro x = y. Tim dostavame opét (2.7).

Uhrnem jsme tedy pro viech nekone&ng mnoho vybranych indexi I > I, do-
kézali platnost vztahu (2.7). Tento vysledek je viak ve sporu s pfedpokladem
véty, podle nghoz 4,(y) — ¢(y). Tedy konvergence funkei 1, k ¢ je v J stejno-
mérna.?)

Nyni jiz muZeme dokdzat tuto vétu:

Véta 2.1. Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 2.1. Oznaéme s(p) supremum
vdech &isel d(A) pro vdechna A € L,. Potom posloupnost éisel d(A,) md limitu a ta 7e
rovna Etslu s(p).

Dikaz: Zvolme libovolné &islo 8 < s(p). Pak existuje funkece 4 € L, takova,
ze d(4) > ¢'. Jeji hlové body budte U,, U,, ..., U,, jejich x-ové soufadnice
Zg, Xy, -.., &,. BudiZz dale-A’ libovolnd funkce z L, Utvoime z A, A’ novou
funkei 1 € L takovou, Ze a) kazdy thlovy bod funkef 4, ' leZi na grafu funkce 2,

1) Lemma 2.1 1ze dokézat té% takto: D4 se dokézat Ze viechny funkce z L, jsou stejnd spo_]lté
a odtud u? jak znémo stejnomérné konvergence posloupnosti {4,} plyne. L
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b) kazdy tdhlovy bod funkce A je dihlovym bodem alespoi jedné z funkei
A, A'. Funkce 1 je tim jednoznaén& uréena a je pak zfejm& 4 e L,. Déle plati

dA) =d@i), dA)=d@A)>s. (2.11)

Funkce A vznikne z 1’ ,,pfidanim‘‘ boda U,, Uy, ..., U,. N&kolikerym uzitim
trojihelnikové nerovnosti v roviné dostdévame odtud

d@) < d@) + 2Zr A(@:) — A ()| = d(X') + 2 i lp(@:) — ¥'(2)] . (2.12)

=0 i=0
Odtud dale plyne

d(3) — d(¥) < 2(r + 1) olp, 7). (2.13)
Volme nyni za 2’ postupné funkce 4, z nasi posloupnosti. Dle lemmatu 2.1 plati
o(g, A4,) — 0. Odtud, z (2.13) a z (2.11) plyne, Ze pro dost velka » bude d(4,) >
> ¢'. Tim je véta dokdzana a tim zdroveil i nase tvrzeni o moZnosti definovat
délku shora zminénym zplsobem. '

Dokaime v tomto odstavei je§té lemma, kterého uZijeme v dalsim od-
stavei:

Lemma 2.2. Funkciondl d je na mnoZiné C zdola polospojity.

Dikaz: Necht ¢ je libovolnéd funkece z C a necht d’ < d(p) je libovolné &islo.
Méme dokézat, ze pak plati d(y) > d’ pro kazdou funkei y ¢ C takovou, Ze
o(p, v) je dost malé. Zvolme funkce Ae L, A’ ¢ L,, pfitom necht 1 spliiuje
podminku d(4) > d’. Funkce A necht ma thlové body U,, ..., U, s z-ovymi
soufadnicemi z, ..., z,. Utvofme novou funkeci 1€ L, kterd je jednoznaénd
uréena tim, e a) kazdy thlovy bod funkce A leZi na jejim grafu, b) kazdy thlo-
vy bod funkce A’, ktery nem4 spolednou z-ovou soufadnici se Zadnym thlo-
vym bodem funkece 1, lezi na jejim grafu, ¢) kazdy jeji thlovy bod je Ghlovym
bodem alespoii jedné z funkei 4, 2’. Podobné jako v diikazu véty 2.1 dostavame
pak

& <) < AN < dG) + 2 3 e — #(e)| =
= d¥) + 23, lple) — 2(@)| < d@) + 20+ D elp 1) =

<d(y) + 20 + 1) [e(e, v) + oy, )] -
Odtud je vid&t, Ze bude-li ¢(p, ¥) dost malé, bude d(y) > d’, nebot k danému
v muZeme volit A’ tak, aby e(y, ) bylo libovolné malé. Tim je lemma do-
kézano. ‘

3. V tomto odstavci se vratme k problému formulovanému v odst. 1. Necht
symboly C, L, L, maji tyZ vyznam jako diive, omezme se v8ak nyni az do konce
na. p¥ipad J = (0, 1. Necht dile C’' znadi mnozZinu téch funkei ¢ ¢ C, pro
nd% ¢(0) = 0, (1) = 1. M budiZ mno#ina téch funkei z C’, které jsou neklesa-
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jici, a kone¢né& M* mnozina rostoucich funkei z C’. Ve viech ptipadech jde
o metrické prostory.

V souhlase s (1.1) plati pro kazdou ¢ ¢ M
12 < dig) < 2. (3.1)

Definujme nyni: D je mnoZina viech ¢ ¢ M takovych, Ze d(¢) = 2, D* je mno-
Zina viech ¢ € M* takovych Ze d(¢) = 2. V tomto odstavei ukaZeme, jak lze
uzit Baireovy véty k dikazu tvrzeni, Ze D je hustd v M, coZ je tvrzeni ponékud
slabsi nez to, které je vysloveno v odst. 1. K tomu uvedme nékolik pozndmek.
Piedevsim prostor C’ je ziejmé tplny. Déle: prostory M, M* nejsou kompaktni
a prostor M* neni ani Gplny. Naproti tomu snadno dokdZeme toto lemma:

Lemma 3.1. Prostor M je iplny.

Dukaz: Vzhledem k tuplnosti prostoru C’ staéi dokdzat, Ze M je uzaviend
mnozina v C’. M&jme tedy posloupnost funkei ¢, € M, které ve smyslu metriky
v C’ konverguji k funkeci ¢ € C'. Je-li 2, x, ¢ J, x; < ,, pak pro v8echna n je
Pn(®1) < @a(®,). Protofe @n(21) — @(21), @a(@.) = (), je i ‘P(xl) =< g(,).
Tedy ¢ € M a M je tedy uzaviena v C, c. b. d.

Nyni mtuzeme piistoupit k dukazu naseho tvrzeni:

Véta 3.1. Mnozina D je hustd v M.

Dikaz: Definujme mnoziny 4,C M takto: 4, je mnozina viech funkei
@ € M takovych, zZe

Ziejmé pro kazdé n plati 4, C 4,.,, A, + A,+,. JeZto funkcionil d je dle
lemmatu 2.2 na M polospojity zdola, jsou jak znidmo vSechny mnoZiny 4,

uzaviené v M. Definujme 4 = >, 4,. Dokazme, %e 4, jsou ¥idké v M a tedy
n=1

%e mnoZina 4 je prvni kategorie v M. ProtoZe kaZda 4, je uzaviens, staci do-
kézat, Ze pro kazdé n je mnoZina M— A, hustd v M. Jeito viak zfejmé mno-
Zina M n L je hustd v M, stadi k tomu dokézat, %e (M n L) — 4, je hustd
v A,. Necht tedy ¢ € 4, a necht ¢ > 0 je dané &islo. Pak existuje funkce
7 € L, takova, e (4, ¢) < }e. Funkce 4 je neklesajici. Necht « resp. § je mi-
nimélni resp. maximalni hodnota smé&rnic tsedek, které tvoii graf funkce A.
Cisla «, B jsou konetn4 a plati 0 < &« < B. Sestrojme funkei e L n M, jejiz
graf se sklddé ze dvou tsedek, jejichZ spoletny bod mé z-ovou soufadnici
¢ € (0, 1), pii éemz a) v intervalu (0, ¢) smérnice grafu funkece 1 je &', 0 < &' <
< «, b) v intervalu <c, 1) smérnice grafu funkce A je 8/ > 8, ¢) d(d) > 1 — %
Rozdélme nyni ka¥dou tsedku grafu funkce A na m stejnych dili. Kazdou
takovou &asteénou tsetku (pokud neni vodorovné, kdy ji ponechéme) na-
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hradme dvéma tsetkami, vychézejicimi z jejich koncovych bodi, z nichz
jedna mé smérnici o', druha £; jejich délku volme tak, aby vznikl graf néjaké
funkce z L n M. Je vidét, %e p¥i dost velkém m dostaneme graf jisté funkce
X €L n M, pro kterou plati o(A’, 2) < 3¢, d(1') = d(4). Odtud plyne A’ ¢ (L n
n M) — A4, a dile
e, @) < o4, 9) + 04, 1) < fe + de =

Tim jsme dok4zali, e (M n L) — A4, je mnozina, hustd v 4,. Tedy 4 je prvni

kategorie v M. AvSak M je dle lemmatu 3.1 uplny prostor. Tedy dle Baireovy

véty mnoZina M — A4 je hustd v M. Av3ak zfejmé M — 4 = D. Tim je véta
dokézana.

Jezito M == ¢, plyne z véty 3.1 specidlné existence funkei z M, jejichz graf
mé délku 2.

4. DokaZme nyni v plném rozsahu tvrzeni, uvedené v odst. 1. V naSem
diukazu bude zaroven zahrnuta konstrukce rostoueci spojité funkece z C’, jejiz
graf mé délku 2. Tuto konstrukei lze snadno doplnit tak, aby byla efektivni.

Véta 4.1. MnoZina D* je hustd v M.

Dikaz: Budiz ¢ € M, ¢ > 0. Snadno se dokaZe, Ze pak existuje funkce
A€ L, n M* takova, Ze p(4, ) < 3e. Funkce A je rostouci, jejim grafem je stou-
pajici lomend éara. Rozdélme nyni kazdou Gsedku grafu funkce A na m stejnych
dilt. Kazdou takovou éasteénou tsedku AB (4 je levy, B pravy jeji koncovy
bod) nahradme dvéma useékami AC, BC se spoleénym koncem C, a to tak,
¥e AC je rovnob&ina s osou x, BC s osou y. Uhrnem dostaneme lomenou &aru
A* (kterd oviem neni grafem Zadné funkce), pro jejiz kazdy bod [z, y] plati
y < A(z). Pii dosti velkém m dosdhneme toho, %e nadto pro kazdy bod [z, ]
Sary A* plati A(x) — y < 4e. Uvazme nyni libovolnou vodorovnou dseéku éary
A*. Necht jeji konce jsou body [a,a’], [b,a'], 0 < a < b < 1, a’ = A(a) a necht
na ni zprava navazuje useéka rovnobézna s osou y s koncovymi body [b, a’],
[b,b"], b = A(b) > a’. V intervalu {a,b> nyni zkonstruujeme funkeci v,
ktera tam bude rostouci, jejiz graf tam bude mit délku (b — a) + (6" — a’),
pro kterou bude platit

‘ y(a) =a', y(b) = b’ (4.1)
a kterd bude pro kazdé z e {a, b) vyhovovat vztahtim
p@) < M), Me) — ple) < fe. (4.2)

Oznadéme 6 = (b — a) 4 (b" — a’). Body [a, a’], [b, b'] a pulici bod usedky,
kterou tyto dva body uréuji, nazveme délicimi body fddu 0. (Dva dé&lici body
nazveme sousedni v podobném smyslu, jako jsme to dslali diive u tihlovych
bodi.) Usedka [a, a’] [b, b'] je v intervalu <(a, b) grafem funkce, kterou oznaé-
ine v, KaZdou tselku, kterd je urdena dvéma sousednimi délicimi body
A, B iddu 0, nahradme dvéma tsetkami se spoleénym koncem C, které vy-
chézeji z bodl A resp. B, pfi ¢emZ bod C je takovy, Ze jeho 2-ova soufadnice
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leZi ostfe mezi z-ovymi soufadnicemi bodi 4, B, podobng i y-ové soufadnice
lezi ostfe mezi y-ovymi soufadnicemi bodi 4, B a bod C lezi pod grafem
funkce y,. Nadto jesté volme bod C tak, aby thrnné délka takto zkonstruované
lomené &ary byla vétsi nez 6(1 — }). Tato lomens &ara je grafem v (a,d)
rostouci spojité funkce, kterou oznaéme y,. Dé&licimi body #¥adu 1 nazveme
délici body fadu 0 a dale body, které pili asedky, tvorici graf funkce y,. Pro
kazdé dva sousedni délici body Fddu 1 provedme konstrukei zcela analogickou
jako v piedchozim piipadé, a to tak, aby Ghrnnd délka lomené Sary, kterou
tak pro interval (a, b) dostaneme, byla vétsi nez é(1 — %). Tato éara je v <a,
b) grafem funkce, kterou ozna¢me y, Daéle definujeme délici body fddu 2,

23

konstruujeme funkei v, jejiz graf méa délku vétsi nez o (1 — —1) atd. Obecné

graf funkce v, necht ma délku vétsi nez 6 (1 — %) (zfejmé vidy m4 délku < 9).

Uhrnem dostaneme v {a; b> posloupnost rostoucich funkei y,, jejichz grafy jsou
lomené &ary. Oznaéme D mnoZinu délicich bodt vsech fadu, D, resp. D,
mnoZinu z-ovych resp. y-ovych soufadnic bodd z D. Ziejm& D, je hustd
v {a,b>, D, v {a’, b">. Pro kaidé z € {a, b) je zFejmé& posloupnost ¢&isel y,(x)
nerostouci a zdola omezena ¢&islem A(x) — /2. Definujme tedy funkei y v <a, b)
vztahem

p(x) = lim y,(x) . (4.3)

Poznamenejme, Ze je-li [z, y] délici bod Fadu n, pak lezi na grafu kazdé funkce
Ym 8 m > n. Dile zfejmé kaidy bod [z, y] € D leZi na grafu funkce vy, t. j.
grafy funkei y, jsou polygony, vepsané grafu funkce .

Dokazme, Ze y je v {a, b> rostouci. Necht z, < z,, z;, z, € (a, b). Pak existuje
dglici bod [z, y] € D takovy, Ze z; < z < x,. Necht [z, y] je fddun (a tedy i viech
vyssich). Pak y = y,(®) a jezto v, je rostouci, je y,(2;) < y.(x) = ¥ < ynu(Z,)-
Je viak y = y(z) a jeito posloupnost {y,(x,)} je nerostouci, mame dle (4.3)
Y(@,) < pa(z,) < yo(@) = w(z). S druhé strany pro kaidé m = n je yp(x) =
= Pu(®) < P(y), tedy v limitd i p(z) < y(x,). Uhrnem tedy y(z,) < p(x,),
jak jsme chtéli dokdzat.

Vztahy (4.1), (4.2) jsou z konstrukce zfejmé. Snadno je vidét, Ze pllenim
usebek v nadi konstrukei jsme dosahli toho, Ze (4.3) plati v {a, b> stejnomérné;
tedy v je v <a, b) spojitd. Mazeme tedy psat y, e L, pro kazdé n. Podle véty
2.1 tedy d, 4y (¥n) = diq 5y (), 0Oznatime-li symbolem d, ,, délku grafu p¥i-
sludné funkce v intervalu <{a, b). Aviak d, ,, (ys) — 6, tedy d, 4 (p) = 0 =
=®b—a)4+ (b —a')= (b —a)+ (A4b) — A(a)). Tim jsme v {a,d> zkon-
struovali funkei yp Zadanych vlastnosti. To provedeme v kazdém intervalu
{«x, B>, ktery je tvoien xz-ovymi soufadnicemi vodorovnych tsedek grafu Sary
A*, a to tak, aby platily vztahy, odpovidajici vztahim (4.1), (4.2), a aby
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v {x, B> graf p¥isludné funkce p mél délku (8 — «) 4 (A(B) — A(x)). VSechny
tyto funkce v tvol dohromady v <0, 1> funkei y, ktera je rostouci a spojité.
Je pak ’

d(z)=de,n(z) = 2 [ — o) + A(f) — Mo = 2,
nebof ziejmé (8 — ) =1, >(A(B) — M) = 1. Déle plati o(y, 1) < 3e
a vzhledem k o(4, ) < 3¢ je o(x, ¢) < &. Tedy D* je hustd v M, jak jsme chtéli
dokazat.

Pezome

O MOHOTOHHBIX HENPEPBHIBHBIX OVHRIOUAX,
IF'PA®UIK HOTOPHIX MMEET MAKCUMAJIBHYIO NJINHY

1. BEUBAPIK (Jiti Bedvar), JIuGepeun,.
(ITocTymmio B pemaxyuio 21/IV 1955.)

Iensio cTaTem ABIAETCA JOKA3aTeJILCTBO CIEAYIOIIUX IBYX TeOpeM:

1. ITycmv C — mnpocTpaHCTBO (QYHKUHUIL, . HEIPEPHBHHX B cerMeHTe J =

= <a, b), a < b, ¢ merpuroil o(py, p;) = max |py(z) — @x(®)], @1, @2 € C.
Ted

ITycmv @ € C u nycmov {4,} ecmv nocaedosamesvnocmev Pynkyuii uz C, epagdu-
KEAMU KOMOPWIL J6ARIOMCA JOMAHHbE, 6nUCAHHble epaguky Pynkyuu ¢. Ecaw
An(x) — @(x) Oas Kamdozo x € J, mo 4, — ¢ pasrwomepro ¢ J u d(4,) - d(p),
20e d osnauaem Oaumny epagura coomgemcmeyoweli GyHKEYUU.

2. ITycmv M ecmv npocmpakcmeo scex neybvisarowux Gyrryui ¢ € C, Komo-
pule ydosaemeopsiom ycaosuio g(a) = a’, ¢(b) = b’, a’ < b’. IIycmv D* (D)
ecmv mHomcecmeo 6cer Pymkyuil @ e M, Komopuvie éospacmaiom (neybwsaiom)
u O0an Komopwx d(p) = (b — a) + (b’ — a’). Toeda muoncecmso D* (mem
6osee u D) ssasemcs naomuvim ¢ M.

JloxasaTebCTBO HPOBOAMTCA IIyTEM HEIOCPeICTBEHHON KOHCTPYKNHM; MJIA
caydasa MEOKectBa D maerca raxike mokasaresbCTBO, OCHOBAaHHOE HA TeopeMe
Bapa.
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Résumé

SUR LES FONCTIONS MONOTONES CONTINUES
DONT LES REPRESENTATIONS GRAPHIQUES POSSEDENT
UNE LONGUEUR MAXIMALE

JIRI BECVAR, Liberec.
(Recu le 21 avril 1955.)

Le but de l'article précédent est la démonstration de deux théorémes sui-
vants: '

1. Soit C Pespace de toutes les fonctions continues, définies dans Uintervalle
fermé J = (a, b), a < b, muni de la métriqgue o(p;, ¢;) = max |p;(x) — @y()],

ZTedJ

@1, p5 € C. Soit @ € C et soit {A,} une suite de fonctions de C dont les représentations
graphiques sont des polygones inscrits a la représentation graphique de ¢. Soit
An(®) — @p(x) pour chaque x € J. Alors A, — ¢ uniformément dans J et d(4,) —
—d(p), d désignant la longuer de la représentation graphique de la fonction
respective. :

2. Soit M Uespace de toutes les fonctions ¢ € C non-décroissantes qui satisfont a
la condition p(a) = a’, pb) =b', a’ < b’. Soit D*(D) Uensemble de toutes les
fonctions @ € M croissantes (non-décroissantes ) qui satisfont & la condition d(p) =
= (b —a) + (" — a’). Alors Uensemble D* (et, & plus forte raison, I'ensemble
D) est dense dans M.

La démonstration est basée sur une construction directe; pour le cas de D
encore une autre démonstration est donnée, usant le théoréme de Baire.
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