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Casopis pro péstovini matematiky, ro¥. 80 (1955)

0 JEDNOM NUMERICKEM RESENI UPLNE REGULARNICH SYSTEMT
LINEARNICH ROVNIC A O JEHO APLIKACI NA STATICKE RESENT
PATROVYCH RAMU

IVO BABUSKA, Praha. DT:512.831 .
(Doslo dne 25. dubna 1954.) 3%2;8742_333

Ve stavebni praxi se vyskytuji velmi ¢asto systémy linedrnich rovnic,
které maji jisté charakteristické vlastnosti. Je to systém linedrnich
deformaénich rovnic pfi statickém vypodtu patrovych rdamt (viz na

pt. [3]).
C.V.KLOUCEK ukézal (srv.[1], [2]) jistou metodu feSeni t&chto rov-
nic, kterou nazval podle fysikalniho vyznamu rozvodem deformaci.!)
" Tato metoda mé urdity iterativni charakter. C. V. Kloudéek pak ve
svych pracich ukazuje na konkretnich vypoétech spravnost a uéinnost
této metody. V tomto ¢élanku je tato metoda zobecnéna a ukézana
jeji spravnost pro systémy linearnich rovnie, které maji uréité presns
definované vlastnosti a které budeme nazyvat uplné regularnimi.

1. Né&které vlastnosti symetrickych matic.

V tomto odstavci zavedeme jisté pojmy o maticich a dokaZeme nékteré véty,
které budeme v daldim potiebovat.

Definice 1. Bud A = |ja.,|; @:; +0 symetrwka maitice koneé’néko Fddu n
nebo mekonend. Budeme mazyvat bodovou mmnofinu M, o n rizmych (resp.
spoletné mnoha) bodech { P, Py, ..., P,} konjugovanou k A, jestlize ke kaZdému
P, jest pFifazena yednoyednoznaé’né’ k td rovnice a mzmo to na M , jsou definovdiny
tyto pojmy.

a) Py P, 4 =#=7, jestlite a;,; =+ 0 :

b) P,~Pk, jestlize existuje posloupnost bodi P,‘,z =0,1, 2 , m takovd,
ieP,o-—-P,, P, =PaP,~, P, ,i=012..,m—1IL Jestliie P, ~,
~4 P, pak budeme tikat, Ze body jsou ekvivalentni, a jestlite P; ~ , P;, potom
budeme #ikat, fe body P;, P; jsow sousednt vzhledem k A.

Pozndmka. Snadno se nahlédne vzhledem k predpokladanym vlastnostem
matice 4, Ze jsou splnény axiomy-ekvivalence.

1) Kloutkova kniha méla byt v poslednf dob¥ prelofena také do Sinstiny.
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Definice 2. Matici A = ||a. |, koneénou nebo nekoneénou, nazveme Uplné re-
guldrnt s konstantou «, jestlite sphiuje tyto viastnosts:

a) je symetrickd,

b) pro viechna i plati 0 < k < a;; < K < o0,

c) jest a;; = ;> |a;;|, kde se stitd pres vechna j + 1 a jest a;> o> 1.
7

Umluva. Dile budeme piedpoklédat vidy tplng reguldrni matici. Tento
predpoklad nebudeme proto jiz dile zvlast uvadét.

Definice 3. Oznaéime m linedrnt prostor wvdech d&iselnyjch omezenyjch po-
sloupnosti. Ddle m, oznalime n-dimensiondlni euklidovsky prostor. Bude-
me-li mluvit o p-té soutadnici vektoru q e m, budeme psdt x,(q) a budeme miti na
mysli islo x, posloupnosti vyjadFujict vektor q.

Umluva. JestliZe nebude mozno dojiti k omylu, oznadime symbolem m
i n-dimensionalni euklidovsky prostor.

Véta 1. Bud A = ||a; ;|| 4plné reguldrni matice. Potom tato matice definuje
linedrnt zobrazent na m.

Dikaz: Jestlize jde o nekonefnou matici, je tfeba dokézat, Ze matice 4
transformuje omezenou posloupnost opét v omezenou posloupnost. To jest
vSak vzhledem k vlastnostem b) a c) Gplné regularni matice zfejmé.

Umluva. Linedrni zobrazeni vytvofené matici A, B,... oznadime
A, B, .... Matici 4 nazveme souvislou, jestlize vSechny prvky konjugované
mnoZiny M, jsou navzdjem ekvivalentni.

Vé&ta 2. Jestlite matice A nent souvisld, potom ji muteme vyjddfFit jako pFimy
soudet souvislyjch matic.?)

Dikaz. Jak zndmo, matici 4 miZeme vyjadrit jako piimy soufet matic
A = U A,, pravé kdyZ prostor m muZzeme vyjidrit jako pfimy soucet pod-

i
prostori m® takovych, %e A zobrazuje podprostor m® do sebe.

Bud M, konjugovana mnozZina k A. Tato mnoZina rozpadne se na tiidy
ekvivalence (alespoii dvé&, vzhledem k tomu, Ze matice 4 neni souvisld).
Oznaéme tyto tiidy 7';. (Téchto tiid jest zifejmd nejvyse spodetné mnoho.)

?) Rikém, ¥e matice jest pfimym soutem dvou matic, jestlife vhodnou permutact
miZeme dosédhnouti toho, aby matice méla tento tvar:

Gy 1s Gygp ooeens Aymy 0,0, ool 0

Gg1s Ggrpr vovvee Bmo 0,0, «o... -.. 0
Gy Omyes o0 Gmame 05 0y oovvnnn 0

A R Bppyi1,mit1s o> Fmai1,ma
0,0, coovevececnnnnns Bppamatts =+ oo [ F—

Obdobng tomu jest, kdy¥ jde o piimy soudet n€kolika matic.
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Bud déle m® podprostor prostoru m takovy, Ze jest splnéna relace

P.noneT;, gem® =x,(q) = 0
pro kazdé k, <.

Podprostory m® zf:ajmé tvori prostor m jako pfimy soudet. Zbyva dokazati,
%e zobrazeni A zobrazuje prostory m® do sebe.

Skuten® viak jest

z(Ag) = Zakzxz q) = z e, 24(q) + Z A1 T4(9) -
P eT PlnonzT
Je-li g e m®, plati
z(Ag) = z e, %1(9)
PliTi
Jestlize nyni P, non e T';, potom zfejmé a, ; = 0, nebot P, e T'; a naSe tvrzeni

jest dokazano.

Definice 5. Jestlize matice A jest pFimim soultem souvislgjch matic A;, potom
tyto matice budeme nazyvat komponentams matice A.

Definice 6. Matici budeme nazyjvat uzavienou, jestlize existuje koneénd posloup-

nost navzdjem riaznych &isel s, sy, ..., 8 tak, Ze platt
1. Psk wAPskﬂ, k=0,1,....m—1, m > 2,
2. P, ~, P,

V opaéném pFipadé budeme matici nazyvat otevienou.

Pozndmka. Pro nazornou piedstavu muzeme kazdé matici prifadit jeji
graf. Piedpoklddejme, coZ nesporné miZeme, Ze konjugovand mnoZina jest
sloZena z linedrnd nezavislych bodd v roving, t. j. z bodl, z nichZz Zidné tii
nelezi na jedné pfimce. Grafem G, matice budeme nazyvat mnoZinu téchto
‘bodt a mnoZinu tsedek P,P;, jestlize P; ~, P;.

Z grafu matice miZeme snadno pl"éhlédnou‘o, zda matice jest souvisla, ote-
viend atd.

Definice 7. Bud M, konjugovand mnoZina k oteviené souvislé matici A. Bude-
me Fikat, Ze bod P;e M, jest vnitinim bodem, jestlize hlavni minor A; nent sou-
visld matice.3)

3) Hlavnim minorem Amp"'a’ s m, ma,tlce A na.zyvame matici, kterd vznikne tim, %e
vyskrtneme v A4, m,, my, ..., my-ty i"é,dek a sloupec. :
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Uvedeme piiklad: M&jme
matici

(4012000)

0600110

1041000
A=]12016000

0100200

0100081

0000021 P
Potom jeji graf jest na obr. Obr. 1.

1. Vidime okam#Zité, Ze ma-
tice neni souvisla. Neni totiz P, ~, P;, nebot P, neni spojen fetézem s P;.

Déle jest patrno, Ze matice ma dvé komponenty, z nichZ jedna jest oteviend,
druhd zavfena.
 Poznamenejme jeits, ze body P; mizeme volit zfejm& tak, %e graf matice
bude miti pravé tolik komponent ve smyslu topologickém, jako méa matice, a Ze
graf jest jednoduse souvisly ve smyslu topologickém, pravé kdyZ matice jest
oteviend.

Zatim jsme konstruovali k dané matici jeji graf. Ve stavebni praxi pii sta-
tickém vypoctu ramovych konstrukei je tomu naopak.

Nejdiive mame dén graf, schema rdmu a k nému sestavujeme matici defor-
madénich rovnic. Casto se ani matice nevypisuji a jeji prvky se pisi do grafu.

Véta 3. Bud A oteviend matice; potom kazdy jeji hlavnt minor jest oteviend
matice. Z¥ejmé.

Definice 8. Bud A souvisld oteviend matice a M, jeji konjugovand mnoZina.
Mnofinu M c M 4 budeme nazgvat mnoZinou bodi Fadu n vzhledem k P,, jestlize
splituje tyto vlastnosti:

Py e M%P, jestlife existuje poslowpnost Py, Py, ..., P, 0on -+ 1 precich navzd-
‘jem raznych takovd, Ze

P,=P, P, =P, aPy~, Py, j=01..,0n—1.

Nékdy také budeme rfikat, Ze body fadu n vzhledem k P; maji vzdalenost od
bodu P; rovnou n.

Pozndmka. Vzhledem k tomu, Ze v minulé definici se pfedpokladé matice 4
souvisla a oteviena, existuje, jak se snadno nahlédne, pravé jedina posloupnost
uvedenych vlastnosti, a tedy kazdy bod méa vzhledem k pevnemu bodu pravé
jediny fad.

Definice 9. Budeme #tkat, Ze bod- P; konjugoyané mnoZiny M, ma stupei p,
‘jestlize P; md prdvé p sousednich bodi.
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Poznédmka. Graf souvislé oteviené matice ma tvar ,,stromu‘‘ podle obr. 2.

Na tomto obraze jsou body f4du p vzhledem k P° oznadeny P?. Pojem fadu
bodu mé tak velmi ndzorny vyznam.

Vé&ta 4. Bud A otevfend souvisld matice. Potom kaZdy bod konjugované mnoZiny
Fddu p jest spojen pravé’ 8 jednim bodem niZ&tho fddu, a to Fddw p — 1.

Dukaz. Pro urditost vztahuje-
me Fad bodu k P, a mluvme o bo-
du P,, ktery jest fadu n.

Podle definice existuje posloup-
nost bodi o » + 1 prveich,

Py~ P~ Py, ...
wPoy~,P,,

pii éemz tato posloupnost existuje
pravé jedina. Z toho jest okamzité
patrno, Ze bod P,_; jest radu
n—1, a tim jest tvrzeni doka-
zano, nebot jestlize by existovaly
dva body radd n — 1, sousedni
vzhledem k P,, nemohla by ma-
tice byt otevrena.

Véta 5. Bud A souvisld otevfend
matice a M, jejt konjugovand
mnofina. Bud MY mnofina bods
n-tého Fddu vzhledem k P;. Ddle

bud *Mi" = Z MiE. Potom hlavni

minor A,l,,a, vy Py € *MYP se roz-
padd na komponenty takové, Ze ka-
dy bod Fddu m jest prdvé v jedné
komponenté a %ddné dva body ne-
mohou byjt v jedné z nich.
Obr. 2. Dikaz. Jest ziejmé, Ze kazdy
bod Fadu n lezi pravé v jedné kom-
ponentd. Stali tedy dokéazat, Ze nemohou byt dva body fadu n v jedné kom-
ponentd, Tedy dejme tomu, Ze body P, = P, fddu n jsou v téZe kom-
ponentd. Potom jsou ekvivalentni, a proto existuje posloupnost bodi
P, Py, .o Pk. tadu p = n, Ze

P~=P”1,Pk’——P aPk’.NA” ij+l’ 7‘ 01 8—"1 )
Mxmo to viak vzhledem k tomu, ze P, a P, jsou n-tého radu, existuji body
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P, ,P,,..., P, takové, Ze P,, 0 <j <{, jsou body fddu mensiho neZ n a
P,,=P,,P, =P, aP, ~, P,,. .. Z toho by viak plynulo, %e by matice
A nebyla oteviend, coZ je spor. Véta jest tedy dokdzana.

Dusledek véty 5. Poclet komponent mi-

noru B
i,n
Allnlz’ ey 'Pllc € *Mﬁ

(o)

je stejny jako polet proks mmo¥iny M.
Jestlitze ment matice A koneénd, mint se
poltem mohutnost.

Definice 10. Bud A = ||a, ;|| matice ¥ddu
n < 0. Otevienou matici konecnow mebo ,
nekonelnou A* = |a} || nazveme rozvinutim Obr. 3.
matice A, md-lt tyto vlastnosti:

a) Jestlite oznatime P, body konjugované mno#iny M , a P} body mno¥iny M ,.,
potom existuje jednoznalné zobrazeni ¢ mnoZiny M 4. na M ,.

b) Zobrazent @ zobrazuje vzdjemné jednoznaéné vSechny sousednt body bodu P}
“na vechny sousedni body bodu ¢(PY).

c) Jestlite P, = @(P}), P, = ¢(P}), potom a}; = Gy, 5.

Poznamka. Konstrukce rozvinuté matice ma nazorny vyznam. UkdZeme

to na piikladé. Bud
—1

A4 =

O N B
= a3 N W
W - O

6
1
3
1
Graf matice jest na obr. 3.

Na obr. 4 jest naznadena $4st grafu rozvinuté matice *4, kde ke kazdému
bodu P} jest poznamenan v zévorce bod ¢(PF). Z toho jest ]lz také snadno
patrna konstrukce rozvinuté matice.

V obr. 5 jest naznacena ddst rozvinuté matice 4*:

Pozndmka 1. Rozvinutéd matice mé ziejmé v kazdém rddku a v kazdém
sloupci nejvyse tolik nenulovych koeficienti, jako je fad matice 4.

Poznédmka 2. JestliZze matice A jest oteviend, potom jeji rozvinutd matice
A* je s ni identickd. (Nejvyse s permutaci fadki a sloupet.) '

Poznimka 3. Rozvinutd matice A* jest ziejmé také Gplné reguldrni s touZe
konstantou jako matice 4.
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Pozndmka 4. Z uvedeného pfikladu jest patrno, jak se konstruuje rozvinut4
" matice. Existence rozvinut{ matice je tim zfejm4.

)
A
6? P* . 'g*
9
/=)
% .
7 A Y
s p*‘
w2 ’
;) gr
e#
o % 2
& ®
' B*
(E) 69)
’ £
B) &)
R P
)
%) N
L )
% 'g,g
(B
Obr. 4.

Jednoznadnost ovsem zde nepiati. Lze vSak pomérné snadno nahlédnout, Ze
plati i unicita, jestlize nehledime na permutaci indext. Vzhledem k tomu v8ak,
le tuto jednoznadnost nebudeme potiebovat, nebudeme se u toho zdrio-
at.
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1 4 2
3 7 . 1 2
-1 3 . 1
2 7. 1 3
1 3 . -1 .
2 4 1 .
1 LA 2 3
3 . -1
3 6 . 1-1
-1 6 1 3 .
1 6 . 3 -1
4 1.
. 6 . . -1 1
.
1 .
-1
1
3 .
. 3
Obr. 5.

2. Dvé& véty o nekoneéném systému linearnich rovnic.

V tomto odstavei uvedeme jednu vétu o nekoneéném systému linedrnich
rovnic, kterou budeme dale potfebovat. Mimo to ukaZeme, Ze se tato véta dé
aplikovat i na nekoneéné systémy s Gplné reguldrni matici podle definice 2.

Vé&ta 6. Mé&jme nekonebny systém linedrnich rovnic.

x= e+ b, 1=1,2,3,....
b

O systému predpoklddejme, Ze md tyto viastnosti:

a)l_Elci’k]:Q>O, i=1,2,3,...,

i
Potom tento systém md ohranifené Fesent
le;] < K .

Toto fedent muZe byt ziskdno bud postupnymi aproximacemt nebo methodou re-

N
dukce, t. j. tak, Ze jestliZe x; jest Fedent koneéného systému
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N k=N

ZC,kxk—i-b,, i=12...,N,
i
potom

. N
z; =limz;.
- N—+>w

‘Dtkaz viz [4], kap. 1, § 2.
4 Véta 7. Mé&jme nekoneény systém rovnic

Zai,kxk?——-bi, 7:=1,2,3,.-.,

a budiZ matice tohoto systému 1plné reguldrni. Ddle necht |b;| << K. Potom tento
systém vyhovuje pfedpokladiam véty 6.

‘Diikaz. Je to ziejmé vzhledem k tomu, Ze podle definice tplng reguldrni
matice jest 0 < x < a,;, a tak staéf délit kazdou rovnici ¢lenem a, ;.

3. N&které vlastnosti GpIn& reguldrnich matic.

'V tomto odstavci dokédzeme nékteré véty o tplnéreguldrnich maticich, resp.
soustavach linedrnich rovnic s Gplné reguldrni matiei.

V&ta 8. Bud A = |ja;,||, 3,7 = 1, ..., n dplné reguldrni matice Fddu n < 0.
Potom tato matice jest positivné defzmtwm

Dikaz. Mame dokézati, Ze

2.2, @i %i; >0

1<i<n

1<j<n
pro vlechna z,, ;, ktera nejsou identicky rovna nule.

Kvadratickou formu piSme ve tvaru .
Za,, ; + Zza: i3 -—z zo‘ila’i 7173 +Zzai,1xixi )
'=t=7 * i=¥’=i
nebot podle definice reguldrni matice ]est '
Ay = Z“:’l“ul' .
i

PonévadZ viak o; > o > 1, ]est

zza’l i >z z‘x la‘n 1lz¢ +z zal T =
== ‘}ZZIGHK% + 28;, ﬂ’i% +a3) + (0‘ — 1) ZZ|¢1, R
‘#1 . i=#=l

+1

Pfi tom
Pus<_1,
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Je viak
x + 2B o + 2§ >0

a proto
EZa Ty = (6 — 1) Zx’—> 0.
Véta je tedy dokazana.
Véta 9. Mé&me soustavu linedrnich rovnic

@y 1%; + @y + oo+ oo+ ay 2, = by,
@y 9%y + Qg3 + oo+ i+ Ay 2, = by,

pa®y + Cp oy + oo+ oo+ @y g, = by
s Up lné’ reguldrni matici. Predpoklidejme ddle, e b, =1, b; =0, j £ £k,
7=1,...,n. JestliZe x,, x,, ..., x, jest Fedent tohoto systému, potom platt x;, > 0.
Dukaz. Podle véty 8 jest matice soustavy positivné definitivni. Jak znamo,
plati potom, zavedeme-li zndmym zplisobem skaldrni souéin v n-dimensionalnim
euklidovském prostoru a chdpeme-li matici soustavy jako matici linearniho
zobrazeni,

(4, ) > 0

pro kazdé x =+ 0 z naSeho euklidovského prostoru.

Jestlize tedy jest T = (%, 24, ..., x,) FeSeni nadi soustavy, potom .

0 < (4%, 2) = (b, 2) = @,

kde b = (b, b, ..., by).

Véta 10. Bud A = |a,;|, 4,7 = 1,2, ..., nekonetnd 4uplné reguldrni matice
s konstantou «. Oznabime fllv——— lleisll, 4,5 =1,2,..., N, redukovanou matics.
Potom také fllv jest wplné reguldrnt s touZe konstantou.

Dikaz. Zrejmé jsou splnény prvé dva predpoklady Snadno se také nahléd-
ne, Ze je splnén i tfeti, nebot

(2% > O‘Z @ 4] > “z !%a'
J=$=t
V&ta 11. Méjme nekoneény systém linedrnich rovnic

al.lxl + al,zxz + a1,3x3 + see = b1 ,
az.1x1'+ Ay oy + Qg 323 + ... = by,

Bud matice této soustavy uplné’ reguldrni. Bud ddle b, = 1, b =0, j *k,
§=1,.... Jestlife x,, x,, ... je FeSenim tohoto systému, potom plati z, > 0.
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Dukaz. Podle vét 7 a 8 existuje fefeni a plati
xk = lim g/:k N
N N—>w
kdyZ z, je fefeni redukované soustavy. Matice této soustavy je vSak podle
véty 10 Gplné regularni, MiZeme piedpoklddat, Ze N > k. Potom podle véty 9

N
jest x;, > 0. Z toho plyne, Ze x; > 0, coZ bylo dokézat.

4. Re¥enf soustavy line4rnich rovnic s GpIn& regulirni otevéenou matici.

V tomto a dalSim odstavei budeme se zabyvat feSenim systémi linedrnich
rovnic s Gplné reguldrni matici. V tomto odstavci pak se budeme zabyvat nej-
prve piipadem, Ze matice jest oteviend.

Véta 12. Méjme systém linedrnich rovnic s konebnou souvislou otevienou ma-
tictt)

@11%) + Q9% + ...+ 0y, =0,
(g %y + Ggoy + ... + Gy %, = 0,

..............................

B %y + Ap oy + oo + Gy %y = 0.
(Zde i vzdy dale pfedpokladame, Ze matice jest iplné regularni.)
Potom oznaéime-li '

a3 ;
Xig =
@i,i0;,5
bude platit
v — b 1
Ve, X
X —1— *1,4 _ %11, .
Xi k i,k Kl Xipl
l____ 1’71 —_ 1’72 _—. 1_ 2'°1 —_ 2°°3
11— 1 —... 1—... 1—...
0‘_1"0 1
- l “i-’ml (xi-’mﬁ ’ ( )
1 — 1 —
kde indexy 1,, iy, ..., 1, jsou uréeny tou podminkow, Ze P;, P;, P,,..., P; jsou

vdechny body sousedni s bodem P,. Indexy ky, ks, ..., k,, jsou uréeny podminkou,
Ze Py, Py, ..., Py, jsou vdechny body, kieré jsou sousedni s P; a které jsou sou-

Casné druhého Fddu vzhledem k P, (vtomto pfipadé Py, ..., Py, jsou vdechny body
sousedni s P; s vjjimkou bodu P;). Podobn indexy l,, Ly, ..., l,, jsou uréeny pod-

%) Kdyby matice nebyla souvislé, feil by se kaZdy &astedny systém samostatng, take
predpoklad souvislosti nenf na Gjmu obecnosti.
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minkou, Ze P, , Py, ..., P,'o jsou vechny body, kieré jsou sousedni s P, a které
jsou soubasné druhého fadu vzhledem k P,. Stejné pak ¢ ddle.

Vzhledem k tomu, Ze soustava linedrnich rovnic md koneénou, otevienou matics,
jsou veskeré fetézové zlomky koneéné.

Ddle pak, jestlize jest P, bod p-tého Fddu vzhledem k P, plati

Ap,p*Tp* 1

a’p,p 1 O(zv.kl [X»Jc:2

Ky, Kty 1 Kiegymy Kegomy

T =1 —. . Tl —... 1—...

Xy =

1

(2)
kde index p* jest uréen tou podminkou, aby bod P,. byl sousednt s bodem P, a fddu
p — 1. Ddle pak indexy ki, ks, ..., k, jsou wréeny z toho, Zebody Py, P, ..., Py,
jsou vsechny body p + 1 Fadu, které jsou sousednt k P,.

Podobné indexy 1), 1y, ..., L, jsou uréeny z podminky, Ze body Py, P,, ..., P,,
Jsou vdechny body takové, které jsou sousednt s bodem Py, a které jsou zdrovesi Fddu
p + 2. Stejné 1 ddle.5)

UkaZeme nyni na piikladé konkretni postup. Re§me tuto soustavu linesr-
nich rovnie '

3z, — u, =—1,
— 2, + 52, + 224 +z,= 0,
2z, + 42, — x, =+1,
z; + 2, = 0,
z, + 3= 0.
PQ M R® B R® 2@
O N 2 n"
{o36s16) 0,06666 [03)1343] 020 [038806] o125 [o,59701]
+0,28378 0:33333|-057143  -046152 05  +031818
Q o
. © &
O o
SRR
° 9

g

[
[03s816]
-0,28378

Obr. 6.

%) Podrobné konstrukce fet&zového zlomku bude také patrna z piikladu, ktery déle
nasleduje.
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Na obr. 6 jest naznaden graf této soustavy a vypodet proveden v tomto grafu.
Postup je nyni néasledujici:
1. Ke kazdému bodu P, ptipiseme koeficient a; ; (ervend). V obr. 6 jest koefi-

cient vyznaden v krouzku.
2. Ke kazdé spojnici P; P; napiSeme koeficient a,; (Cervené) a «;; =

a2
=2 ‘; (dernd). Na obr. 6 jest koeficient a; ; napsin v lomené zavorce.
4,0 Q4,3
Jest déle
(— 1)
Fre = 35 = 0,06666 ,
22
Ko,3 = 5_'—1 == 0:20 )
atd.

3. Vypoditame hodnoty kofenti za piedpokladu, Ze b = 1, a oznadime ji po-
tom hodnotou c;; (vzorec (1)).

Jest
1
i1 = 0,06666 = 0,36816,
31— 0,20
1
Coz = - 0.20 = 0,31343
5 [1 — 0,06666 — 0,06666 — ”1?6,1—25‘]
- 1
3,3 — O 20 .
1 — . )
4 [ 0,125 1 —0,06666 — 0,06666]
atd.

Tyto koeficienty jsou napsény u piisludnych bodi v lomené zévorce. Pisi se
barevné (modfe). ,
4. Vypoditame nyni koeficienty c; ; podle vzorce (2). Dostaneme

—1
€12 = — oo = + 0.28378,
5 [1 — 0,06666 m]

—1

Cop = — T = + 0,33333,

= 2 = 0,567143

s = gz O

© atd.

Toto &slo napiSeme k bodu P; na spojnici P; P;.
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5. Nyni provedeme rozvod, ktery jest v nasledujicim obr. 7 vyznaden 8ip-
kami. V praxi se tyto §ipky oviem nevyznaéuji.
a) NapiSeme k jednotlivym bodim p¥isluiné pravé strany barevné. Na obr. 7
jsou vyznadeny v krouzku. PiSeme je pouze tam, kde jsou rizné od nuly.
b) Vypoéitame ,,primérni“ kofeny x(" = ¢; ;b;. Jest
a) = (—1).0,36816 = — 0,36816,
atd.

PiSeme je pouze tam, kde jsou rovny nule.

i 2 ; £
@) | &9 ’
-0 36816 > |-0,10447 +0,38806
-0,05970 <& 1-0117909 +0,05970 —» +0,22368
-0,42786 -0,28357 +0/44776
N
Q
*
RS
Obr. 7.

¢) Provedeme vlastni rozvod. Jest

xp = ajc, , = (— 0,36816) .  0,28378 = — 0,10447 ,
@2 = 3¢, 5 = (— 0,10447) . (— 0,57143) = + 0,05970 . atd.
Dostavame kofeny
x, = — 0,42786 ,
z, = — 0,28357 ,
x; = + 0,44776
z, = + 0,22388,
g = 0,09452 .

Dikaz véty 12. Bez Gjmy na obecnosti miZeme piedpokladat, Ze matice
je souvisld. Bud M, konjugovand mnoZina vzhledem k matici 4. Nazveme
nyni fadem matice A vzhledem k bodu P; maximum z ¥4dd vSech jednotlivych
bodu P; vzhledem k P;. Dokazme nyni nae tvrzeni indukei podle f4du matice
vzhledem k tomu bodu, kde v pFislu§né rovnici na pravé strané. (jako jediny
koeficient) neni koeficient roven nule.

Jestlize f4d matice jest roven nule, potom tvrzeni jest spravné, nebot se jedna
o systém s jedinou rovnici. Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni véty 12 je sprav-
né, pokud ¥4d matice vzhledem k danému bodu jest nejvyse roven m. Doké-
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Zeme, %e nafe tvrzeni plati i v tomto piipadé, Ze f4d matice jest m -+ 1. Necht
tedy tento ¥4d jest pravé m + 1. Vzhledem k tomu, Ze matice jest Gplné regu-
lérni, méame zaruéenu existenci FeSeni a miZeme proto povazovat nyni na oka-
mZik kofen z, za zndmy a prevésti jej na pravou stranu systému. Po potlacéeni
prvé rovnice dostane}ne v tomto pripadé soustavu rovnic

App¥y + oo + oo+ Ay Ty = — Ay 17, , »
................................... (3)

Apo¥og + oo coo + Wy &y = — Ay Ty .
Matice této soustavy jest ziejmé hlavni minor 4,.

Nyni rozlisujme dva pripady. Bod P; jest bodem vnitinim a bod P, neni
bodem vnitinim.

V prvém piipadé matice 4, nebude souvisld (definice 7). Systém rovnic roz-
padne se proto na ¢asteéné systémy (jejich matice jsou komponenty matice 4,)
takové, Ze na jejich pravé strané jest nejvyse jeden nenulovy koeficient.
V opa¢ném piipadé totiz by matice 4 nemohla byt oteviena.

Snadno se tak nahlédne, Ze nyni ¥4d matic t&chto systémi vzhledem k uva-
zovanym bodim (t. j. k tém bodim, kde v piislu§né rovnici na pravé strané
jest nenulovy koeficient) jest nejvyse roven m.

Jestlize bod P, neni vnitinim bodem, matice 4, zistane souvisld a snadno
moZno se presvédéit o tom, Ze na pravé strané systému (3) bude nejvyse jeden
koeficient rizny od nuly a Ze f4d matice A vzhledem k piislusnému bodu jest
nejvyse roven m.

Tedy v obou piipadech, t. j. at jest bod P; vnitini ¢i nikoliv, potom fady
resp. Fad systému (4) se zmensi nejméng o jedni¢ku. Tedy podle indukéniho
predpokladu plati tvrzeni véty 12, a proto je

— i1

(x,-,
@y, [1 —Z 1—_—_%]
pro viechny koeficienty i takové, Ze ]sou prvniho fadu vzhledem P,. Dosadi-

me-li tyto vyrazy do rovnice

1% + oo+ Gy a2, =D,

ats ‘ a’%,n 1 &
i [“1'1 Tanll—.] T el —. ) b.)

Deélime-li tuto rovnici [a, , — ...], dostaneme okamZité prvou &ist tvrzeni
0 ;. Druhou ¢ést tvrzeni o vypoétu ostatnich kofent jsme uz také zde dokazali.

(4)

r; =

dostaneme

%) Poznamenejme, %e ve jmenovateli vyrazu (2) nemiZe byt nula, pondvadZ pfislusny
&aste¥ny systém, na n&j% vétu aplikujeme, jest podle v8ty 10 také Gpln& regularni. Jest
ovsem zFejmé, ¥e vlastnost Gplné regularity neni pro existenci zlomku (2) nutné.
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Poznamka. V praktickych piipadech pii statickém FeSeni ramu jsou koefi-
cienty o, ; pomérné malé, jak uvidime v daldim odstavei pfi vypodtu jistého
ramu. Proto nemusime brati fetézové zlomky az do konce.

V minulé vété jsme Fesili pfipad, kdy matice byla koneéného fadu. Pfejdeme
nyni k maticim nekoneénym a dokédZeme o tomto feSeni jisté véty, které bu-
deme potfebovat, az se budeme zabyvat soustavami s matici uzavrenou.

Véta 13. Véta 12 plati © pro nekoneénou, dplné reguldrni otevienou matici pouze
8 tim rozdilem, Ze Fetézové zlomky jsou nekoneéné.

Dikaz: Plyne okamzité z véty 12 a z véty 6.

Poznamka. Z minulé véty vyplyva také okamzité existence (konvergence)
fetézovych zlomki.

Nyni dokaZeme vétu, na které je v podstaté zaloZena moznost prenésti
uvedenou metodu na soustavy s uzavienymi maticemi.

V&ta 14. Méjme nekoneény systém linedrnich rovnic

7
8 uplné requldrni otevienouw matici. Bud ddle by =1, b, = 0, k & 0. JestliZe
jest T', podmnoZina vdech boda prvniho Fddu vzhledem k P, konjugované mnoZiny
M ,, potom plati

@i =b;, i=0,1,2, ... (5)
=0

1
;Iaj,oxo + “ilal,olx1| < ~ )

7F0
Dikaz. Soustavu nekoneéné mnoha rovnic pidme v tomto tvaru
Z ol 5|2y + Z @y ;%; = 1, (6)
Pyet, %0
-] e}
;0% + 0;]a;0]7; +k2 o;las s + 3 a0, =0, Pie Ty, (7)
=1 k=1
k¥ k=5
@
Da;; =0, P; = Py; P;noneT, . (8)
i=0

Vzhledem k tomu, Ze body P; non e T, ¢ + 0, nejsou spojeny s P,, nevysky-
tuje se v rovnici (8) nezndma x,.
ReSme nyni tento systém rovnic®)

kZIO‘;’]“:‘.kl‘”i +k21a:',kxk = — (@;,0% + &;la50l2;) , ..., P;e Ty, (9)
k=i +j

Ms §

a;;2;, =0, Py &= P;noneT, .
0

i

") Srv. definici uplng reguldrni matice.
8) Piedpokladédme na okamZik, %e zndme x,, & x; pro P; e T';.
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Podle véty 6 mé systém (5) omezeni FeSeni a proto i vyrazy a; .z, + ;)@ olx;
jsou omezené. Proto soustava (9) ma omezené feSeni, které jest oviem totozné
s feSenim soustavy (5). Podle piedpokladu dokazované véty je matice soustavy
(5) oteviend. Proto matice (9) se rozpadne na pfimy soudet souvislych otevie-
nych Gplné reguldrnich matic takovych, Ze v téchto ¢asteénych soustavach je
na pravé strané j edi;x)'r nenulovy ¢len.?)

Proto podle véty 11 plati

— & = (@y,0%0 + a;la50]z;) &5, kde & =0, (10)
a to pro vSechna takova j, Ze P; e T',. ’
Napisme nyni je§té jednou rovnice (6) a (10)
> %ol@os|Te + D2 =1,

jeTy
&50;,0%0 + T;(1 + ;)@ ole;) = 0
a feSme pomocnou soustavu rovnic
oo|@1,0|%0 + o2 = Ty,

€5,0%0 + (1 + osla;ole;) = 0.
Dostaneme
' _ 05(1 + os]a,ole))
xol@s,0| (1 + oglayle;) — ad ;&4

= y;0;.

Poznamenejme pii tom, Ze pro jakékoliv &; = 0 nemiZe byt jmenovatel
roven nule.
Pongvad? jest & >0, xg > & > 1 x; > o > 1, plati, jak snadno nahléd-
neme, %e y; > 0. Ddle mame
— @,0048;
“o]“j,ol.(o‘ﬂai,ol + &) — ag,j '

Zﬂjzly

Ty =

Podle rovnice mé platit

Pyer,
a proto
; 1
Tg= —7 -
25,
PjeT,
Z toho plyne, ze o
1 1
5_, = . 1
Vi 2 it
} y
PyeT,

teg J estlie bod P, neni vnitini, ma,tlce mé jenom komponentu, a proto vla.stné o sku-
ny rozpad nejde. A ‘
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Dosadme nyni vypoétené hodnoty do vyrazu

laj.oxo + (x,-]a,-,o|xj| .
Dostaneme

|“i,0|
*ol@s0l(1 + a5]asole;) — ag s

|@s,oto + “ilai,olxil =

Proto
|0l 11

2 |as,0%0 + x5lasolas| = 2,

7
PjeT, P;eT,
. PiTW
AR

Ponévads viak jest ay > &, a; > «, & > 0, plati

a0 - gl _
xo|@s0| (1 + o5l@soles) —af e; — aflayolte; — ea8; 4 xlagzol
— <l |
[ — 2
1 + 0& Iaj-ol 8,
Proto s ohledem na to, Ze y; > 0, dostdvame
1
1 laj,ol -
Z |@s, 00 + a5la; o]xfl = Ys T S
J ’ ’ z _L 7 O‘Ol.a.’f.ol(l + o‘j!al.ﬂlsi) — Qg ;€
P;eT, s PjeT,
P;eT,
<1 1 1.1
& 157
i Vi
P;eT,

tim je véta dokdzana.

T oxolao| (1 + ajlagoles) —ad;e; " y; S 1

Viéta 15. Mé&me systém linedrnich rovnic, nekoneény (N = o) nebo koneény

(N + o)

N
Zai,,x,- = b{ .
j=0 .

(11)

O matici soustavy ﬁedpoklddejme, Ze jest uplné requldrnt s konstantou a otevie-
nd.1%). Bud ddle b; = 0, j = 1, 2, 3. Oznalme T mnofinu vdech bodd k-tého Fddu

vzhledem k P, konjugované mnofiny A. Potom platé

| 1 v .
Z Z @ + oglasles] < — Z Zl“k.mxm + @il @, m|oi]
k j (o2 m k .

PjeTpy PreT,
ﬁke 5',.‘ P,,.eT,.':.]_

19) Bez tjmy na obecnosti miifeme pfedpoklédat, e matice jest souvislé.
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Dikaz. Oznadme 7T, mno¥inu viech bodd ¥adu p > n + 1. Pisme sou-
stavu rovnic (5)

Zy 12 ool @] + Z T = — Z (T m + x| @ m|ox) (12)

) PreT*% 41 P,c%",ﬂ.] Pmc';,._l
pro viechna k takové, Ze P, jest bod n-tého fddu a
;Zla,', = O 5. P’ € T:+2 . (13)

Matice soustavy systému (12) a (13), se rozpadne na pfimy soudet matic,
o nich# se snadno moZno presvédéit, Ze maji rovnéz konstantu «. (Srov. vétu
3, 10.)11) Mimo to také moZno nahlédnout, Ze na pravé strané jednotlivych
¢astednych matic vyskytuje se jediny nenulovy koeficient. Sumaéni znamén-
ko na pravé strané (12) jest formalni, protoze jde pouze o jediny ¢len.

Proto plati podle véty 14, Ze

1
% ;Ia’l,kxk + 0‘;]“1,1:]331] < p ; kZ lxklak,mlo‘k + xma’k,m] >

PjeTpy PpeTy_1
1(5",.1 gke;',‘

tim je véta 15 dokazana.

Véta 16. Mé&me soustavu linedrnich rovnic, nekonetnou (N = oo) nebo ko-
neénou (N =+ o0)

N
Sage=b;, i=0123,...
j=0

O matici pFedpoklddejme, Ze je oteviend a wplné reguldrni s konstantou x. Bud
ddle b; = 0,1 =+ 0, by = 1.
Oznabime-li T, mnoZinu bodis k-tého Fddu vzhledem k P,, potom plati

1
; ;la,,k &, + oglagazs] < =T

PjeTnyiy
k€ln

Dikaz. Dikaz provedeme snadno tplnou indukei. Je-li n = 0, potom tvrze-
ni je spravné podle véty 14. Necht nyni plati nase véta pron = p. Potom podle
véty 15 plati nase véta i pro 2 = p + 1. Tim jest véta 16 tplné dokazana.

5. Re¥enf systému linedrnich rovnic s GpIn¥ reguldrni uzavFenou matici.

V minulém odstavei jsme ukézali feSeni soustavy rovnic s Gplné reguldrni
otevienou matici. V tomto odstavei ukaZeme, jak se aplikuje tato metoda na
soustavy rovnic s uzavienou matici.

11) Pifpadnd nemusf ani byt skuteény rozpad, t. j. kdy% p¥imy soudet jest tvoren jednou
maticf.
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Véta 17. Méjme soustavu n + 1 linedrnich rovnic
Zaux,- =b, t=0,1,2,...,n.
i=0

O maticy A soustavy pfedpoklddejme, Ze jest Uplné reguldrni (oteviend nebo uza-
viend).

Ddle predpoklddejme, %e by = 1, by = by = ... = b, = 0. Bud A* rozvinutd
matice a pFedpoklidejme, %e p(Pg) = P,. Predpoklddejme ddle, fe body konjugo-
vané mnoZiny M 4. jsou obisloviny tak, Ze body P}, p, < j < pyy, jsou k-tého
Fadu vzhledem k Py . Bud ddle xy, %y, . . ., %, feSent soustavy a necht a5, o5, ..., 25, | 1
je Fedent soustavy linedrnich rovnic

j=pr+1-1
Z Ci,ix’; = d? ) T = O, ..., Pri1— 1 ’12) (14)
=0

pF1 GemZ necht matice této soustavy A** je redukovand matice rozvinuté matice 4*
(aZ po body k-tého Fidu). Mimo to necht df = 1, d5 = 0, j & 0. Bud ddle X}
podmmnoZina véech bodd mnotiny M 4. takovich, Ze
Pre Xt = oP*=P,.

Potom, jestlize oznalime

St e,

Py

platt

lim 2} = ;.

k— 0

Dikaz. O matici miZeme bez G4jmy na obecnosti predpoklidat, Ze je sou-
visla. Vzhledem k tomu, ze matice 4 jest podle pfedpokladu Gplné regularni,
zavisi FeSeni spojité na pravé strané. NaSe tvrzeni bude tedy ziejmé dokazano,
jestlize ukazeme, Ze

Pr+1—1
> a;a*—b;— 0 pro k—> .
i=0

Abychom to dokazali, v8imnéme si posloupnosti ¢isel
o]
Zc,-.,-x’;*——d’: = 95, 'i = O, ]., 2, cee sy
=0

kdy% klademe z; = 0 pro j > p,,,. Pfi tom matice ||c; ;]| jest rozvinuté ma-
tice A*.

Vzhledem k tomu, Ze kazdy bod r-tého ¥adu jest spojen nejvyse s body fadu
r—1ar - 1 (viz vétu 4), je nejvyde ¥ =+ 0 pro pr,; <7 < Diys-

1) ¢, ; jsou koeficienty rozvinuté matice.
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UkaZme dale, Ze je

1
;IQ’I‘[ —<‘ ok+1 °

o vz

Oznaéime 7', mnoZinu viech bodi fddu k£ konjugované matice M 4u.

* Vezmeme nyni v (¥4) vSechny rovnice pro takové i, %e P; ¢ X%, a seSteme je.
Vzhledem k definici rozvinuté matice, k vlastnostem tam definovaného zobra-
zeni g, miZzeme snadno nahlédnouti, Ze dostaneme

n
Sagft—b=73 ¢, 1=01,..,n.
i=0 i
Pyexk
Jak jsme viak jiZ poznamenali ¢¥ = 0 pouze pro i takové, ze P € Tx.,. Tedy
Do —bl <] > il
P*eTgq1

pfi dem¥ o} miZeme psat také v tomto tvaru

z c!,ax; = 9’:

Pje Ty
pro vSechna q takova, ze P e T, .

Abychom odhadli vyraz na pravé strans, uzijeme véty 16. Skutetnd plati

Z pZI"j,ox’f; + ajles @k < o‘ik- (15)

KaZdou rovnici ze systému (14) pfislusnou bodim, které jsou fadu k, lze psat
v tomto tvaru

D (e + iy Jein)) + D asles ] @ =0, P

PpeTy-1 q

qeTgs1
Plat{ tedy také

2 les %% + aiile; ]| = 2 0‘1’%.«”“% P;eTy
PpeTi-1 . g
geTrq1

vzhledem k tomu, Ze bod fadu & je spbjen nejvyse s jednim bodem fadu k — 1,
a vzhledem k tomu, Ze o; > o > 1.

Setteme nyni v8echny tyto rovnice. Dostaneme

S lensth + alosl = S asleslied]

- Psje«Ty PpeTy-1 PyeTy
R PyeTiin
Ut#ijeme-li relace (15), dostaneme
S Safenetl < =
L xiles,emE| < %
i e *
PjeTy .
PyeTiy
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a vzhledem k tomu, e «; > «, plati

Zz IC,,qle

P;(Tk
PthAH-l

Nyni se snadno jiZ nahlédne, Ze

Sa, o b, <
¥l ]

k1
a z toho plyne jiZ naSe tvrzeni.

Poznamka. Véta 17 umoziiuje ndm feSiti uzaviené systémy metodou
rozvodu deformace, nebot tato véta prevadi feSeni systému s uzavienou matici
na feSeni systémi s otevienou matici. Pri praktickém vypoctu ovSem nerozepi-
sujeme rozvinutou matici. Rovnéz i fe§ime najednou pripad, Ze na pravé strané
naseho systému jsou rizna b; = 0.

Celkovy postup ukiZeme na piikladé, kde bude patrno i uspofadani vy-
poétu. Pred tim v8ak ukaZeme na jednom velmi jednoduchém ptipadé, jak se
v podstaté aplikuji nade véty, nebot poéitani na koneény pocet desetinnych
mist uvedeny postup ponékud modifikuje.

Resme tento systém linedrnich rovnic

Tz, + 2z, + 0,523 + 2, =1,

2z, + 62, + 2 =0, (16)
0,52, + 2, + bx3— x,=20,
x, — %344z, =0.

Budeme nejprve fesit nekoneénou soustavu linedrnich rovnic s matici, ktera je
rozvinutd matice nasi pivodni soustavy s takovymi pravymi stranami, Ze
by=1,b,=b;=...=0. '

Tedy budeme fefit soustavu

Tz, + 2z, -+ 0,562 . . . . . . . . . o=

2z, 62,4+ . . x; .. . . . . . =0,

0,5z, + . bx . . Ty —Z, . . . . . =0,

z, . . 4z, . . . o—x5 . . . . =0,
z, .. bz . . . 40,5z +7,0 . . =0, (17)

z, . . bxg . . . . 42z, . =0,

-z, . . . 44z, . . . . +z,=0,

Ve vété 17 jsme ukdazali, Ze rozieSime-li nekoneény system rovnic (17), roz-
TeSime tim i na8 systém (16), a to tak, zZe

xk= Z 5,-.

j
P(Py*) = Py
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Ukézali jsme, Ze uvedeny nekoneény soucet jest konvergentni a tudiZ Ze
stadi vziti jen koneény pocet 6lentt k tomu, abychom ziskali vysledek slibovol-
nou piesnosti, t. j. tak, Ze vezmeme v ivahu pouze body, jejichz fad vzhledem
k bodu P, jest nejvyse k. Kaidy kofen z; oviem miZeme urlit jen ptiblizng,
na pf. jiz z toho divodu, Ze poéitime na koneény podet desetinnych mist,
ovem tak, #e uvedeny soudet jest uréen s libovolnou piesnosti.’®) Dejme tomu
na pt., %e stadi poditat kofeny z; na 4 desetinnd mista. Retézovy zlomek mii-

R R
[2:3¢] I =)

L 'I\‘ -
ﬁ 0,09376 Q 0,07085 2
n | -0.26725 -038254 3 | -0,37800 -020960 |3
¢ 4 ®
v
T| & AR =|8
s|8 RARS 3.8
(S
5 S 2
8 | -023057 -0,33842 K | -031795 -018750 | 8
< | (ase 5 s | (@80 7] 19
010286 0,07566 0,07279 0,054 [012339]
D
Z R &
Obr. 8.

Zeme vzit proto jen do takové délky, abychom méli zarudeno étvrté desetinné
misto. Dejme tomu, Ze k tomu potiebujeme ve zlomku (1) pét kroka. Podobné
vezmeme zlomek v (2) na pf. na pét krokd. Tim docilime toho, Zekoeficienty
Ci 4 Cy [STV. str. 72] jsou numericky stejné pro pripad, Ze @(Pf) = ¢(Py),
@(PF) > @(P}), éehoZ vyuZivime.

* Shrneme-li nafe vyvody, miZeme Fici, Ze vétu 17 aplikujeme v tom smyslu,
%e FeSime nekonedny systém s rozvinutou matici s jistou pfesnosti a nefeSime
tyto kofeny pomoci redukované soustavy rovnic.

Prakticky postup uvadime v dal§im prikladé.

13) Otdzku, na kolik desetinnych mist musime poditat hodnoty %, a kolik t&chto &leni
musfme brét, abychom vysledek dostali s pfedem poZadovanou pfesnosti, zde nefesime.
Je to otdzka jiného druhu, kterd také mimo jiné na pi. souvisi se statistickym pojetim
chyb. Prakticky jest vhodné rozhodnouti se v konkretnich pfipadech néjakym zpisobem
podle tdelu vypodtu pro jisty polet desetinnych mist a nakonec pomoci vypodtenych
reésidui provésti odhad chyby v uréeni kofenu, co% mo#no udiniti snadno na p¥. pomoci
véty 6.
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Resme tuto soustavu:

10,68z, + 3,58z, + 0,76z, = 4,16,
3,58z, + 15,86x, + 2,74, ' + 0,61z, = —4,16,
2,74x, 4 8,70x; 4 0,61z, =0,
0,61z, + 4,86z, + 1,82x; =0,
0,61z, + 1,82z, + 9,622, + 2,38x; = 0,
0,76z, + 2,38z5 + 6,282 = 0.

Je to staticky vypocéet ramové konstrukee, priklad uvedeny v [3] na str. 57.
Na obr. 8 jest naznaden graf matice soustavy. Do tohoto grafu provadime cely
vypodet. Oznaceni zde je stejné jako na obr. 6.

Tedy: 1. Cisla v krouzcich jsou diagonalni ¢leny matice. 2. Cisla v hranaté
zavorce jsou ¢leny matice a, ;. 3. Pod hodnotami a, ; jsou napsiny cleny o, ;.
Nyni vypoéitame jednotlivé fetézové zlomky nejprve pro primérni kofeny.
ProtoZe koeficienty jsou velmi malé vzhledem k jednidce, stadi se omezit na
nékolik ¢lent. Pisme
Ty = by .

Potom méme, omezime-li se na prvé dva kroky,

. 1

11 = Lo.es 1 0,00681 0,00244 0,05441 |
’ 1—0,00861 1—0,00376 —0,07085 1—0,00880

— 0,10286
a podobné
" 1
e [ 0.07566 0,00244 005441 "

’ 1 —0,00861 1—0,09376 — 0,07085 1 — 0,00880

Tyto koeficienty jsou u pfisluSnych bodi napsiny v lomené zivorce; jinak se
pisi barevné, na pf. modfe.

Pozndmka. V ndsledujici tabulce jest koeficient ¢, ,, kdyz v Fetézovém
zlomku jsou jeden, dva nebo tii kroky.

| 1krok | 2kroky | 3 kroky
¢ | 0,10230 | 0,10286 | 0,10287

Z toho je patrno, Ze se miizeme omezit pouze na nékolik malo kroka pfi vy-
poétu Yetézového zlomku. Znidme-li primérni koteny z3, rozvadime je.

PiSme

0
:l?,- = Cj'ﬂ:j .
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Tedy mame

. — 3,58
012 = 15861 0,05441 T0,00244 = —0,23957..
’ 1 — 0,00880 1 —0,09376 —0,07085
Toto &fslo napiseme ¥ bodu P; na spojnici P,P,; podobné
— 3,58
Co1 = oes 1 0,00861 = —0,33842
' 1 —0,09376

a toto &islo napiseme k bodu P, na spojnici P,, P,. Stejné je tomu u ostatnich
bodi.

Poznamenejme zde opét, Ze koeficienty c; ; jsou rovnéz velmi mélo citlivé na
podet kroki v Fetézovém zlomku. V nasledujici tabulce jest vypoéitan koefi-
cient ¢, ,, uvazujeme-li ve zlomku jeden, dva nebo tfi kroky.

| 1krok | 2kroky | 3kroky |
—0,2394 | —0,23957 | —0,23959 |

C1,2
Vypsanim vSech téchto uvedenych hodnot jest skonéena prva ¢ast vypodétu,
kterd nezavisi na pravé strané naseho systému linearnich rovnic.

Jako daldi éast vypoétu provadi se bezprostfedni rozvod. Provadi se bud
do grafu matice, kde jsou psany i ostatni hodnoty, nebo na obraz zvlastni.
Je v nafem piipadé proveden zvlast obr. 9.

Postup jest nasledujici: 1. Ke kazdému bodu napiSeme vyraz b, . c; ;.
2. Provedeme rozvod ve vodorovném sméru. Tak

—0,23957.  0,42791 = — 0,10256 ,

— 0,33842 . (— 0,30282) = + 0,10248 .

Rozvody oznacujeme pro piehlednost S8ipkami, coZ v praxi se pak nedéld. Ve
sméru Py — P; — P, jest primérni rozvod nulovy.
3. Provadime svisly rozvod nahoru. Tak jest

0,53039(— 0,13464) = — 0,07136 .

4. Provedeme vodorovny rozvod ve sméru Py — Py — P, a P, — P; — P,
5. Provedeme svisly rozvod doli.
6. Provedeme vodorovny rozvod ve sméru P, — P, — P; a P, — P, — P,.
7. Provadime dalsi rozvody. Je mozno viak proces jiZz skongit.
8. Dostdvame kofeny, resp. jejich aproximace

x, = 0,53039 + 0,00102 4 0,00043 = - 0,53184,

@y = — (0,40535 + 0,00101 + 0,00050) = — 0,40686 ,

atd.
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Obr. 9.

g I
-001179 <——-——f‘\:fC +0,01907] 000721
-0,00141 }<--——<—-A—__., +0',00368}<—/ = ~o.'g1165
-0,01320 — +0,02275 ——— — =0,01886
~000006 —]——| ?Q-w,ooom < — ~0,00006 "TT
-0,00002 <~} —}——— Mwooz—\ﬁ;g»-o,ooom
~000001 < |,—— | ———| —e~ 000007 <}—| > ~0,00002
-0,00003 +000003 -0,00003
- 008465 +0,05364 ~0,0.
f Y
\ A ¥

1R 1R R
4042791 ——= ~— -0,30282) 2 >+ o,osaso}
+010248 4?—%-0, 10253 &5 &> +009628
+0,53039 -040535 +0,12888 —
+000102 *:—D(—— -0,00101 —>+0,00141
+0,00034 € »-0,00024 } +0,00008
+000009 < - 000026 +0,00032
4000043 —>—— - 0,00050 +0,00040 ->—
+0,53184 - 040686 +0,13069

Kofeny jsou uspofddany v dalsi tabulce, kde jsou také vytislena residua.

Koreny Residua
1 +0,53184 | —0,0008416
2 —0,40686 | +0,0019986
3 +0,13069 | —0,0000584
4 —0,03650 | —0,0000443
5 +0,05364 | —0,0000648
6 —0,08465 | +0,0002596

Je patrno, Ze byly ziskdny celkem velmi dobré vysledky. Zpfesnéni kofent
bychom provedli novym fefenim rovnic s residui jakoZto pravymi stranami.
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6. ZAvér

V tomto odstavei uéinime nékteré poznamky k praktickému uziti uvedené
metody.

1. Metoda rozvodu deformaci, jak byla uvedena, jest (éinnd zejména, kdy?z
stupné bod konjugované mnoZiny jsou pomérné malé vzhledem k fadu matice.
Metoda pak je zejména uZitelnd, kdyZ matice mé dosti pravidelnou sif. To se
na pi. vyskytuje ve statice pfi FeSeni patrovych rami s neposuvnymi styéniky.
V téchto pripadech je graf velmi blizky &étvercové siti.

2. Soustavy linedrnich rovnic s Gplné regularni matici jsou oviem fefitelny
i jinymi iteraénimi procesy, na pf. Ritzovou iteraci, Gauss-Seidlovou iteraci,
piipadné i v jeji relaxadni (Southwell) modifikaci. Gauss-Seidlova iterace
v praktickych ptipadech pii vypoctu ramovych konstrukei konverguje dosti
rychle. Tak na pf. v uvedeném piikladé staci 7 kroka Gauss-Szidlovy iterace.
Ritzova methoda konverguje pondkud pomaleji. Pro stejnou piesnost je tieba
provésti 13 krokii. Jestlize se ma provésti feSeni soustavy pro jedinou pravou
stranu, potom jest asi nejvhodnéjsi normalni iterace. Jestlize vSak jde o vy-
pocet pro fadu pravych stran, pak je vyhodn&jsi popsand metoda rozvodu
deformaci, vzhledem k tomu, Ze vypodet konstant ¢, ; nezdvisi na pravych
stranach systému.

3. Retézové zlomky konverguji velmi rychle, takZe v praktickych pripadech
stadi vziti jeden nebo dva kroky. Pongkud pomaleji konverguje jiz bezprostied-
ni rozvod, kde musime vziti pomérné vice krokd. Organisace vypocétu pti roz-
vodu miize byti rizna. '

Uprava postupnych vodorovnych a svislych rozvodd pro étvercové nebo po-
dobné sité se zda byt velmi vhodna.

4. Rychlost celkové konvergence zavisi na konstantd x. Cim jest o v&tsi,
t. j. 6im vice prevlada diagonalni ¢len, tim rychlejsi je konvergence.

5. Odhad chyby jest nejsnaze proveditelny vypoétem residui a pouzitim
véty 6.

6. Uvedend metoda rozvodu, tak jak byla uvedena, jest Géinné i v nékterych
jinych pripadech neZ pro soustavy § Gplné regularnimi maticemi. Zustava
oteviena otazka, jaké jiné postatujici podminky mozZno volit, aby uvedena
metoda byla konvergentni.

7. Jista nevyhoda uvedené metody jest pomérné obtiZna kontrola vypodtu.

8. Shriime tyto poznidmky. Metoda rozvodu deformace pro vypodcet sou-
stavy linearnich rovnic jest vyhodné&jsi nez bézné iteratni metody, jestlize

a) matice soustavy jest Gplné regularni s konstantou cca 1,5—2,

b) stupeii jednotlivych bodd konjugované matice je pomérné maly (4—S5),

c) graf matice jest alesponi ¢asteéné pravidelny,

d) se provadi vypodet pro ndkolik pravych stran (vice nez cca 25—30%, fadu
matice), piipadné kdyZ se invertuje matice.
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Peswome

Ob OJHOM METOJE UNCJIEHHOI'O PEINIEHIA BIIOJIHE
PETVJIAPHBIX CUCTEM JIMHENHBIX YPABHEHUN
1 O ETO NPUMEHEHUUN K CTATUYECKOMY PEHIEHUIO
CTEPKHEBBIX KOHCTPYRIIUN

NBO BABYIUIKA (Ivo Babuska), IIpara.
(IMoctynmio B pepaxnmio 25/IV 1954 r.)

B mupoBoit simTepaType 0 CTPOUTEIBHOM MEXaHUKe, B 0COOEHHOCTH B JIMTe-
paType 0 cTeP;KHeBHIX KOHCTPYKIUAX, 3aHAJI BUJHOE MECTO METOJ YMCJIEHHOIO
pemenusi, xoropsii ero asrop, II. B. Hmoyuer (cp.[2]), masBax ,,Meromom
pasBefieHHBIX Aedopmarmii®’. '

Bomnpock!, cBsA3aHHEE €O CTATUYECKUM PeIlleHIeM CTepPKHeBBIX KOHCTPYKIUIA,
B CYIIHOCTM OKBUBAJEHTHH C peIIeHUeM CHUCTeMBI JIMHEHHBIX ypaBHeHHH.
Bosnux nmosromy Bompoc, B kaxom cMeicie metos Hioyueka momxHO copmyin-
poOBaTh I CHCTEM YpaBHeHMI oOIIero BHAA M KOIJa STOT MeTOH, HOCAIIU
NTepaTUBHEI XapakTep, OyReT CXONAMMUMCH, B 0COGEHHOCTH IIOTOMY, 9TO 3TOT
MeTOJ| OKa3aJICA B HEKOTODHIX CIy4YasAX BechbMa d(PeKTHBHEIM.

B crarse mokasaHo, 9TO [0CTATOYHHIM YCIOBMEM IIPHMEHNMOCTH YKA3aHHOTO
MeToJia ABJAeTCA TpeboBaHUe, YTOOHI CHCTeMa ypaBHeHU GblIa CMMMeTPUYHOM
M BIOJIHE PEryJspHOi.

IIpu aTOM MEI rOoBOPHMM, YTO CHCTEMA ypaBHEHMIL

%y + %y + ... + @2, = by,

A%y + Ape%y 4 ... + Gy %, = by,

Qp 1%y + Ap 2% + ...+ Ap nTn = bn

CUMMETPUYHA U BIIOJIHE PEryJApHA, eclu UMeeT MeCTO
1. a,i', == a,—_i 9 .
2. a,','=zx,-2|a,,-.,lv, Ky > x> 1.
j
i
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MeTox MO¥HO IPUMEHHUTH ¥ K GeCKOHEYHEIM CHCTEMaM ypaBHEeHUH. IIpu arom,
OJHAKO, BBOJUTCHA na.nbueﬁmee peanoJoKenne

3. 0<k<o ;<K< .

B crarbe AHAaJINBNPYeTCA 9TOT MeTo M KpOMG Teope'mqec'xnx JOKa3aTeJIbCTB
}IeMOHchpreTCH HEaKTM‘IeGHHﬁ X0/ penieHus Ha YUCJIEHHOM npnMepe.

Zusammenfassung.

UBER EINE NUMERISCHE LOSUNG VON VOLLSTANDIG

- REGULAREN SYSTEMEN LINEARER GLEICHUNGEN

UND THRE APPLIKATION AUF DIE STATISCHE LOSUNG
VON RAHMENTRAGWERKEN

IVO BABUSKA, Praha.
(Eingelangt 25. IV. 1954.)

In der Weltliteratur der Baumechanik, speziell in der Literatur, die sich mit
der Theorie von statischen Losungen der Rahmentragwerken beschiftigt, hat
eine Methode, die ihr Autor ,,Methode der fortgeleiteten Verformung‘ nennt,
ihren Platz eingenommen.

Die Fragen, die mit der statischen Losungen von Rahmentragwerken zu-
sammenhéngen, sind im Wesen &quivalent mit Fragen der Losung eines
Systems von Lineargleichungen. Es ist deswegen die Frage aufgetaucht, ob
diese Methode der fortgeleiteten Verformung, welche in Speziellfallen sehr
schnell zum Ziel fiihrt, auch im Allgemeinen formuliert werden kann, und
wann die Konvergenz der Methode, die einen iterativen Charakter hat, garan-
tiert wird.

Diese Abhandlung beweist, dass fiir die Konvergenz dieser Methode die
vollstindige Regularitidt und Sym metrie eine hinreichende Bedingung ist. Ein
System von Lineargleichungen wird vollstandig regulir und symetrisch ge-
nannt, wenn es folgende Bedingungen erfiillt:

l. a;; =a,;;

2. 0, = Zla,-.,-], oy >0 > 1.

i
Diese Methode kann auch fiir Losung von unendlichen Systemen der linearen
Gleichungen angewendet werden. Dabei aber wird noch
3.0<k<a,;<k<om
vorausgesetzt. .

In diesem Artikel wird diese Methode analysiert und ausser den theoreti-
schen Beweisen zeigt der Autor auch auf numerischen Beispielen ihren prakti-
schen Vorgang.
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