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.?E ) 2u

DVE VETY O RESENI ROVNICE - = —— + o

KAREL REKTORYS, Praha.
(Doélo 4. tinora 1954.) DT: 517.047.43

V této praci je podéno #éeni dvou zékladnich problémi pro vedeni
tepla ve dvojrozm¥rnych pravodhlych oborech pfi velmi obecnych po-
Sdtetnich a krajovych podminkéch. Na zédkladd téchto dvou fedent je
moZ¥no sestavit fefeni pfisluiného obecného problému vedeni tepla pii
Sasové neproménnych krajovych podminkéch.

Jédro prace tvofi dvé véty, tykajici se prvniho a druhého problému vedeni
tepla:

I. Problém (staciondrni vedenf tepla):

. Necht v intervalu (0; =) je dana funkee f(x) spojita ve viech bodech tohoto
intervalu s vyjimkou bodd, tvoficich mnoZinu I miry nula,!) pfi dem? |f(z)| <
< M v (0; =). Hledejme funkei ¥ (z, y), definovanou ve étverci P (0 < z < m,
0 < y < =), téchto vlastnosti:

-1, V(x, y) je harmonicka uvniti P, t. j. vyhovuje rovnici

eV v

% T |

2. V(x,y) je v P omezena konstantou M (stejnou, jako funkee f(z) v (0; ©)).
3. V(z, y) je spojitd voboru 0 < 2 < w, 0 < y < m, pii emz

a) V(0,9) =V(my) =0 (0 <y<m) : (2)

b) Ve, =) =0 (0 z< =) (3)

¢ 4. V kazdém vnitinim bodé a, intervalu {0, ) (y = 0), v némi je f(z) spo-

jitd, je V(z, y) spojitéd jako funkce proménnych z a y, a plati
Vi, 0) = f(z,) -

=0 <ae<m 0<y<n. (1)

" 1) Integrace funkef a jejich m#Fitelnost jsou mysleny podle Lebeagued.
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Tvrdim:

V&ta ). Existuje jedna a (aZ na body mnofiny M) jen jedna funkce V(z,y)
téchio vlastnostt, a tato funkce je ddna pro y > 0 fadou

-

V(z, y) =”Z;z,. sin nz s_______i.n:i:{lnn—; y) (4)
o [ "o )
(a,, = ;z-ff(m)sm nx’ dx’) , (5)
0
pro y =
V(z, 0) = f(z) . (6)

Il. problém (&asov& promé&nny):

BudiZ ve étverci P (0 < z < w, 0 < y < =) ddna funkoe f(z, y) [|f(z, )| <
< N1], spojitd ve viech bodech étverce P s vyjimkou bodi, které tvoii mnoZinu
N miry nula. Hledejme funkoei F(z, y, t), omezenou v P a pro ¢ > 0 touZ kon-
stantou N, spojitou v P pro ¢ > 0, vyhovujici rovnici

or *F + %Z—/I;—'- uvniti P, ¢ > 0, (7

F

Ppii éemz .

a) F(0,y,t) = F(w,y,t) = F(x,0,t) = F(z, n,t) = 0 (¢t > 0), (8)
* b) ve viech bodech, kde f(z, y) je spojité, je také F(, y, ¢) pro ¢ = 0 spojita
jako funkce proménnych 2, y, ¢ a je v nich F(z, y, 0) = f(z, ).

Tvrdim:

Vé&ta ll. Existuje jedna a (aZ na body mnoiny N) jen jedna funkce F(z, y, t)
téchio viastnostt, a tato funkce je ddna *

pro t > 0 fadou
F(z,9,t) = 2, (3, Amn 8in ma e~™') sin ny e (9)
n=1 Mm=1
(A‘mn = %,ff f(&’, ') sin ma’ sin ny’ dz’ dy’)) (10)
P
aprot=0
' o F(z,y,0) = fz,9). 1)
Pozndmka. A ‘ .

Dikazy jednoznadnosti feleni jsou velmi jednoduché. ObtiZnost dikazt
obou v&t je v tom, Ze je tfeba dokézat, Ze funkce V(z, ¥) a F(x, y, t), definované
rovnicemi (4), (6); (9), (11), spliiuji poZadavky, na nd kladené, zejména bod 4
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prvniho problému a obdobny bod b) druhého problému. O Fourierovych faddch
(4) a (9) proy = 0 at = 0 totiZ nic nevime (fady nemusf konvergovat v #4dném
bodé&). Tato obtiz se projevuje zejména u druhého problému, kde dosavadni
kriteria pro konvergenci dvojnych Fourierovych ¥ad jsou velmi nepiehlednd
(viz na p¥. ToNELLI, Serie trichonometriche, str. 450).

V prvni kapitole je podéna formulace problému. V druhé kapitole je poddn
dukaz omezenosti feSeni, ktery je podkladem pro dalsf ivahy. Ve tfeti kapitole
je proveden dikaz véty I, ve étvrté kapitole dikaz véty II.

Kapitola I. Formulace problému

Pii feSeni rovnice

ou Pu  Pu | Pu

% T ap T o
s danymi krajovymi a poddteénimi podminkami, jakoZ i pfi dikazu jedno-
znadnosti feSeni, kladou se zpravidla velké pozadavky na spojitost a spojitou
diferencovatelnost funkef, které vystupuji v téchto podminkdch (mimo poza-
davky, kladené na samotny obor, v némzZ je problém formulovén). AvSak
ve skuteénych matematicky formulovanych fysikélnich a technickych tlohdch
jsou tyto pozadavky ziidka splnény, a to jak pfi krajovych podminkéch (téleso
v tepelné ldzni), tak pfi poddteénich podminkach uvniti télesa (tepelny dotyk
dvou nebo vice téles, tvoricich jediné téleso). Nejdast&ji se setkdvame s t¥idou
funkei po éastech spojitych. Zde jiZz nastdvaji z matematického hlediska znaéné
obtiZe. ) :

Ve své disertadni prici (,,Jednoznaénost feSeni parcidlnich diferencidlnich
rovnic pro vedeni tepla pii nespojitych krajovych podminkach‘) zabyval jsem
se pfipadem, kdy jeden rozmér uvaZovaného télesa prevlidal nad druhymi
dvéma, takZe tlohu bylo lze poklddat za rovinny problém. Mimo to jsem pfed-
poklddal, Ze prifez uvaZovaného télesa je obdélnikového tvaru (pro jedno-
duchost -byl uvaZovan &tveree, coz na charakteru tlohy niéeho neméni) a Ze
krajové podminky (t. j. tepelnd lazetl) jsou Sasové neproménné. Ve zminéné
pract jsem odvodil za pfedpokladu, Ze funkce (a jejich derivace), vystupujici
v krajovych a podéiteénich podminkéch, jsou po &éstech spojité, rizné vlast-
nosti feSeni, z fysikdlntho hlediska dileZité, dok4zal jsem jednoznalnost feSeni,
a mimo to jsem se zde zabyval otdzkami numerického vypo&tu, zejména stejno-
mérnou konvergenci piislusnych ¥ad. Po strance fysikdlni je zde problém
fefen zcela postadujicim zptisobem.

S matematického hlediska je viak otdzka, jak se budou chovat V(z, y) resp.
F(z,y,t), definované rovnicemi (4), (6) a (9), (11), ptipustime-li u funkef f(z)
resp. f(z, y) nekonedny podet nespojitosti. Rady (4) a (9) maji smysl pro y > 0
resp. ¢ > 0 pti ka¥dé integrovatelné funkei f() resp. f(z, ). Jde o to, budou-li
tyto fady i pak ,,spojit8 ptiléhat k okrajovym funkeim f(z), (x, y).

(1.1)
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-V této prioi je dokdzéno, Ze 28 piedpokladu, Ze f(x) (resp. f(z; ¥)) je spojité
skoro viude, t. j. a% na mneZinu miry nula, pak funkce, definovans pro y > 0.
fadou (4) (pro ¢ > @ ¥adou.(9)) je spojité prodluZitelnd skoro viude na okraj
y = O (resp. ¢ =0) a jeji spojité prodlouZeni je pravé rovno odpovidajici hod-
notd f(xy (resp. f(x, y)). Metoda dilkazu je podstatnd odli¥ns od metody uZité
v citované mé préei, kde dikaz spojité prodluZitelnosti funkei, definovanych
fadami (4) a (9), se opiré o stejnomérnou konvergenci téchto fad pro y = 0
resp. ¢ = 0 v uréitych aborech. Pfi nadich predpokladech o f(z) a f(x, y) Fady (4)
a (9) nemusi pro y = 0 resp. ¢ = 0 konvergovat nikde, tim mén& pak stejno-
mérné.

Uvedeme zde jesté nékteré znamé v&ty, které v daldim textu citujeme:

1. Véta o maximu a minimu harmonické funkce (viz na pf. PETROVSKIJ, Par-
ciélni diferenci4lni rovnice, Praha 1952, str. 193):

" Harmonické funkce u(z, y) spojité na uzaviené oblasti @ = @ + I" nemuze
uvniti této obla.stl nabyvat vétSich hodnot, neZ je jeji maximum na I, a tie-
miZe nabyvat menﬁiéh hodnot, ne% je jeji minimum na I

2. Véta o mazimu a ;mzmmu Fedent parabolické rovnice (viz na pf. Petrovskij,
L c., str. 267). A

2
Ka#dé Fedeni rovnice ou a; pro vedeni tepla, definované a spojité na

o B
obdélniku Qo S 2z < 1,0 £ t < T), nabyva své nejvétsf a nejmensf hodnoty
bud na jeho dolnf zékladnd (pro t = 0) nebo na jedné z jeho boénych stran.

3. Abelova véta o stejmomérné konvergenci (viz na pi. CARSLAW, Theory of
Fourier’s Series and Integrals, Londyn 1930, str. 149. Oznadeni je jiné).

Necht fada u,(z) + u4(x) + ... konverguje stejnomérné v (a, b> a necht po-
sloupnost 7'y(t), T'y(t), ... je monotonni pro kazdé pevné ¢ > 0 a stejnomérné
omezend (t. j. [T,(t)) < K pro vSechna n a t). Pak fada w,(z) 7',(¢) + u,(z) .

Te(t) + .. e stejnoniémé konvergentni pro viechna z z (a, b> a pro vSechna
t=0. :

4. Wezerstmssova véta (NaTaNsoN, Téorija funkeij vesdestvennoj peremennoj,
Moskva 1950, str. 99).

Budiz f(x) spojita v {(a, b). Pak k libovolnému ¢ > 0 existuje takovy poly-
nom P(x), Ze pro viechna z € {a, b) je

! f(z) — P@)| <.

5 Véta Fubintho (Natanson, 1. c., str. 296).

Bu;hi v pravothelniku R (@ < 2 < b, ¢ < y < d) déna integrovatelns funkce
}(x, y) Pak ~ .

if !}t\ngﬁkOB Hx, ). uvaiova.na ]ako funkce y bude mtegrovatelné, pro skoro
véeohna 2.6 < by . - .
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2. Ozna¢me mnozinu téchto 4. Pak funkee. <. .o -
8
i, y) dy
(4
bude integrovatelna na 4.

3. Plati
a
- i@ y) dz dy = [de.[fz, y) dy ..

Kapitola 2. Omezenost FeSeni

Véta 2.1. Budif v intervalu {0, ) ddna méfitelnd funkce f(x). Necht ddle
[f(@)| < M v tomto intervalu. Pak funkce S(, t), deﬂnovami pro t > 0 fadou

S, t) = Za,‘ sin nx e~ - (2.1)
( f/(x ) sin nz’ dx) (2.2)

a pro t = 0 vztahem : .
S(z, 0) = f(z), (2.3)

je pro vechna x € {0, ) a pro vechna t = 0 omezend touz konstantou M.
Pozndmka: Funkei S(z, f) definujeme jinak pro ¢ > 0 a jinak pro ¢ = 0,

nebot pro ¢ = 0 nemusi mit fada (2.1) nikde smysl.

¢+ Abychom dokazali vétu 2.1, dokéZeme nejprve dvé lemmata.

Lemma 1. Necht g(x) je polynom v {0, >, g(0) = g(x) = 0, |g(z)| < K. Pak
funkce G(x, t), definovand .

pro t > 0 fadou

Gz, t) = > b, sin nx e-n't . o (2.4)
n=1
. :
(bn = % fg(x') sin na’ dx') , (2.5)
0 .
pro t = 0 rovnict . \
6,0 =g(x), (2.6)

je omezend pro vdechna x a t > 0 konstantou K.

Dukaz plyne pfimo z citované véty o maximu a minimu spoptého TeSeni
parabolické rovnice.
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Funkoe G(2, t) splituje toti% pro ¢ > 0 rovnioi
G *G

pli podnlinkéoh
Q(0,t) = G(n, t) = 0. (2.8)
[Je
08 . . .
3 (b, sin nz e~'t) = — b, 8in nx . n?e~*,
:% (b, 8in nx e—t) — — b, 8in nx . n2e~n ¢
a fada
2, b, sin nx . nle-n't
n=1
konverguje stejnom&rné pro ¢ > 0, protoZe
> ne—""t
n=1
konverguje. Tedy plati (2.7).]
Mimo to g(z) je pofynom, tedy Fourierova fada
> b, sin nx . (2.9)

n=1
je stejnomérnd konvergentni v intervalu (0, =), a stejné (podle Abelovy véty)
i fada
‘ > b, sinnx e-n't (2.10)
n=1
Je tedy G(z, ¢) spojitéd pro vSechna z z (0, w> a }iro viechna ¢ > 0, a z toho
plyne podle zmingné véty o maximu lemma 1.

Lemma 2. Budi h(z) spojité v (0, 7>, h(0) = h(r) = 0, |h(z)] < M. Pak
funkce H(z,t), definovand °

pro t > 0 fadou
H(z,t) = 3 c, sin nx e-"'* (2.11)
n=1
’ ™
2 ’ : ’ ’
(c,, = ;-fh(x ) sin nx dx) , (2.12)
0
a pro t = 0 vetahem .
H(w, 0) = h(z), = (2.13)

je omezend pro vdechna € {0, ) a t = 0 konstantou M.
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Dukaz: Podle Weierstrassovy véty lze sestrojit posloupnost polynomu
gi(x) (pfi demZ g,(0) = g,(n) = 0!), stejnomé&rnd konvergujicf k funkei A(z)
v (0, ). T. j. k danému ¢ > 0 lze najit N tak, Ze

lg9:(x) — h(z)| < & (2.14)
pro viechna z z {0, =) a pro viechna i > N.

Oznadéme G,(z, t) funkei, definovanou
pro ¢t > 0 fadou

Gix, t) = > b sin nwe-""* (2.15)
=1
nn
(bg" == ;—fg,(x') sin nz’ dx') , (2.16)
0
a pro ¢ = 0 relaci
Gi(z, 0) = gi() . (2.17)

JestliZe |g,(z)| < K, pak podle lemmatu 1 bude také |G(z, t)| < K..
Méme nyni dokézat, %e pro kazdé ¢ > 0 bude |H(z, )| < M.

Vezméme uréité ¢, > 0. Protoze

}im g:(x) = h(x)

stejnomérné v {0, n), je pro viechna ¢ > N
Ki<M+e |9 <2M + ¢), |c,— 0P| < 2¢.
Tedy rady (2.15) jsou pro ¢, stejnomérnd konvergentni (vzhledem ke viem
z z {0, =) a ke v8em 7 > N¥), a protoze
}il: b® = ¢,

stejnomémé pro viechna n, je

lim Gy(z, ty) = H(z, t,) . (2.18)
A protoze |Gy(z, %) < M + e pro ¢ > N, je také
!H(x: tO)( é -M + &, ‘ (2'19)
&ili, vzhledem k libovolnosti &
[Hz, t,)| < M, (2.20)

coZ jsme méli dokézat.

Dukaz véty 2.1. Podle Luzinovy véty (Natanson, Téorija funkeij veSdest-
vennoj peremennoj, Moskva 1950, str. 96), existuje ke kazdé funkeci y(x) méri-
telné v <0, =) a omezené konstantou M a ke kazdému 4 > 0 funkoce ¢(x) spo-
jitd v <0, =) a omezend touZ konstantou tak, Ze

mE(y + ¢) <4. - (2.21)
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Symbolem mE:(y =% r0zumime miru mnozmy E A 3 m‘noimy bod@i »
z 0, wp;. v nich# (&), qo(;t)

Existuje tedy k na¥f funkei f(x) ak ¢ < 0 takové funkce zp(z) spo;xté, v €0, n),
pii dem? jedtd mizeme Zidat ¢(0) = p(r) =0, Ze
! ) i |
flf(x)——tp(x)ldx'<e ' hT (2.22)

-~

Sestrojme posloupnost &; > 0 tak Ze lim ¢; = 0 a prisluénou posloupnost

i—>

spojitych funkef ¢,(2) (lp(@)] < M, 9(0) = @y(n) = 0) tak, Ze

™
, JIf@) — @) de < e, (2.23)
‘" Oznagime-li :
T
P = —i— f(p,-(x’) sin nx’ dz’ ‘ (2.24)

0

pak pro libovoiné hyb:ude ziejmé

la, —dP| < &, (2.25)
dili
lim 4% = a, (2.26)
stejnomérné pro viechna n.
Oznaéme ‘
' D, t) = Zd“) sin nz e="** (¢ > 0) (2.27)
n=1
a zvolme urdité ¢, > 0.
Je
!qji(x: to)t _—<;—_ M

pro kazdé i (podle lemmatu 2).

Ze stejnomérné konvergence fad (2.27) pro dané ¢, > 0 a pro vSechna 1,
& 2 (2.26) plyne opét
lim @2, t,) = S(z, ¢,) , (2.28)

z dehoZ
1S(z, )| < M (2.29)
pro libovolné ¢, >. 0, coZ bylo dokazati, nebot pro ¢ == 0 je |S(z, 0)| = |f(z)| <
<M podle predpokladu.
Pozndmka. Z dikézii je vidst, Y jeli 0 < f(x) < 2, pak také 0 < S(z, ) <
< 2M. To plati pfedn& pro kaZdy polyriom g(z) (0 < g(z) < 2M, ¢(0) = g(n) =
=70), podle véty o maximu a minimu (viz lemma 1). TotéZ plati — viz dikaz
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lemmatu 2 — pro kazdou funkcl h(x) spoptou V. (0 'n.'> 0 £ M=), _3_1 2M),
h(0) = }L(TC) = 0. .
Nyni k f(z) = f(x) — M mizeme sestropt spo]ltou funkcx q)(x) tak Ze

J]f(x) - P(x) dz < e,

pti demi [@(z)| < M, $(0) = B(r) = — M (srv. (2.22)).
Pak funkce p(z) = @(z) + M bude kladné, 0 < ¢(z) < 2M, ¢(0) = ¢(x) = 0
a . ,

fif(x) — )| dz < ¢.

Vztahy (2.23) aZ (2 28) zdstanou stejné, jen misto [(b (z, t,)] £ M je nutno
psét 0 < Dy(x, t,) < 2M. Z (2,28) pak plyne 0 < Sz, t) < 2M.

Véta 2.2. Budi? ddna v intervalu {0, &) funkce f(x), spliiujict stejné podminky
jako ve vété 2.1, ¢. . f(x) je méFitelnd v (0, np, pfi demé |f(z)| < M v <0, m).

Pak funkce V(z,y), defmovana na P (02, 0<y<m) proy>0
Ffadou

V(x, y) :‘:: z a,,’sin nx —~—-——~————Slnh n(r —y)

iendy ginh nx . - (2.30)
T .
9 , _
(a,, = —;ff(x’) sin nx’ dx') , (2.31)
0
a pro y = 0 vztahem
Viz, 0) = f(z),

je omezend pro véechna z a y (0 < y < =) Etslem M.

Dukaz je zcela stejny, jako dikaz véty 2.1, nebot ‘pro polynom g(z), pro
ktery g(z) < M, ¢(0) = g(n) = 0, je piisluind funkce V(z, y) omezend kon-
stantou M, jak plyne z v8ty o 'maximu funkce harmonické na P; daldf body
dukazu probihaji jiZz Gplné obdobné jako v dikazu véty 2.1,

Kapitola 3

Véta 3.1. Budi% v intervalu {0, =) ddna funkce f(x), magjici tyto viastnosti.
1. |f(x) {(Mprové’echnaa:z(O . :
2 f(x) je spojitd ve vdech bodech intervalu (0, ) 8 vijjimkou bodu které tvofi
mmnoZinu M miry nula (tedy f(x) je méFitelnd funkce).
Tvrdim: Ewistuje jedna a (aZ na body mno¥iny M) jen jedna funkce V(z,y) de-
finovand na &verci P (0 < 2 < w, 0 < y < ) takovd, Ze
6217 = + ?:V; = 0 uwnitf P. . A_ ' (3.1)
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2, [V(e,9)| < M na P. ‘
3. V(z,y) jespojitd voboru 0 < 2 < n, 0 <YS = a
8) V(0,y) =V(r,y) =0 (0 <y <), (3.2)
b) ¥(z,n) =0 (02 n). (3.3)
4. V ka¥dém vnitfném bodé x, intervalu {0, ™) (¥ = 0), v ném# je f(%) spojitd,
je V(x, y) spojitd jako funkce obou proménnych @ y, a je V(2,, 0) = f(%).
Tato funkce je ddna
proy > 0 (y < ) Fadou

V(x, y) =”Zla,, sin nx g%%?—) (3.4)
T
(a,, _2 f f(a) sire na’ da:’) ,
ki
(V]
pro y = 0 vztahem
V(z, 0) = f(x) . (3.5)

Dikaz. Doki%eme nejprve, ze funkce V(zr,y) mi pozadované vlastnosti.

1. V(x, y) je harmonicka uvniti P, protoZe kazdy ¢len fady (3.4) je harmonic-
ké funkce uvnitt P a (3.4) je stejnom&rnd konvergentni pro g, < y < =,
%o > 0. (Rada

= sinh n(x — y)
wet sinh nn
konverguje pro viechna y > 0.)

2. [V, 9)|] S M v P.

Plyne z véty 2.2 predchéazejici kapitoly.

3. Jsou spln.éhy viechny t¥i podminky bodu 3. Zfejmé.

Zbyv4 dokézat bod 4. .

Vezméme urdity bod o soufadnici , (0 < 2, < =), v ném# je f(x) spojitd,
a oznadme jej A. Mame dokézat, Ze k danému ¢ > 0 existuje g, > 0 tak, Ze
[V(B) — V(4)| < & pokud o(4, B) < g,. Pfitom B je bod z P o soufadnicich
z,y, o(4, B) je vzdilenost bodi A4(x,, 0) a B(z, y), V(A) = V(z,, 0) = f(x,),
V(B) = V(=, y). .

Ozna¥me

f@) = f(x,) + g(x) : (3.6)

v (O, n). Je g(z,) = 0 & g(z) je v %, spojitd. Existuje tedy ke kladnému & ta-
kové o,, Ze

lg(®)] < §& Pro Jr — ol < 01 (0, < %, 03 <™ — %) .
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Definujme funkei g,(x) takto:
g1(x) = g(x) pokud %, — }o, S z < x4 + %Ql , - (3.7)
g1(x) = 0 v ostatnich bodech intervalu (0, =) . (3.8)
Je tedy viude v <0, n) |g,(x)| < }e.
Déle definujme funkei g,(z):

ga(x) = 0 pokud 2z, — 4. S v S ¢ < %o + for s (3.9)
» g+(*) = g(x) v ostatnich bodech intervalu . (3.10)
Tedy
g(x) = g:(x) + go(x) v <0, 7>, (3.11)
Gili
f®) = (@) + 91(2) + ga(2) v <0, 7> . (3.12)

Funkei pfisludnou k f(z) a definovanou rovnicemi (3.4) a (3.5), jsme nazvali
V(z, y). Funkei, definovanou obdobné a piisluinou ke g,(z) nazveme G,(z, y),
funkei pfisluSnou ke g,(z) nazveme G,(z, y), funkei p¥islusnou k f(z,) nazveme
Vo(z, y) (f(x,) je konstantni v <0, =)). Zfejmé& plati

Viz,y) = Volz, y) + Gilz, ) + Gulz, y) - (3.13)
Podle véty 2.2 je vSude v P
|Gi(=, 9)| < 3e. (3.14)
Dokézeme snadno, Ze Vy(z, y) je funkce spojita v bode A. Bod z, je vnitinim
bodem intervalu (0, n). Fourierova fada

Z b, sin nz , (3.15)
n=1
(b,. = %f/(xo) sin na’ dx’) (3.16)
0

konverguje stejnomérné v kazdém uzavieném intervalu uvnit¥ (0, ), a stejnd
(podle Abelovy véty) i fada

%b sin nz sinh n(z — y)

w1 sinh nx
takie Vy(z, y) je spojitd v oboru 0 < z < w, 0 < y < . Existuje tedy k na-
femu ¢ &islo g, > 0 (02 < #p, 02 < 7 — 2,) tak, Ze

Vo(B) = Vo(4)] < 3¢,

, (3.17)

pokud ¢(4, B) < 0,-

Z tého# diivodu jako funkce Vy(, y) je také G4(%,y) v bodé 4 spojits, takie
k témuz ¢ existuje o3 > 0 (05 < }01) tak, e

|G5(B) — Ga(A)l < }&,
pokud o(4, B) < g
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Oznadime-li min (s €) = 2o, Pak podle (3.13) jo ‘
IV(B) —~ V(A)} <e, ‘ (3.18)

pokud g .
. o4, B) < % > . (3.19)
coz bylo dokézati.

Ditkaz plati i pro pfipad, Ze z, = 0, jestlize f(0) = 0 a f(z) je spopta Zprava
v bodé z = 0. Obdobné kdyz zy = =, f(n:) = 0 a f(x) je v bod§ x = & spojita
zleva. .

Poznédmka: VE&imn&me si, Ze doposud jsme pro funkei f(x) nepotiebovali nic
jiného, ne% Ze je méfitelnd v <0, =) a |f(z)] < M. Toho, %Ze f(x) je skoro viude
spojitd v (0, ), pouZijeme teprve nyni.

Jednoznacnost feseni.?)

Mgjme dvé iefent Vl(x y) a Vy(z,y) pozadovanych Vlastnostx a budiz

u@, y) = Vi(2, y) — Vi, 9)-
Definujme funkei

. Gy) = 6[ ¥z, y) dz . (3.20)

Dokézeme, %e G(y) = 0 pro viechna y. Protoze u(z, y) je podle predpokladu
spojitd pro0 <y < =« vyplyne z toho, Ze Vl(x y) = Vy(z, y) pro viechna y > 0
y < ).

u(x y) je pro y = 0 spojitda a rovna nule ve‘véech bodech intervalu <0, wt)
s vyjimkou nejvy%e bodd mnoziny M. Je tedy

G(0)=0. , (3.21)

Déle |u(x, y)| < 2M v celém P. DokéZzeme nejprve, Ze G(y) je spojitd v bodé
y=0.

Zvolme ¢ >.0a sestrO] me otevienou mnozinu M, tak, ze M c 9321, m(iml)
< 6,0 = 3 (2M)2 .3) Budiz dale‘}) mnoZina v P, bod B(w, y) ¢ P kdyz a jen
kdyz 2 ¢ M,. (Znadime P [(x, y) e P, x ¢ M,]). TedyP je oteviens mnozina

@)
v P. MnoZina P — % je uzaviens v P, tedy funkce u(®, y), spojitd na P — 9
je na této mno#ing stejnomérnd spojitd (P — P je kompaktni), pfi dem? je
tam u(z, 0) = 0. Z toho plyne, Ze existuje k ¢ > 0 takové 7, %e |u(z, y)| <

<V—ivP—-‘p, pokud 0 < y < 7. Tedy

%). Ditkaz ]ednoznac‘,nostx Felent se provadi zprav1dla. 8 pomoci Greenovy véty. Zde v¥ak
{)fedpoklady Greenovy vty nejsou spln¥ny a Greenova véta také skutedn¥ neplati, jak se
presvidiit pfimym vypodtem, jsou-li na p¥. f(x), f'(z) a f”(x) po &4stech spojité funkce

v <0, n). Zde viak 1ze Greenovu vétu snadno obejit.

3) To lze, nebot M je mnoZina miry nula.

344



G(y)=?u‘(x, yde <e, C (a.22)

pokud 0 £ ¥ <, &ili A(y) je spojits v bodd y = 0. :
Spojitost funkoee G(y) pro y > 0 (y < =) plyne ze spojitosti funkoe u(z, y) pro

Y > 0.
Funkee G(¥) mé pro y > 0 (y < =) prvni i druhou derivaci, a je
™ .
oG ou
= 2fu-5§dx., (3.23)
0
T 2 T
*Q ou ?u
= = ke T% x4
o 2[( ay) dzr + 2fu ayzdx. ) (3.24)
0 ]
Ale u(, ¥) je harmonick4 pro y > 0, &ili
ot u
W = TR (3.25)
a
2u o[ ou ou\?
"o %(“ a_z) - (a) (3.26)

Dosadime-li (3.25) a (3.26) do (3.24), mame

™

k3 T
d2@ ou\? o[ ou ou\?
0 ‘ 0 0
b
0 Ou

0

Integral

je roven nule, protoZe proy > Ojeu = Oproz =0a z = =, a % je spojita
a tedy omezenéd na P, pokud y > y, > 0.
Z (3.27) tedy plyne, Ze
L (3.28)
dyr = )
proy > 0 (y < m). A
Z (3.20), (3.28) a z toho, Ze G(0) = G(rx) = 0 snadno odvodime, Ze G(y) = 0
v {0, ©t).
Vezméme urdité
Y% (0 <y <m)

4) Srv. nésledujici poznémku. )
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g{_;pf‘gdpoklédejme, Ze 4o
— = 3.29)
3y (yo) = 4> 0. | | (

Protoie. de je stéle nezééorné je pro y > y, stale 4é > 4:
dy? ’ Ay =
Ale G(yo) _->= 0, G(x) = 0, t’edy .
' dé
' G(‘l’t‘) - G(yo) = (ﬂ - yO) a?/‘ [?/o + 1’1(7'5 - yo)] (0 < ?91 < 1) ’ (330)

coZ je spor, protoZe na pravé strané je veiiéina v&tdi nez (nebo rovna) (T — Yo) A4,
na levé strang je velifina zdporné nebo nula.
Jestlize pfedpokladame, Ze
da :
—— == 3 . 3 1

pak %g je stile mensf nebo rovno B v (0, y,). Podle véty o st¥ednf hodnotd je
‘ da

G(yo) — G(0) =y, dy (Bay0) (0 <P, < 1), (3.32)

coz vede opét ke speru. ]

Je tedy stéle v (0, =) %; = 0, a protoe G(0) = G(x) = 0, je v (0, n) iden-
ticky. '

, .  Gy)=0. o (3.33)
* Protoze pro y > 0 jeu(z, y) spojité, plyne z toho, Ze
u(z, y) =0
pro viechna y > 0 (y < =), coZ bylo dokézati.

Poznémka. Kriticky étendf muZe zde opravnénd namitnout, ze derivovani
za integra®nim znaménkem, které jsme provedli v rovnicich (3.23) a (3.24),
nen{ nikterak odiivodnéno, protoZe jsme ve v&té 3.1 nevyslovili Zidné piedpo-
klady o spojitosti derivaci funkee V(x, ) v P pro y > 0, resp. o spojité prodlu-
#itelnosti t&chto derivaci na strany &tverce 2 = 0, = =n. Také zavér, Ze in-

tegral
™
tj ou
f % (u 3—:1:) dx
1]

fe roven nule, pfotoie pro y > 0 je wrovno nule na # = 0 a # = =, nen{ zcela

spravny, protoZe nevime nic o vzristu funkce % proz—>0azx— -n:,A takze

~

nemﬁieme.a tvrdit nic o limité vyrazu u %:’—0 prox —> 0ax— m.
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Zde bychom mohli zjednat népravu tim, ¥e bychom #idali, aby V(x, y) méla
uvniti P spojité derivace do druhého Fddu, a tyto derivace aby byly spojitd
prodluZitelné na z = 0, x = =. Z fysikdIniho hlediska tyto poZadavky jsou tém&¥
samoziejmé a nafe nalezené fefeni je také spliiuje. Hledisko matematické je
oviem jiné, a proto zde ukdzeme druhy dikaz, kde tyto pfedpoklady potiebo-
vat nebudeme.5) ‘ o

Cheeme dokazat, ze funkce u, splitujici pfedpoklady v&ty 3.1 (na rozdil od
funkce V(z, y) omezend konstantou 2M) a na ¥ = 0 viude rovn4 nule s vyjim-
kou nejvyse bodit mnoZiny I, nemize byt riznd od nuly uvnitf P.

Zvolme tedy uvnit¥ P bod xz,, %,. Necht u(z,, y,) = 4 + 0. Oznadme soudet

® sinhn(t —y,)
2 sinh n(m — 3y,)

n=1

(3.34)

Zvolme uréité a takové, ze 0 < a < 3y,. Funkee u(x, a) je podle predpo-
kladu spojitd pro vSechna z € {0, n), spojité diferencovatelnd v (0, =) a je
u(0, @) = u(m, a) = 0. Oznadme tuto funkei fu(z). Na funkei u(z, y) se mi-
zeme pro y > 0 divat tak, %e vznikla jako Fefenf problému, formulovaného ve
véts 3.1, ale daného ne na Stverci P, ale na obdélniku O (0 <2< w, a <
< y < n), pti dem% na strané y = a tohoto obdélnfku je ddna funkece f,(x).
Ale zde ji%, jak plyne z véty o maximu a minimu harmonické funkce, je jedno-
znadnost FeSeni zarudena, protoZe u(z, y) je spojitd na celém uzavieném
obdélniku O. Je tedy nutné

< sinh n(m — ¥,)

— @) g1
W@y, o) = 2,080 sin ny —z o0 (3.35)
kde
' T
0@ = _2_ff,(x’) sin na’ dz’. T (3.36)
7
0

(O sprévnosti tvaru feSeni (3.35) se snadno presvédéime. Predné kaidy dlen
rady

-] .
. sinh n(x —
> a@ sin na ——-—-—(—J—/l
net sinh n(w — a)

(a)
je harmonicky a rada
g Sinh n(mw — y)

w1 sinh n(m — a)

 8) Zde byctom mohli uft Schwarzovy véty o zrcadleni; funkce u je harmonické pro
¢ > 0 a rovna nule na strandch &tverce, tedy je pfes tyto strany prodluZitelns jako har-
monicks funkce, z ¢ehoZ vyplyva spojitost uvaZovanych derivaci{ na stranich z = 0,
x = n. Poddme viak ditkaz, ktery znalost této v8ty nepredpoklada.
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konverguje pro ka?dé y > a, z Sehoi plyne, Ze fada
e sinh n(x — y)
,.21” @ SID 1T ginh n(n — a)
konvergﬁje stejnom&rnd. Tedy fada (a) definuje harmonickou funkei.

Proz =0,z = = (y > 0) a y = = (x libovolné) je funkoce, definovand touto
fadou, rovna nule, pro y = a je rovna funkei f,(x), tedy spliiuje krajové pod-
minky.)

Ale jestlize 0 < a < 4¥,, pak

& sinh n(r — y,) _ < Sinhn(w — yo)
n=y sinh n(7 — a) <,,§1 sinh n(r — $y,) ’
nebot sinh z je pro z > 0 kladné rostouci funkce, tedy kaZdy é&len fady na
pravé strand nerovnosti (3.37) je v&t&i ne# piisluiny ¢len fady na levé strang
(3.37). :
Budeme tedy hledat a tak malé, aby al” byly takové, e

(3.37)

]

2 |a@]| . |sin na,| sinh n(z — ya)

= Soha(r —a) |4] (3.38)

(4 = wu(®y, Yo))-

Tim se dostaneme (vzhledem k rovnici (3.35)) do sporu s predpokladem
u(x® y°) = A: .

. A

Sestrojme v (0, ©) otevienou mnozinu M, tak, e M c M, mM; < 15
(S je déno rovnici (3.34), M, jak vime, je mnoZina bodu nespojitosti funkce
f(x) v €0, =), mM, znadf miru mnoziny M,.) Budiz P mnoZina v P, p¥i temz
(%, y) €Y tehdy a jen tehdy, kdyz = ¢ M, éili(‘})[(x, Y) € P,z ¢ M,]. Vzhledem

*,v)

ke stejnom&rné spojitosti funkce w(x, ) na P — 9, pfi demz pro y = 0 je na
P — % u(z, y) = 0, miZeme najit ao > 0 (a, < }y,) tak, %e pro viechna a
(0<a<Za)jena P —9

14|
lfal@)| < 235 - (3.39)

Zvolme tedy jedno takové a. Pak je ziejmé

4
lag’| < ‘—S—I (3.40)
pro viechna n, a tedy

[z, Yo)| = ’Zlaﬁ" sin nx, sinh n(z — ¥,) = | Al,

sinh n(n — y,) < i:
n= sinh n(z—3y,)

: 14
sinh n(x — a) S

1
: . (3.41)
8im# dostdvéme ¥ddany spor s predpokladem u(z,, y ) — 4. Tim je véta (3.1
tplnd dok4zéna. 0s Yo) = A. Tim je véta (3.1)
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Kapitola 4

Véta 4.1. Budif ve Ctverci P (0 < 2 < =, 0 < y < ) ddna funkee f(z, y),
spojitd v¥ude v P 8 vyjimkou bodi, tvoFicich mnofinu N miry nula, a takovd, Ze
lf(z, y)| £ N v P (tedy méitelnd). Pak existuje jedna a (nejvyde s vjjimkou bodi
mnoZiny N) jen jedna funkce F(x, y, t), kterd

1. Vyhovuje diferencidlnt rovnici

2 2
=t (4.1
(wvnitf P, t > 0).
2. Je omezend pro vdechny body x,y z P at > 0 konstantou N.
3. Je spojitd v P prot > 0, pfi Cemé
F,y,t) = F(r,y,t) = F(z, 0,t) = F(x, n,t) = 0 (4.2)
0Lz, 0Ky t>0).
4. Je-li (x,, yo) vnitfni bod P, v ném# f(x, y) je spojitd, pak F(z, y, t) je spojitd
v bodé (x,, y,, 0) jako funkce vdech tFt proménnyjch, a F(zy, 9y, 0) = f(24, Yo)-
Funkce F(z,y,t) je ddna
pro t > 0 fadou

F(z,y,t) = 3 (3 Amnsin ma e-™'*) sin ny e-"* (4.3)
n=1m=1
(Amn = %fff(x', y') sin mz’ sin ny"da’ dy’) ; (4.4)
P

a pro t = 0 vztahem
F(x: Y, 0) = f(x: y). (4.5).
Abychom dokézali vétu (4.1), dokédZeme nejprve nésledujici lemmata:

Lemmat., Prot > 0 funkce

© @

Fa,y,t) =3 (3 Amnsinmz e-™"*) sin ny e~ (4.8)

n=1m=1
4 ’ ’ . r e ’ ’ )
(Amn=;,fff(z,y)smmx sin ny’ dz’ dy’ ,
P

f(&', y') méFitelnd funkce v P, |f(x',y')| < M )

a) vyhovuje diferencidlnt rovnici

oF _ @F

B *F
ot oa' | Oyt

+ 3 (4.7)
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 b) splituje podminky Co

F(0,y,0) = F(r,y,t) = F(z,0,8) = Flz, ,8) = 0, (4.8)
o) plat .
’ Z (ZA,,,,.smmxe-"“) smnye*“——
=1l mel .
=3 (Z A, sin ny e~"'t) sin mxe™" . (4.9)
m=1n=1

Dikaz: a) Pro ¢t > 0 je fada (4.6) a také fady

Z (Z Amu("' m?) sinmx e-™ ‘) sin ny e-™ t
=l »

z (Z A pup 8in M €~ ™'t)(— n?) sin ny e-"'t
fN=1lm=1

stejnomérnd konvergentni (|4,,,| < 4M a z (Zm’e-"' t)g-n"t z (Ze m't)p2e - n't

n=1m=1 m=1 m=1

konvergu]i), stadi tedy dokézat, Ze kazdy dlen fady (4.6), t. j. &len

g,,(z, Y, 1) = ZA,,,,, sin ma sin ny e~ (m'+n"t (4.10)

Nl
spliiuje diferencidlni rovnici
: 09 _ g, | CPga
ot  ox* ' oy

Ale to je evidentni, nebot fada (4.10) i jeji derivace op&t konverguji stejno-
mérng pro ¢ > 0 a kaZdy jeji dlen vyhovuje zminéné rovnici.

b) Ze F(z, y, t) splituje podminky (4.8) je ziejmé.

0) Zvolme uréité ¢ > 0. Dile zvolme uréité k a oznadme

(4.11)

R ©
Gy(@, 4, 8) = > (3, Amnsinmze-m")sinny et ' (4.12)
n=1m=1 ,
T ™ k
G,(z, $H)=7 (ZA,,,,,smnye"‘ t) gin mx e~ ™'t (4.13)
. me1a=l
‘Dokéeme nejprve, Ze Gl(a:, y,t) = G’,(x Y, t).

Jlsté je

Z (ZA,,,,.smmxe—"“)smnye—"‘—z (ZA,,,,,smnye-"‘)smmxe m't (4.14)

fn=lmel m=1n=1
kdy?% k a I jsou konedn4 d&fsla. "
Pfi nafem pevn® zvoleném ¢ > 0 budiZ 4 N ST S

ie-'"" =K. . (4.15)
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Protoze [4,,,] < 4M miZeme najit L, tak, e pro viechna l > L, je

2 [Ama] e < T (4.16)
&ili pro I > L, je .
k 4 .
16, —3 (O Amnsinmze-m"t)sinnye-"4 < ¢. (4.17)
m=1m=1
BudiZ pfi stejném ¢ jako dfive , , : IR
k . .

2ot =K,. o (4.18)

n=1 '

Miizeme najit L, tak, Ze pro viechna I > L, je

S4MKpe ™'t <¢, (4.19)
m=l" . " )
! k .
|Gs— > (O AmnSinnye-v#sinmre-"t < &. (4.20)
m=1 n=1

Oznadime-li L = max (Ly, Ly), pak pro viechna I > L plati (4.17) a (4.20),

coz implikuje vzhledem ke (4.14) a vzhledem k libovolnému & rovnici
t

Gy, y, t) = GQy(z, y, t) . (4.21)
Na zakladé rovnice (4.21) dokdZeme jiZz snadno (4.9). Oznaéme levou-stranu
rovnice (4.9) H,(z, y, t), pravou stranu H,(z, y, ¢).
Pii naSem pevné zvoleném ¢ > 0 budiz

(

> 4Me-m't = K, . (4.22)

m=1
Pak vzhledem ke stejnomérné konvergenci fady -
i . ) : 2 Kae—n;t

n=1

bude, zvolime-li dostateéné velké L,, pro viechna L > L,

t @© :
[Hy(z,y,t) — Y (3 Amusinmze-m")sinnye-t| < ¢. (4.23)
‘ fa=1 m—1 : -
BudiZ obdobng t
Se " =K,. . (4.24)
n=1 . : ‘
Zvolime-li dostatetnd velké L,, bude pro kazdé ! > L,
o wo &
Apn| 7™ S L (4.26)
;"2-:1’ le‘ 3. ,.de A R A ' ( i )
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~mt\o - n*
ﬂgl ’S‘ZI’Am”]e )e e ’
¢ili
©

1
|Hy(z, y, t) — z (D, A s 8in mx e-m't) gin ny e-""t| < . (4.26)

Al mml
Je-li L = max (L,, L4), pak pro viechna ! > L plati (4.23) a (4.26), a protoZe
pro kazdé koneéné I jsou 8i dvojné fady ve (4.23) a (4.26) rovny a ¢ je libovolné,
je Hy(z, y, t) = Hy(zx, ¥> 1), cox bylo dokézati.
Zvolme nyni bod Zo; % uvnitt R a urdité » > 0 (h je meni (nejvyse rovno)

nef vieohna z &isel: %, %o, © — z,, © — y,). Ctverec P rozdélime na &ty obory,
R, R, R,a R,

Obor R;:
Ctverec o stfedu %o, % se stranami rovnob&#nymi s osami soufadnicovymi
a délky 2h, tedy obor
xo—h§x§x°+h, Yo—h<y<y +h.
Obor R,:

Pis 0 <z < m 9 —h < y <y + hs vyjmutim Stverce R,, tedy,
0Sa<z—h, & +h<z<m,
Yo—h=y<y +h.

Obor Ry
Piszy—h < 2<% + b, 0 < y < ms vyjmutim étverce R,, tedy
T —h< <7+ b,
0Sy<ypo—h, po+h<y<m.
Obor R,;
S R,=P—R,—R,—R,.
Lemma 2. Budi /1(%, y) definovand a méfitelnd v Ry, pfi CemZ |f1(z, y) |[< M.
V P— R, budi? f,(%, ¥) = 0.
Pak funkce Fy(z,Y:?), definovand
pro t > 0 fadou

Fy2,9:t) =3 (3 Bp.sinmxe-mt)sinnye-"", (4.27)
n=1m=1
(an — $£ffl(a:’, ') sin mz’ sin ny’ dz’ dy’) , (4.28)

a pro t = 0 rovnici .
Fl(x’ Y,0) = fl(z’ .'/) ’ (4.29)
je pro viechna z,y 2 P at = 0 v absoluini hodnoté omezend konstantou M.
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Dukaz: Prot = 0 je F\(z, ¥, t) = f1(%, ¥), tedy podle predpokladu
|Fy(z, 9, 0| < M.
Zvolme urdité ¢, > 0.
Podle Fubiniovy véty je funkce f(z, ¥) Pfi pevném y méfitelns a integrova-

telnd podle z pro skoro viechna y z {yo — k, ¥, + h). Mno#inu téch y, pro né%
f(z, y) tuto vlastnost nems, oznadime .

Definujme nyni préd 0 <z <m, 0y <= a f,> 0 funkei G(z,v',4)
takto:

Pro y' ¢ ¥ budiz

G(x: 3/', to) = O .
Pro ostatni ¥’ z <0, =) budiz
G(x, y,: to) = z bﬂl Sin mxe_m", (4’30)‘
m=1
Zo+N
(b,,, = -72? ff(x’, y') sin ma’ dx’) . (4.31)
Za—h

Podle véty 2.1 je funkee G(z, y', t,) pro viechna ¥’ z {yo — h, ¥, + h) (8 VY-
jimkou téch y’, kterd patii do mnoziny %) omezend &islem M, a pro ostatni y’
z {0, =) je identicky rovna nule.

Podle Fubiniovy vty je kazdy ¢&len fady (4.30) pfi pevném x a 4, (f, > 0)
méfitelnou a integrovatelnou funkei ¥’ v {0, n). Protoze Fada (4.30) konverguje
stejnomérné k funkei G(z, y', ¢,) v <0, ©), je také G(x, y', {,) méfitelnd, a pro-
toZe je omezend konstantou M, je integrovatelns v 0, n). Lze tedy pfi kazdém
x sestrojit op&t obdobnou fadu k funkei Q(z, y', ¢,), t. j. fadu

2 2 Yth

P ) fG(:z: Y, to)sxnny dy’ . sin nye "'t = (4.32)
n=1 yy—i

4 © Yo+h © 2y+h
= . Z J (Z I fl(x y')sin mz' dz’ . sin mx e=™"%) sin ny’ dy’ sin ny e—"".

1yy—h m=1 z,—
(4.33)

ProtoZe G(z, y', %) je omezens konstantou M, je také funkce, definovani
fadou (4.32), resp. (4.33) omezens tou konstantou M (podle véty 2.1).
Rada (4.30) konverguje stejnomérnd (f, > 0, |bn| < 2M), tedy
Yo+h ®© zZo+A
J G J f;(x ¥’) sin ma’ dz’ sin max e~ ') sin ny’ dy’ =

Yo—h m=1 x,—

= Zl {z J &', y') sin ma’ sin ny’ dz’ dy’ sin mx e ™%, (4.34)
= 1

353



&ili fada (4.32) resp. (4.33) neni nic jiného ne# Fi(z, y, &,). Je tedy pro kazdé
t>0

[Py, 9,0 < M, (4.35)
co% bylo dokézati.

Lemma 3. Budif v R, ddna méFitelnd funkce fo(®, ¥), pFi Eem# |fo(2 Y<K
V P — R, definujme fy(z, y) = 0.

. Pak funkce Fy(, y, t) definovand v P pro t > 0 fadow

Fy(x, y,t) = z (Z C o 5in ma e ™) sin ny ™™ | (4.36)
n=1m=1
(Omn = [[fa(a', ¥') sin ma’ sin ny’ da’ dy') (4.37)
R,

aprot=20
Fﬂ(x’ Y, O)-:: fz(x, y) ’
je spojitou funkcs x, y, t uvnitF K, (t. j. ve viech vnitinich bodech Ry) prot = 0.
Dikaz: Obor R, je dén nerovnostmizy —h < 2 <@+ h, Yo —h SYS
< ¥ + h. Zvolme libovolné » > 0, n < h. Obor
—(h—n)<szo+(h—ﬂ), ?/o“‘h<y<?/o+h
nazveme R;. Protoze v R; je Fy(z,y, 0) = 0, stadi dokaza,t ze k danému
& > 0 existuje ¢, > 0 tak, Ze pro viechna ¢, 0 <t < {,, je
[Py, 0] < e (4.38)
A R;.9) ‘ ‘

Zvolme ¢ > 0. Funkoe f4(z, y) je podle Fubmlovy véty mtegrova,telna podle =
pro véechna y s vyjimkou mnoziny B miry nula.

Budiz
Hx,y',t) =3 cpsinmaxe ™, - (4.39)
m=1 v
kde » |
! 2 ooy o ’ ’ : '
Cm = — Jtua', y') sin ma’ de A . (4.40)

pro vlechna y' pro né% je f(«', y') mtegrovatelna podle z'. Pro y’ vné intervalu

Yo —h, 1 y,, + h)'je H(z,y',t)=0. Pro y' z B defmujme také H(x, y', t) =0.
Chceme ne]prve dokézat, %e existuje #, > 0, e
H,y, 0] <&

pro vSechna #, y’ z Ry 8 0'< ¢ < {,. NemtZeme zde pouzit ani stejndﬁémé spo-

jitosti, protoZe funkce H(z, y', t) neni obecn& spojita v R,” pro 24dné ¢, ani stej-

. 4) Feo Fy(x, Y, 1] jespojité v R, pro ¢ > 0 plyne eviem zestejnomérné konvergence ad,
(4.38) & 70 spoitosts jejich Slont ! gonce facy
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nomérné konvergence fady (4.39) pro ¢ > 0, protoZe ani tato podminka neni
obecné splngna. Tato obtiZ se viak d4 snadno prekonat:

Vezm&me uréité y' z (Yo —h, Yo + k). Je fy(a’,y’) = 0 pro &’ z {x, —h,
Zy + b)Y a [fy(z’, y')| £ K pro ostatni z’. Oznadme

H(z,y,t) = fc,,, sin mx ™™ (t > 0) (4.41)
m=1

funkei, pfislunou k funkei g(z’, ¥’), kde

g, y) =0 pro 2, —h <2 <z + h B ’
g(z',y') = K pro ostatni z’ Yo—h<y <y +h

2 T
(Em == [g(a', y') sin ma’ dx') )
T o
Pro y’ vné intervalu {y, — b, ¥, + A) budiz g(z’, y') = 0.

Tvrdim: pro libovolné ¢t > 0ay’ z (yy—h, y, + k) je H(z, y', t) = H(z, y',t).
Diikaz je snadny, nebot funkce g(x’, y') — fo(2’, ¥’) je vSude nezdpornd, a tedy
H(z,y', t) — H(z,y', t) nemiiZe byt také nikde zdporna, jak plyne z poznidmky
k vts (2,1).

Avsak Fourierova fada
@

> €, sin ma
m=1
je stejnomérnd konvergentni na R, a tedy H(z, ¥, t) je tam spojité jako funkce
viech tfi proménnych pro ¢ > 0. Existuje tedy k naemu ¢ takové ¢, > 0, Ze
H(z,y',t) <e
pro viechna x, ¥y’ z B," a 0 <t <#,. Tim spife je v R," pro 0 < ¢ < ¢,
H(z,y',t) <e.
Zcela stejné dokazeme, Ze pfi stejném ¢, je viude v R, pro 0 < ¢t < ¢,
| H(xsy’:t)>—€,
&ili
|Hz, ¥, t)] < e.
Ale stejng jako jsme ukézali v piedeflém lemmatu, je H(z, y’, f) integrova-
telnd pro £ > 0 a plati

T ' ' ’ '
-52;2 [H(z, y', t) sin ny’ dy’ sin ny e—™* < & (4.42)
]
pro z,y z By a 0 < ¢ < f,. Ale vyraz ve znaménkach pro absolutni hodnotu
ve (4.42) neni opét nic jiného nez Fy(z, y, t). Je tedy funkce Fy(z, y, t) spojitd
v R,. A protoze jsme zvolili  libovolng, plyne z toho, Ze F,(x y,t) je spopta
uvniti celého R,, coZ bylo dokazati.
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Lemma 4. BudiZ v R, ddna méfitelnd funkce f4(x, y), |fs(x, )| < L. VP—R,
definujme f4(, y) = 0. Pak funkce Fy(x, y, t), definovand v P pro t > 0 #adou

Fy(x,y,t) = 3 (3 Dpy sin ma e~™*) sin ny e (4.43)
n=1m=1
. 4 . r e ’ ’ ’
(Dppp = = éffs(x’, y') sin ma’ sin ny’ d2’ dy’) , (4.44)

a pro t = 0 vziahem
Fyz,y, 0) = fa=, 9) , (4.45)
je spojitou funkei x, y, t uvnitF R, prot > 0.
Dikaz. Podle piedeslého lemmatu (jen obory R, a R, a soufadnice  a y jsou
zde zaménény) je funkce G,4(z, y, t), definovani v P
pro ¢ > 0 fadou
Gy(x, y, t) = i (§:1D,,m sin ny e ™) sin mx e ™" (4.46)

m=1n= .
(Dpn je definovéano rovnici (4.44))
a pro ¢t = 0 vztahem
Gs(2, ¥, 0) = fs(z, ) ,
spojitou funkei z, y, ¢ uvnité R, pro ¢ > 0.
" Ale podle lemmatu 1 je
Fy(z, y, t) = Gy(x, 9, 1)
pro viechna (z, y) e P a t => 0, ¢imZ je lemma 4 dokazano.

Lemma 5. Budif v R, ddna méfitelnd funkce fy(x, y), |fux, y)| < T. VP—R,
budif f(z, y) = 0. Pak funkce

@ @
Fyz,y,t) =73 (3 Emnsinmae ™")sinnye ™ (¢t > 0) (4.47)
n=]lm=1
(E"m = %{!ff‘(x’, ') sin ma’ sin ny’ da’ dy’) , (4.48)
(Fy(z, y, 0) = fy(, y)) (4.49)

je spojitd jako funkce z, y, t uvnitf R, pro ¢t > 0.

Dikaz. Sestrojime funkci H,(z, ¥', t) zcela obdobné jako v lemmatu 3, rov.
(4.39), (4.40). Zvolime % > 0 (n < k) a k danému ¢ > 0 najdeme op&t #, > 0
tak, Ze )

[Ha(z, ', 8)| < ¢ _ (4.50)

v oboru 2, — (b — ) £ 2 < 2 + (A — 1), y vnd intervalu (y, —h, y, + k)
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pro viechna ¢, 0 < ¢ < ¢,. Pak také pro viechna tato ¢ bude v zy — (b — ) <
Ses2+(th—n),yz0,m

F,(z, 9, t) = Z JH@ y', t) sin ny’ dy’ sin ny e—™" (4.51)

F!lm

v absolutni hodnoté mensi neZ . Protoze F,(z, y, 0) = 0 uvniti R, a n jsme
zvolili libovolng, plyne z nerovnosti

IF4(Q}, Y, t)l <e

prodg—(h—nSsc< 2+ Gtk —n),%—hb=y<y +h 0<t<t spo-
jitost funkece F,(, ¥, t) uvnitt celého R, pro ¢ = 0, coZ jsme méli dokazat.

Lemma 6. Budi? fq(x, y) = k pro véechna x,y v P. Pak funkce

Fo(z,y,t) =3 (O Fn.sinmxe ™)sinnye™ (t=0) (4.52)
n=1m=1
je spojitou funkct x, y, t wonitiF P prot = 0.
(F,,.,, = J%ffk sin mz' sin ny’ dz’ dy’) . (4.53)
P

Véta je triviadlni, nebot fada

O, y',t) = 3 funsinmze™ (¢ > 0) (4.54)
m=1

2 T
-(fmn = = [sin ma’ dx’)
T o

konverguje stejnomérné v kaZdém uzavieném oboru, lezicim uvnitf P pro
t > 0 a definuje tam tedy spojitou funkei z, y’, ¢ pro ¢ => 0. Stejnou vlastnost
ma i fada

0 T
z @4z, y', t) sin ny' dy' sin ny e, (4.55)
n=10

:Hw

s(x yy

a protoze jednotlivé ¢leny jsou spojité funkee z, y, £, je Fg(x, y, t) spojita na
kazdém uzavieném oboru, lezicim uvmtr P pro ¢t > 0, &ili viude uvnitt P pro -
t > 0, coZ bylo dokézati.

Dukaz véty (4.1). Na zdkladé uvedenych lemmat dokdZeme jiZ snadno
ze funkce F(z, y,t) mé zminéné vlastnosti.

Vlastnosti 1 a 3 vyplyvaji z lemmatu 1. (Rovnice (4.2) jsou evidentni, spoji-
tost pro ¢ > 0 vyplyva ze stejnomérné konvergence rad a ze spojitosti jednotli-
vych élent.)

Vlastnost 2 plyne z lemmatu 2, poloZime-li B, = P.

Zbyvé dokizat bod 4.
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Zvolme ¢ > 0. Vezméme urdity bod z,, y, uvnitt P, v ndmz je f(x, y) spojita.
Existuje tedy takové 2 > 0 (pfi dem?Z k volime mensi nez %y, © — 2y, Yo, © — %),
ze

. l]((x, y) - f(zo, yo)l < %8 ) (4-56)

pokud z,y le#i v oboru 2, —h <z <y + A, Yo —h < y < yo + h. Tento
obor nazveme shodné s pfedchézejicim R,. Stejnym zpusobem jako dfive defi-
nujeme obory R,, R, a R, (viz p¥islu$né definice pied lemmatem 2).

Budiz f(%y, ¥o) = k a definujme nyni funkee f,(, ¥) aZ f4(z, y) takto:
h, y) = fx,y) —k v B,

=0 . - vP—R
fol2, y) = f(=, ) — kv R,
=0 v P—R,
fs(®, y) = f(x, y) —k v Ry (4.57)
=0 v P—R,
falz, y) = f(x, y) — k v R,
=0 v P—R,

fﬁ(x’ y) =k v pP.
Je ziejmé :

flz, y) = Z fox, y

v P, pfi demi [/l(x, y)] < 3 v R,.
Méme dokézat, e existuje jisté okoli bodu (zy, %o, 0) tak, ze
|F(z, y,t) — k| < ¢,  (4.58)
pokud z, y, ¢ leii v tomto okoli.

Necht funkee F(x,y,t) prislusi funkeim f(x, y) (0= 1 2,...,5) podle de-
finic v lemmatech 2 az 6. Pak

F(x Y, t) = ZFi(x, Y, t) (4.59)

i=1
Ale pro Fy(z, y, t) plati, Ze
1Fy(z, 9, t)| < }e (4.60)
pro viechna z, y z P a pro ¢ > 0 (lemma 2). Ostatni funkee jsou spojité uvnitt R,
prot = 0 (lemma 3 a% 6).

Tedy existuji pro kazdou z t&chto funkei takové ¢ (i = 2, 3, 4, 5), pfi dem%
0s < h, Ze
[Foz, y,t) — Fxo, 40, 0)] < 3¢ (+ =2, ..., 5) (4.61)

pro viechna z, y, ¢ (¢ = 0), pro néZ

o(x, .y, t; o, Yo, 0) < s



le(z, ¥, & %o, Yo, 0) j© VZdalenost bodu (z, y, t) od bodu (z,, ¥,, 0)] Ozna.éime-h o
nejmendi z téchto g;, pak bude

[F(2, y, t) — f(o, %0)| < & (4.62)
pro viechna z, y, t (¢ = 0), pro n&

@(“5 Y, t; Zo> Yo, O) < Qo >
coZ bylo dokézati.

Poznamka: Dikaz zistivd v platnosti i tehdy, jestlize bod #,. ¥, nelezi
uvnité P. Pak je oviem nutno, aby f(z,, ) = 0, a funkece f(z, y) aby byla
v bod8 w,, y, spojitd zevniti, t. j. aby k libovolnému ¢ > 0 existovalo takové
okoli bodu z,, ¥,, aby |f x,y)| < e pro viechna z,y tohoto okoli, pokud
(x, y) e P.

Doposud jsme nikde nepouzili toho, ze f(x, y) je skoro viude spojitd v P
(statilo ndm, Ze je méfitelnd a Ze [f(x, y)| < N v P). Této vlastnosti pouZijeme
teprve ted, pii ditkazu jednoznacdnosti feseni.

Jednoznadénost feSeni.

Mgjme dvd fefeni Fy(z, y, t) a Fy(z, y, t) vlastnosti, uvedenych ve vété 4.1.
Oznaéme
u(x, y,t) = Fi(x, y,t) — Fy(x, y,t) . (4.63)

Méme dokazat, Ze u(z, y, t) = 0 pro ¢ > 0. Sestrojme integral
J(t) = [[u¥(z, y, t)dz dy . (4.64)
P
Funkce % je podle své definice (4.63) pro ¢ > 0 spojitd v P, pii éemZ je rovna
nule na vSech ¢tyfech strandch étverce P. Déle je |u| < 2N v Paprot > 0.

Pro ¢t = 0 je u(z, y, t) spojitd a rovnd nule v P a% na mnoZinu N miry nula.
Je tedy
J (O) =0.
Mimo to k & > 0 existuje ¢, > 0, Ze

J@t) < e - (4.65)
pro viechna ¢, 0 < ¢ < .

O platnosti (4.65) se snadno presvédéime.

Zvolme ¢ > 0, A > 0. Mnozinu viech z, 4, £, pronéZ 0 X 2 S, 0 Sy <,
0 <t < A,nazveme R. Sestrojme v P otevienou mnozinu N, tak, ze N c N1,
mN < N To lze, protoze N je mnofina miry nula. Dile sestrojme v R
mnozinu N tak, fe (2, y, t) e N kdy? a jen kdyZ (z, ) e M, a 0 <t < A,

9 je oteviens v R, R — N je kompaktni, a protoe u je v R — N spojit’_i-
je tam stejnomérné& spojitd. Pro £ = 0 je v R — N u = 0. Tedy existul®
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to> 0 (to < A), %e |u| < 2ﬂ
plyne (4.65).

Tedy J(t) je funkee spojitd v poddtku a J(0) = 0. Pro ¢ > 0 mé J(¢) derivaoi
podle £7) % je

Yo fultarar
o[ -
ol ) £ [ e

f f [ax( ox) + azi, (“ gy)] dzdy =0, (4.67)

protoZe u je na stranich étverce rovno nule, tedy, jak plyne z (4.66),
dJ _
dt =

Podle véty o stiedni hodnoté (kters plati vzhledem ke spojitosti funkce J(f)
v bod& ¢t = 0), je

v R — N pro viechnat (0 < t < ¢y). Z toho

0 pro vSechna ¢ > 0. (4.68)

J@t) < J(0) =0, (4.69)
a protoze
: J(t) =0
pro viechna ¢ (podle definice (4.63)), je
J#)=0. (4.70)
Ale u(z, y, t) je funkce spojitd pro ¢ < 0, a tedy
u(®, y,8) =0

pro viechna ¢ > 0, coZ jsme méli dokazat.

Poznémka. Stejng jako p¥i dikazu jednoznaénosti Feseni problému 3.1 mo-
hou také vzniknout opravnéné namitky proti derivovani za integraénim zna-
ménkem a proti rovnici (4.67). Népravu bychom opét mohli zjednat vy¥ée-
nim novych pfedpokladi o derivacich funkoe F(z,y,¢), pii éemZ bychom byli
zoela ve shod$ s fysikdlnim nézorem.

Z matematiokého hlediska dosahneme ndpravy zoela stejnym zptsobem jako
v poznémoe k dikazu jednoznaénosti fefeni v kapitole 3. Tam jsme se opirali
o vétu o jednoznaénosti fefeni harmonického problému, je-li piislu§nd harmo--

7} Srv. nisledujict pozndmku.
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nickd funkce spojitd na uzavieném oboru. Tato véta plyne z véty o maximu
a minimu harmonické funkce. Ale tuto vétu médme dokdzénu i pro nd§ druhy
problém (|F(z, y, t)| < M pro viechna x ¢ P a ¢t > 0). Zbytek dikazu je tplng
stejny jako v citované poznamce (kap. 3). Zvolime opét £, > 0 a predpokla.dé,a
me, Ze u(y, Yo, ty) = A &+ 0 (%, Yo je vnitint bod étverce P).

Bude nutné

-] @ .
. 2 . —
W@y, Yo, to) = > (O, By, sin ma, ™) sin ny, e~k — )
n=1m=1 .

(oznagdeni je stejné jako ve tieti kapitole).
Obdobné budiz '

Loeml ke
2 a T =49,

n=1 m=1

Pro kazdé a, 0 < a < §¢,, bude

e

(Z e-——m‘(ta—u)) e——n‘(t.—a) < S .

HMS

1m=1

[
Zvolime a tak malé, aby [4@| < 'A
Potom
o 0] = |3, 5 At mgor sy o] <

e’”’(‘—“)) e—m(t—a) < |4]. (4.71)

o
<554
Ale nerovnost (4.71) je ve sporu s pfedpokladem

(%o, Yo, b)) = 4,

éimz je véta 4.1 Gplné dokazéana.

Peswome.

IIBE TEOPEMEI O PEHIEHIY YVPABHEHUA
ou_ o o
ot~ ox® ' oy?
KAPEJI PEKTOPUC (Karel Rektorys), IIpara.
(Mocrynuno B pegaxmuio 4/I1 1954 r.)

Ilpn pemenun ypaBHeHUA
o _ e P Pw
ot oxr ' oyt ' O2°
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¢ NAHAKMYE KPACBHMH ¥ HaYaJbHHIMH yCJIOBMAMM, TAK ke KAK U IPA JOKasa-
TeJIbCTBE OIHOSHAYHOCTH pellleHHsA, K HelpepPHBHOCTH U HempepsIBHOM mudde-
peHmupyemocTa QyHKIuil, YUrypupYIOIMX B BTHX YCIOBUAX, UPEABABIAIOTCA
00nr9H0 GoapmMe TpeGoBaHMA (IOMUMO TpeGoBaHMI, MPENBABIAEMEIX K caMolt
obiactu, B KOoTOpoit mpobaeMa gopMyimposana). OfHaKO, B peajbHEX Mare-
MaTugecKy GOpMYIMpOBAaHHHX (PUBHMYECKMX M TeXHHYECKMX Bajadax BTH Tpe-
GoBaHMA pEfKO BHNIOJIHAIOTCH, KAK IPH KPAaeBHX YCIOBHAX (Tel0 B TEIJIOBOM
BaHHE), TAK 1 IIPY HAYAJbHHX YCJIOBHAX, BHYTPM Tella (TEII0Boe KacaHue [BYX
niu Goaee Teut, 06pasylomux ofHo Heqoe). Yaie Bcero ME BcTpedaeMes ¢ Kiac-
COM KYCOYHO-HEIpepHBHHX (YHKIMH, rje ¢ MareMaTMIeCKOW TOYKH SpeHUA
BOBHMKAIOT Y€ BHAYUTeJbHHIE BaTPYAHEHWA.

B ceoeit pmuccepramum (,,OpHOosHauHOCTE pemenus AuQdepeHImATBHEX
yPaBHeHMif B 9aCTHHX IPOMBBOAHHIX TEOPMH TEINIONPOBOJHOCTH IpHU pas-
PHBHEIX KPaeBHX YCJOBHAX ‘) aBTOP 3aHMMAJICH CIrydaeM, KOIZIa OAUH pasMep
paccMaTpuBaeMoro Teia npeo0Jajall HaJ APYIMME ABYMA, TaK 9YTO Bafavyy
MO3KHO GHIO cyuTaTh miIockol. Kpome Toro aBrop mpepmosaras, 9ro momeped-
HOe CedeHNe PaccMaTpUBaeMOroTesa NPAMOYTOIbHO (AJLA HPOCTOTH paceMaTpu-
BAJIOCh KBAaJ[paTHO® CeYeHNe, OT 9ero XapaKTep 3ajaud He MSMeHMJICA) M 4TO
KpaeBHe yCJIOBHA (T. €. TeIIoBaA BaHHA) He UBMeHAIOTCA BO BpeMenu. Mexonsa
M3 IPEeAloJIoMeHNA, 9T0 GUrypupyionue B KpaeBHX ¥ HAYAIbHKX YCIOBHAX
¢yurimm (¥ MX IPOMBBOAHEIE) KYCOYHO-HeNpeDHBHH, B pabore BHBOgATCA
PasiM4HEe BamHHe ¢ (UsuIecKoil TOUKN BPEHUA CBOicTBA PelleHUA U [OKA3H-
BaeTCA OJHOBHAYHOCTH DEIIeHNSA; KPOMe TOTO aBTOp BaHUMAETCA BOIIPOCAMHU
9HCIEHHHX pacyeToB, B 0COGEHHOCTH pPaBHOMEPHOH CXORMMOCTBIO GeckoHed-
HHX PpAJoB, HpefcraBiAnmmx coboit pemenwe ypapHenua. G ¢usmueckoit
TOYKM BpeHMA mpobieMa paspellleHa B IUTUPOBAHHON paboTe BHOJIHE yhoBIIe-
TBODUTEJHLHHM 06pasoM.

C maremarmiecKoif TOYKM BpeHMs, ofHAKO, paGora BoBGYMAaeT BHUMaHMe
K peIIeHUI0 HeCKOMBKMX MHTEPECHKX BompocoB. Kosddummentsr Gecroneansix
PANOB, 0 KOTOPHX YHNOMHHAJOCH BHIIIE, BABUCAT OT HAYaJbHHEIX M KpaeBHX
ycaoBuit npobiaemsl. Pags cxopsres npH sHadureasHo Gosee o6ImMX Hadasb-
HEIX ¥ KPaeBHX YCJIOBHAX, 9eM YCIOBUA KYCOYHO-HepepHBHOCTH (PyHKImM).
Bosuuxaer Bompoc, KakmMu cBolicrBamMu Oynyr obmamars QyHKIUm, onpene-
JIeHHEIe STHMM PARAMM, B YACTHOCTH, KOTJ[a BT QyHKIUE eme GYAyT ,Hempe-
PHBHO IpHOIMHKATECA * K HAYAJIBHEIM M KPAeBHIM YCIIOBHAM.

Oroit mpo6aemMaTHKe M HmOCBAImeHA HacToAmas paGora. fnpo pa6oru obpa-
8yeT /I0Ka8aTeJIbCTBO CIEAYIONAX JIBYX TeopeM (BCTpedaeMcH 3Jiech ¢ IOHATH
AMA HHTerpEpyeMan PyHKIHUA U usmMepumas PyHKUMA (MHOKECTBO); OTH IOHA-
THA npEMeHsIOTCA B cmuicae JleGera): ‘

HpoGxema 1 (cranmonapusi cayvaii Temzonposognocrn): Ilycrs B murep-
Baje (0, =) nana Pysrius f(r), HempepHBHAA BO BCeX TOYKAX BTOTO MHTEpBAJA
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8a MCKJIIOYeHMeM TodeK, obpasyiommx MuomecrBo IR Mepw Hyuab, npHYeM
[f@)] < M B <0, =). OTmmeM ¢ynxmuio V(z, y), onpefieenayio B KBagpare
PO<L z< n 0< y < n), c Takumu cBolicTBaMHu:

1. V(z, y) aBngerca rapMoHMdecKolt BHyTpu P, T. e. yROBIeTBOpsAET ypas-
HEeHUI0 :
6"1’ V

2. V(z, y) orpanmuesa B P woHcraurolt M (toit ke, kax m QyHKRIUA f(x)
B <0, 7).

3. V(z, y) senpepsieaa B o6mactr 0 < 2 < n, 0 < y < =, npuueM

a) V0, 9) =V(m,y) =0 (0<y<m), (2)

6) V(z,n) =0 0z< 7). (3)

4. B xammoit BHyTpeHHelt Touke z, mHTepBada <0, ) (y = 0), B KOTOpOH’

f(x) HempeprBHa, n V(z, y) Gyner HempeprBHON Kak QYHKIUA IepeMeHHHIX
Z U y, IpU4eM MMeeT MeCTo

V(%, 0) = f(=,) .
Mu yrBep:xnaem:
Teopema 1. Cywecmsyem o0na u (¢ mounocmuio do mouex mrHoncecmsa M)

moavko 0dHa Pynkyus V(x,y) ¢ makumu ceolicmeamu u sma gywxyus dana
0as y > 0 padom

(Vz, y Z sin nx E‘Egi_;"g‘n_;y) (4)
(a,. = of]‘(x’) sin nx’ dx) , ()

oas y=0
V(z, 0) = f(z) . : (6)

Ilpoduema II (Cayuaii sasmemmocTH orT Bpemenm): Ilycrs B kBajpare
PO<z<m 0= y< ) samana Qymumsa f(z,y) (f(z,y), < N), nenpe-
pHBHAA BO BCeX TOYKax KBajipata P 3a mckiioueHmeM Touek, obpasylomux
muozecTBO N Mepwr wyab. Oremem @ynxumio F(z, y,t), orpanuieHsyo B P
n pas t = 0 To# e camoit xomeranrolt N, HempepmBHyIo B P A ¢ > 0,

YAOBIETBOPAIONIYIO yPaBHEHUIO

oF  o*F  o*F

npuaemMm
a) F(Oiy’t):'F(n’y’t)=F(x,0,t)=F($,ﬂ,t)=0 (t>0)1 (8)

6) Bo BCeX TOYKAX, B KOTOPHX f(2, y) menpepuBra, u F(zr, y,t) puA ¢t = 0
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fyneT HempepHBHOM Kak QYHKINA epeMeHHKIX %, ¥, , ¥ ajiee B 3TMX TOYKAX
mmeer mecro F(z, y, 0) = f(z, y).1) . ’
M= yrBepsxnaem:
Teopema II. Cywecmeyem odna u (¢ mounocmvio do mouek mHodxncecmsa N)

moabvko o0Ha Pynryus F(x, y, t) ¢ makumu ceolicmeamu u sma Pyrnkyus dana
043 t > 0 padom

x n=1m=1
(Amn,': %fff(x,, yl) sin mx’ sin ’ny/ dx' dy') s (10)
P
adast=0
Summary

TWO THEOREMS CONCERNING THE EQUATION
u  Pu %y
W

KAREL REKTORYS, Praha.
(Received February 4, 1954.)

When boundary value problems for the differential equation

ou *u Py Pu
%o o R

are solved and existence and uniqueness theorems established, considerable
restrictions are put as to the continuity and differentiability of functions,
appearing in the boundary conditions, taking no account of restrictions, put
on the region itself, in which the problem is defined. But in the mathematically
_f'ormed problems of the practice, these restrictions are rarely fulfilled, indeed as
well in boundary conditions (a body in a thermic bath) as in initial conditions
in the interior of the body (thermal contact of two or several bodies, forming
one single body). The most freguent case of functions, that we meet in boundary
conditions, are the sectionally continuous ones. From the mathematical point
of view, considerable difficulties arise in this case, when the belonging boundary
value problem is solved.

v H K npn:'iaezxenm ABYM npoGieMam CBOJUTCA HO CYINECTBY OOHIAA MPOGIeMa TemJonpo-
BOJXHOCTH B MPAaMOYroJILHEX OGJACTAX NPH HEM3MEHAWINWXCA BO BPEMEHM KPAeBHIX YCJIO-
BHAX. -
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In: his dissertation (,,Uniqueness theorems for partial differential equations
for heat. — conduction when discontinuous boundary conditions are .presorir
bed‘‘) the author dealt with the case, when one dimension of the body conside-
red was considerably large in regard to the two remaining, so that the problem
could be taken as twodimensional. In addition, the author supposed rectan-
gular profile of the body (to get the problem more simple, the profile was sup-
posed to be a square, which does not change the character of the problem, of
course), and the boundary conditions (e. g. the thermic bath) not changing
with the time.

On the supposition, that functions (and their derivatives), appearing in
boundary and initial conditions, are sectionally continuous, several properties
of the solution, important from the physical stand of view, are derived, unicity
theorems are proved, and in addition, the author deals with several questions,
touching the numerical calculation, especially with the uniform convergence of
infinite series, by which the solution is defined. From the physical standpoint,
the problem is solved in the mentioned dissertation in a considerably sufficient
manner.

From the mathematical standpoint, the work suggests the solving of some
curious questions. The coefficients of the quoted unfinite series are depending
on initial and boundary conditions (functions) of the problem. The series con-
verge for much more general initial and boundary functions than are the sec-
tionally continuous ones. A question arises about the properties of the func-
tions, defined by these series in this case, namely under what suppositions
these functions will ,,continuously fit*“ to initial and boundary conditions.

These problems are being solved in this work.

The essence of the work-is formed by the two following theorems (when the
terms ,,integrable function‘“ and ,,measurable function‘ are used, they are
understood in the Lebesgue — sense):

I. Problem (Stationary. Heat — Conduction):

Let f(x) be continuous in the interval {0, =) with the exception of points
forming a set M of measure zero. Let |f(x)| < M in (0, n). A function V(z, y)
defined in a square P (0 < @ < w, 0 < y < =) of following properties is foynd:

1. V(z, y) is harmonic in the interior of P, e. g. satisfies the equation

Pu 0

2.u_ .
W—}W_O O<z<m0<y<m). (1)

2. V(z, y) is bounded in P by the same constant M as the function f(z) in
<0, ©>.

3. V(x, y) is continuous in the region 0 < z < =, 0 < y < = and

a) V(0,y) =V(m, y) =0 (0 <y=<m), (2)

b) Vizg,n) =0 (0L z< n). (3)
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4. In each interior point z, of the interval {0, =) (y = 0), in which f(z) is con-
tinuous, the function V(z, ) is continuous as function of the both variables
z,y, and

V(#o, 0) = f(z,) -

For the I. problem holds

Theorem L. There exists one and (with the exception of poinis of the set M) only
one function V(x, y) of the required properties, and this function s defined

for y > 0 by the series

V(z,y) = Z a, sin nx ii_r%iz—gtﬁ;—@. (4)
( ==-7—2z—ffx)sinnx’dx’), (5)
and for y = 0 by

Il. Problem (Time-Variable Heat-Conduction)

Let f(z, y) be continuous in the square P (0 < 2 < =, 0 < y < =) with the
exception of the set N of measure zero. Let [f(z,y)| > N in P. A function
F(z, y, t) is found in P and for ¢ > 0, continuous in P for { > 0 and bounded in
P, t 2> 0 by the same constant N as the function f(z, ¥), such that

%?:g—!—%g in the interior of P, ¢t > 0, (7)
while

a) F(0,y,t) = F(r,y,t) = F(2,0,t) = Fz,n, ) = 0 (¢t > 0), (8)

b) in each point, where f(z,y) is continuous, F(z, y,t) is continuous as
function of all the three variables x, y,t for t =0, and F(x,y, 0) = f(z, y)
there.!)

It holds
Theorem 1. There exists one and (with the exception of the points of the set N)

only one function F(z, y, t) of the properties required, and this function is defined
far t < O by the series

F(x,y,t) = 2 (ZA,M sin max e~™"*) sin ny e~ (9)
n—l m=1
(A,M == fff («’, y’) sin mz’ sin ny’ dx’ dy') (10)
, n?p
and for t = 0 by
F(z,y,0) = f(z,9) - (11)

1) To these two quoted problems it is possible to reduce a general heat — conduction
problem in mcmnglﬁar reglons when boundary conditions do not vary with time.
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