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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 78 (1953)

0 PROJEKTIVNICH DIFERENCIALNICH INVARIANTECH ROVINNE
VRSTVY KRIVEK

ZBYNEK NADENIK, Praha.
(Doslo 25. bfezna 1953.) DT: 513.76

Autor se zabyva projektivni geometrif jednoparametrové soustavy
kfivek v roving S,, t. zv. vrstvy V kfivek. K jejimustudiu uZivé me-
thody pohyblivého reperu, vypracované E. Cartanem. S vrstvouV je
spjata nulova korespondence mezi body 4, a tednami kfivek (4,)
vrstvy V v bodech 4,, jeZ spolu s jistou analytickou pribuznostf,
v préci oznadenou P, umoziiuje jiZ prostfednictvim okoli 2. ¥édu bodu
A, ptitadit kaZdému bodu 4, svazek kuZelosetek, které se navzdjem
v bod¥ 4, hyperoskuluji a s kiivkou (4,) maji{ v n¥m styk pravs 1.
fadu. Pomoci okoli 3. fddu lze v kaZidém bod& A, definovat jisté
pkimky, je% jsou oznadeny jako prvni resp. druhé resp. t¥eti projek-
tivni normaly vrstvy V v bod8 4,; v ka¥dém bod& 4, existuje prave
jedna prvni, nejvySe dv& ruzné druhé a nejvySe tfi rizné tfeti pro-
jektivni normély vrstvy V. Autor udévé jejich geometricky vyznam
a konstruuje pomocf nich n&které invarianty vrstvy V. Dale se zabyvé
vrstvami, u nich%Z projektivni normély jejich bodit nejsou viechny
ruzné. Podrobngjsi studium né&kterych z téchto vrstev bude mimo
jiné pfedmétem dalsi préce.

V fadé praci postupné publikovanych v Casopise Yexocaosayxuil mamema-
muueckuil wcypras se spoleénym nézvem IIpoexmusnas dugdepernyuarvras
2eomempus coomgememeuil mexncdy 0syma npocmpancmeamu') buduje akademik

1) Dosud vyslo sedm praci této serie: I ve sv. 2 (77), 1952, str. 91—107; II ve sv.
2 (77), 1952, str. 109—123; III ve sv. 2 (77), 1952, str. 125—148; IV ve sv. 2 (77), 1952,
str. 149—166; V ve sv. 2 (77), str. 167—188; VI ve sv. 2 (77), 1952, str. 297—331; VII
ve sv. 3 (78), str. 123 —137; prace VIII se dokonduje. Prace I aZ IV vysly té% francouzsky:
I v Casopise pro p&stovani matematiky a fysiky, sv. 74, 1949, str. 32—48; IT tamtéz,
sv. 75, 1950, str. 123 —136; III tamtéz, sv. 75, 1950, str. 137 —158. Velmi kladné ocenéni
praci I—III vyslo v élanku Q. Vaona: Sulla transformazione linearizzante di una corris-
pondenza puntuale fra spazi lineari, Bolletino della Unione Matematica Italiana,
1951, str. 293 —299, ve kterém je vyloZena souvislost citovanych praci s pracemi ital-
skych geometri E. Bompiani, M. Villa a jinych. Slusf poznamenat, ¥e prvy krok v této
problematice byl uéindn v pracich O. Boruvky: Géométrie projective des correspondances
analytiques entre deux plans projectives (Comptes Rendus de 1’Académie des Sciences,
sv. 184, 1927, str. 1518—1520); Sur les correspondances analytiques entre deux plans
projectifs (I, Publications de la Faculté des Sciences de 1'Univ. Masaryk, Brno 1926,
¢é. 72, 40 str.; II tamtéZ, Brno 1927, &. 85, 34 str.); O korespondencich s charakteristickymi
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E. Ceon obséhlou soustavnou theorii korespondenc{ mezi dvéma projektivnimi
prostory S, a S, prozatim pro ten piipad, %e se nedini #4dného p¥edpokladu
o vzéjemné poloze obou prostort S,, S;,. Theorie dile#itého piipadu S, = S,
nebyla dosud pfedmétem soustavného zkouméni. Vedle tohoto p¥padu viak
zasluhuje zv145tn{ pozornosti ten p¥pad, Ze prostor S, je korelativni s prosto-
rem S,. B&f tu tedy o studium dudlnich transformaci projektivnfho prostoru
Sy, t. j. takovycH transformaci, které bodu 4 prostoru S, pfifazuji nadrovinu
.o tého% prostoru. JestliZe nadrovina « neprochézi bodem A, jsou zvlasté
pozoruhodné poléarni transformace, jejichZ theorie je pro » = 2 do urdité miry
budovéna v citované jiz Introduction, kap. X a dile rozvedena v ¢lanku E.
‘Cech: Quadriques osculatrices & centre donné et leur signification projective,
Comptes Rendus de la Société des Sciences et des Lettres de Wroclaw, sv. 7,
1952, str. 1—9. Jestlize v8ak nadrovina « prochazi bodem A, dostdvime
(v terminologii E. Cecha) nulové transformace prostoru S,, které s projektiv-
‘nfho hlediska nebyly dosud soustavné studovany. Z praci VI, VII, VIII cito-
vané serie E. Cecha vysvit4, %o vlastnosti nulovych transformacf hrajf dile%i-
tou pomocnou tlohu v obecné theorii projektivnich korespondenci mezi S,
.a 8,. Obecnsji rozumime nulovou korespondenci takovou transformaci, kters,
bodu 4 prostoru S, pFifazuje linedrni podprostor (uréité dimense m, 1 L m <
< n—1) v 8, incidentn{ s bodem 4. DileZitym (a pro n = 2 jeding moZnym)
-zv]aStnim p¥padem theorie nulovych korespondenci prostoru 8, je projektivn{
studium soustavy oo! nadploch (vrstvy nadploch v terminologii E. Cecha). Pro
-n = 2 médme studium vrstvy ki¥ivek v projektivni roviné S,, které je pravé
‘pfedmétem této préce.

Na podnét E. Cecha jsem zpracoval dané thema elementirng tak, aby na
konkretnim pifpadé jasné vynikla uZite¢nost a dosah method zesnulého vel-
kého geometra E. CARTANA.

1. Nechf v projektivni roviné §,, v nfZ jsou zavedeny homogenni soufadnice
%y, Xy, g, které zkracend budeme psat jen z, je dan jednoparametrovy systém
Z kiivek, ahalyticky vyjaddfeny rovnicemi

z = z(u, v) ,

kde (%, v) jsou analytické funkce, v nichZ v je parametr k¥ivky v systému X
& u parametr na k¥ivce systému. Predpoklddejme, Ze alespoil v néjaké oblasti
T projektivni roviny S, kadym bodem prochézf pravé jedna kiivka systému
Z regulérnf v této oblasti. Takovy systém nazveme pak v oblasti 7' podle
E. Cecha vrstvou V kfivek (v T); pHlezitostnd budeme té% ¥kat, e vrstva V

‘kfivkami o rovnici dz® — dy® = 0 (Casopis pro p&stovani matematiky a fysiky, sv. 67,
1928, str. 183 —185); vi¥ecky tyto prace vznikly z iniciativy E. Cecha. Dalsi problematika
‘byla nastfn¥na E. Cechem ji¥ 1931 ve spise Q. Fubini a E. Cech, Introduction & la géo-
métrie projective différentielle des surfaces, kap. X.
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je (v T) tvorena k¥ivkami systému X. Piifadme kazdému bodu z z 7' (budeme
0

jej téZ nazyvat bodem vrstvy V) teénu [xax] té kiivky vrstvy V, kterd jim

prochazi. Dostaneme tak jednoznaénou korespondenci mezi body a teénami

k¥ivek vrstvy V; nazveme ji nulovou korespondenci N. V dal3fm budeme vy-

Setfovat pouze lokaln{i vlastnosti vrstvy V anebo nulové korespondence N.

2. Ka¥dému bodu z vrstvy V pfifadime repery A,4,4,, pro které plati
obecné
dd, = wed, + wnd, + wed,,
dA; = wyd, + wpd; + 0,4,, (2,1)
dd, = wydy + wyd, + wd,,
a které podrobime témto podminkam: 1. Bod 4, je geometricky identicky
s bodem z; 2. pfimka [4,4,] je teéna v bodé x té kifivky vrstvy V, kterd
jim prochézf; 3. Zddame, aby [4,4,4;] = 1, t. ].
W + Wy + Wy = 0. (2,2)
Takto zvolené repery, které nazveme repery 1. fddu, zavisi na dvou para-
metrech podstatnych u, v a péti parametrech sekundarnich. Kazda z deviti
Pfaffovych forem w,, (0 < 7, s < 2) je linedrni kombinaci diferencidlét viech
sedmi parametri (hlavnich a sekunddrnich), a tudiZ mezi formami w,,, jeZ
urdujf repery 1. ¥adu, existuji pravé dvé nezavislé relace. Jedna z nich je ovSem
rovnice (2,2) a druhou odvodime.
Jestlize v = konst., ¥ = konst., je bod 4, geometricky pevny, a tedy podle
(2,1,) wy; = wy, = 0, takZe tyto formy, jez oznacime
W) = Wey , Wy 7= Woa
jsou linearnimi kombinacemi diferencialti pouze hlavnich parametri a jak se
snadno zjisti, jsou nezavislé, t. j.
[wyw,] + 0. (2,3)
Pfi v = konst., t. j. na pevné kiivee nasf vrstvy V, je podle podminky 2.
pro repery (2,1) w, = 0. Je tedy forma w, nidsobkem diferencialu dv:

w, = kdv, (2,4)
kde k£ 4 0 je néjaka skaldrni funkce hlavnich i sekundirnich parametri.
Vnéjsim diferencovanim rovnice (2,4) podle rovnic struktury projektivni
roviny dostaneme

[w120,] + [d log k — wop + @gp, 0] = 0.
Je tedy podle Cartanova lemmatu:
W)y = @03 + Ayw, , (2,5)
dlog k — we + Wy, = Ay, + asw, . - (2,6)

Rovnice (2,5) je hledan4 relace mezi w,,.
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Oznaéme podle E. Cartana symbolem & diferenciaci, p¥i niZ povaZujeme hlav-
nf{ parametry za konstantn{, a poloZme

Wyy (d) = Wy, w,,(d) =€, (0 é 7,8 _S_ 2).

Zfejmé
€n = €y =0 (2,7
a podle (2,2) a (2,5)
‘ €+ €1+ €3 =10,
s =0. } (_2’8)
Ponévadz
[dwys] = 85[wy; — @q, 0] + [w19 + 5w — wy,), W],
[dw,] = [we — @y, ©,] — [0y, @] , (2,9)
[dw,] = [ayw; + W — wg, @,] ,
je

Oy = ay(e3; — €39) @ + ()9 + g€, — €55) 0,
0w, = (€9 — €11) W — €500, , (2,10)
0wy = (€g — €25) W, -

Diferencujeme-li rovnici (2,5) pouze vzhledem k sekundédrnim parametriim,
dostaneme tedy v dusledku (2,3):
da, — 3e;a, = 0, }

2,11
0a; — €0, + (6p—€11) Gy — €3 = 0. ( )

Devét forem e,, (0 < 7, 8 < 2) je linedrnimi kombinacemi diferencidlt péti
sekundédrnich parametrii, a tedy mezi e,, existuji pravé ¢ty¥i nezavislé relace.
Jsou to (2,7) a (2,8). Formy

€115 €21, €0 — €11, €10 (2,12)
jsou tedy nezavislé a diferencidlim sekundarnich parametri lze dat takové

hodnoty, %e se anuluji vSechny formy (2,12) aZ na jednu. Takto dostaneme
podle (2,11) pro a,, a, étyti infinitesiméln{ transformace o symbolech

a 7 a 7 a 0 0
10a,> " oay’ *oa,’ day’

Za predpokladu
a, =0 (2,13)
miizeme tedy polozit
a,=1 a;,=0, (2,14)
tak¥e podle (2,5) '
Wy = W, . (2,15)

Repery 1. fadu, pro které platf (2,15), nazveme repery 2. fddu (vrstvy V).
Dfive neZ nalezneme geometricky vyznam relaci (2,13) a (2,14), zodpovime
jednu otézku, tykajicf se nulové korespondence N.

232



3. PoloZzme

oo = [Ag4;], o, = [Aods], &3 =[4,4,], (3,1)
takze podle (2,1)
dorg = — WogOtg — W1pXy — WegXsg
dop = — w00 — W6 — Wg, %5 , (3,2)
doy = — W0 — W30 — Wyey -

V nulové korespondenci N jsou p¥i oznadeni (3,1) zfejmé sdruZeny bod 4,
a pf{mka «,. Definujme déle analytickou pifbuznost P relacemi

PAy=«,, PA, =¢0n,, P4, = ¢, (3,3)
kde

&, 86 =41
a zkoumejme, zda je mozZno volit vrcholy A4,, 4, reperu 1. ¥adu tak, aby tato
pibuznost P byla — ve zndimém smyslu definovaném E. Cechem — teénou
pifbuznosti ke korespondenci N v bodé A4,. Podminka pro to, totiZ
PdA, = da, + Ax,,
je podle (2,1,), (3,2;) a (3,3) vyjadfena relacf
Wy + E1001%1 + 5030 = —— Wy0rg — W1p%; —— WypXy + Acky .

V dusledku linedrn{ nezévislosti pfimek «,, «,, &, je splnéna tehdy a jen tehdy,
kdyz .

g =—1,
W9 = — &0y, (3,4)
A= —wy,. (3,5)

Snadno se zjisti, Ze rovnice (8,4) je v involuci & jeji fedent zdvisi na jedné funkcs
dvou argumentit, coZ je ndm ostatné jiZ zndmo z odst. 2.
MuzZeme tedy Fici: K nulové korespondenct N, uréené jakoukoliv vrstvou V,
existuji tedné pribuznosti P definované jen relacemr tohoto tvaru (3,3):
PAy=0«,, PA, =+ &, PA4;=—n,.

Poznamenejme, Ze pfi ¢, = 1 a jen tehdy je pifbuznost (3,3) polarita vaéi
kuZeloseéce (K) resp. (L), kde

K=A4,+t4, + }* 4, (3.6)
resp.

L=—A4,+t4, + 32 A4,, (3,7)
podle toho, zdali &, = — 1 resp. &, = 1 (¢ je oviem parametr bodu na kuZelo-
seéee). To znamend, %e k nulové korespondenci N meexistuje teénd polarita.

Volba & = 1 nebo & = —1 je geometricky bezvyznamni. Zvolime pro
dal¥f Gvahy :
g =—1 (3,8)
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& ku¥elosetku (3,7) nazveme basi pfibuznosti P, definované relacemi
‘ PAy=«a,, PA,=—a,, PA;=—u,. (3,9)

4. Vygetfime nyn{ geometricky vyznam p¥edpokladu (2,13) a pak volby
(2,14).

Ve vrstvé V je jeji kfivka (A4,) prochazejict bodem A4, definovana rovnicf
. wy =0, (4,1)

t. j. v = konst. P¥i platnosti rovnice (4,1) formy w,, (0 < r, s < 2) oznadime
w,,. Je tedy podle (2,2) a (2,5)

Wy + Wy + Wy =0, w;, = a0y,
a oviem
Wep = 0.

Z relacf (2,1) plyne pak snadno (d znamens nynf diferencovéan{ pi‘i v =konst.):

dA—“wOOA0+w01 1> }(42)
dsAo (dwoo + woo + wmwm) Ay + (dwy, — w(nwzz) 4, + a1w01 - ’

V jistém okoli bodu 4, plat{ pro bod 4 kiivky (4,) rozvoj
A= A,+ d4, + 3d24, + ...,
takZe v reperu 4,4,4, ma bod 4 soufadnice:

Yo =1 + oo + H(dge + W + Bu®10) + (3)
h= w01_+ H(dwy, — wy,w45) + (3) (4,3)
yﬂ = %a‘lwgl + (3) )

kde (n) znadf vyraz ¥4du alespoii n v diferencisdlech parametru » a parametri
sekundarnfch (bodim A, 4,, A, ptisuzujeme zde soufadnice (1, 0, 0), resp.
(0, 1, 0), resp. (0, 0, 1); podobné i v nasledujicim).

Podle (3,24) a (2,5) znamena a, = 0, Ze pfi (4,1) je pi{imka «, geometricky
pevna. Znamens tedy piedpoklad (2,13) vyloudeni pfimkovych vrstev, t. j. vrstev,
tvofenych vesmés pfimkami. Geometrie takové vrstvy se oviem redukuje
na geometrii k¥ivky, kterd je obalkou jejich pifmek. P¥i vrstvé V, kterd neni
pi{mkova, existuje v oblasti 7' vidy oblast T C T, v niZz zadna k¥ivka
vrstvy ¥V nemd inflexni bod. Pro jednoduchost budeme v dal§im p¥edpo-
klddat 7" = T.

Kuzelosedka
K = A4, + t4, + 32 A4, (3,6)
mé v reperu Aq,4,4, rovnici
: e — 2y = 0.
Podle (4,3) je S
% — 2y = (1 —a;) o} + (3), (4,4)
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takZe volbou
n=1 (2,14,)
doséhneme, Ze kuZelosedka (3,6) mé s kfivkou (4,) vrstvy V v bodé 4, styk
alesponi 2. ¥adu. :
Sit kuZelosedek, z nichz kazdd mé v bodé A4, s k¥ivkou (4,) styk 2. fadu,
oznadime X,. Vreperu 4,4,4, mi tato sit p¥i (2,14,) podle (4,3) a (4,4) rovnici
Yi— 292 + 22y:9a + 192 = 0, (4,5)

kde 1 a p jsou parametry. Involutorni centrickou kolineac{ se stfedem v bodé
A, a osou v libovolné pf¥imece neprochazejicf bodem A4, prejde sit (4,5) v sif

Y+ 2yoys + 28 Yy, + w'ys =0, (4,6)

ktera, jak se jednoduchym vypodtem zjisti, je nezdvisld na volbéosy uvedené
kolineace. Sit (4,6) oznadime X,. V nf je obsaZena i kuzelosetka y; + 2yy, = 0,
t. j. kuZelosetka

L=—A4,+1tA, + 312 4,. (3,7)
Z vysledki odst. 3., z (2,5), (3,4) a (3,8) je dale zfejmé, Ze p¥i volbé
a;=1, a=0 (2,14)

a jen pii nf je pi{buznost P urdend relacemi ‘
PAy=0«,, PA, =—«,, PA;=—u (3,9)

teéna k nulové korespondenci N v bodé 4, VySetfime nyni, co tvoif base
téchto piibuznosti.

Diferencujeme-li vnéjsim zpiisobem rovnici (2,5), dostaneme
[3“1w11 —da,, 0] + [wy + 810 — da, + ay(wy; — wy) + G0, 0] = 0.
PouZijeme-li na tuto rovnici Cartanova lemmatu, zjistime podle (2,7), Ze z volby

(2,14) plyne
1 =0, eo+ey=0. (4,7)

Prvnf rovnice, k niZ vede volba @, = konst. = 0, nemé geometricky vyznam.
Abychom nalezli vyznam druhé rovnice (4,7), uvaZme, %e pro repery 2. fadu
téhoZ bodu A, platf podle (2,1), (2,7), (2,8) a (4,7):

04, = exnd, ,

04, = ed,, ' (4,8)

0A, = exdy — €104, — eppd, . ,
Z téchto relaci ihned plyne: Je-li bod 4, geometricky pevny, pohybuje se bod
4, po geometricky pevné pffmce «, a naopak; a je-li bod 4, geometricky
pevny, plati totéZ o pifmce «, a naopak. To v8ak znamend, Ze bodu 4, je
prostfednictvim repert 2. ¥ddu p¥ifazena korespondence, jeZ bodu 4,, ne-

235



lezfcimu na teénd k¥ivky (4,) vrstvy V v bod$ 4, pfifazuje urditou p¥mku oq.
DokéZeme, ¥e kfivky této korespondence (t. j. kfivky, které v kazdém svém
bod® 4, se dotykaji pi{mky «, odpovidajici bodu 4,), které jsou podle (4,8)
dény diferencidlni rovnicf

=20,

jsou kuZeloselky, tvofici base pifbuznosti (3,9). Zvolime-li 4,4,4, za ]e]mh
reper v bod& 4,, vidime snadno, %e tento reper zévisf uz pouze na ]ednom sekun-
dérnfm parametru a Ze je geometricky fixovan. PonévadZ

[dee0] = O,

jak plyne z (2,7), je ey Gplny diferencial, takZe posledni sekundérni parametr
miZeme volit tak, aby
: € = 0.
K¥ivky (4,) uvaZované korespondence jsou pak dény rovnicemi
04y = —epd,, 04, =epd,, 84,=10 (¢, +0).
Polozime-li e,, == 8t', dostaneme
A, =t4,+0C,, Ay=—324,—tC,+ C,, (4,9)
kde C,, C, jsou (pfi e, = 0) analyticky pevné body. Tim, #e polozime jedtd
#t=2a }t’ C; = L, ziskdme z (4,9)
L=—Ad,+tAd, + 3t A4,. (3,7)
Tato rovnice viak znamend, Ze kfivky vySetfované korespondence patif do
sité X, a jsou basemi p¥fbuznost{ (3,9). Tvo¥f oviem jednoparametricky systém,
ktery oznadime X,. Pondvad% pak, jak jsme vyZe zjistili, pfi geometricky
pevném bodu 4, je geometricky pevné i piimka «,, maji kuZelosecky systému

X, touf poléru pro libovolny bod pHmky oy, takie tvoi svazek kuZelosedek,
které maji navzdjem v bod® 4, styk 3. fadu.

. Tim jsou Gplng charakterisovany repery 2. fadu.

Uvedme vyslovng, Ze pomoci pffbuznosti P, definované relacemi (3,9), jsme
vybrali ze sfté X,, kterou ke ka¥dému bodu A4, néjaké k¥ivky vrstvy V lze
gestrojit ji¥ pomoci jeho okolf 2. ¥adu, svazek X,, jinymi slovy, ka¥dému bodu
A, kfivky vrstvy V lze pfifadit projektivné tnvarianinim zpisobem 1% pomoci
jeho okolt 2. Fddu svazek kuzeloselek, které maji navzdjem v bodé A, styk 3. Fddu.

Nyni budeme studovat rovnici w,3 = w,.

5. Z rovnice

‘ w1y = @y, ' (2,15)
charakterisujicf repery 2. ¥ddu, dostaneme vnéjiim diferencovanim

3[w0,] + [y + @y, wg] = 0,
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a tedy pomoc{ Cartanova lemmatu
3wy = 2(wy; — wyp) — (Wgg — W) = by, + by, , } (5,1)
wyo + Wy = bywy + byw, .

Tyto relace jsou fundamentilni pro viechna daldf vySetfovéni. Podle (2,7)
z nich plyne ,
en=20, €9+ ey=0, (4,7)

takZe zbyvaji 3 nefixované sekundarnf parametry.

Diferencujeme-li vnéj§im zpisobem relace (5,1), ziskdme rovnice

[db; — 3(wyo — Wg1) — by(@1; — W), @3] + l
+ [dbg — bywg; — by(wee — W), wp] = 0,
[db; — bywgy — by(wey — W), 1] + (5,2)
+ [dby — 2b,w4; — by(@y; — weg) — ba(wag — wg) + by, 0] =0,

z nichZ opét plyne:

db, — 3(wyg — wgy) — by(wy; — wy) = €0, + C00,, T
db, — bywy; — by(wgy — wgy) = €y + Cyw, ) (5,3)
dbg — 2b,w4; — bg(wy; — weg) — b3(wyy — wyg) + b:wl = C3w; + CW; .

Vzhledem k (2,7), (2,8,) a (4,7) ziskdme z (5,3):

b, = 6e1p — €nby ,
0by = — e10by — 2eqeby (5,4)
663 _ — 2elob2 —_— 3600b3 .

Ponévadi podle (2,7), (2,8) a (4,7) formy ey, €0 jsou jesté nezavislé, jsou pil
zméné sekundérnich parametri koeficienty b,, b,, bs vazany infinitesimalnfmi
transformacemi o symbolech

0 0 0 0 0 0
'—‘bl—a‘b—l '—'2b255; ———3bsa-—b3 resp. | 6_67): ——'bl 6—b—, -—-262-676—3.
Prisludné koneéné rovnice jsou:
by=ble~#, by =ble~%, b, = ble~% (5,5)
Tesp.
bl = 61 + b:,
by=— — 34— A+ B, (5,6)

by — 24° + b2 — 260 + B¢ ;
b, by, b3 jsou integralni konstanty.

Podle relaci (5,6) 1ze vidy vhodnou volbou zbyvajicich sekundérnich pé.ra-
metri a.nulovg.t alespoii jeden libovolny koeficient b, (1 = 1, 2, 3), a je-li ze
zbyvajicich koeficientdi alespoii jeden rizny od nuly, pak podle relaci (5,5)
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Ize mu dét libovolnou nenulovou numerickou hodnotu. S vyjimkou piipadu,
kdy anulovdnim jednoho koeficientu b, se anuluji i zbyvajic{ dva, znamena
prévd uvedend volba koeficientd b; fixovani dalsich dvou sekundarnich para-
metri (ve vyloudeném piipadé jednoho), takZze pak zbyva jediny posledni
sekundarn{ parametr (ve vyloudeném piipadé dva).

Z relacf (4,8) a (5,4) je zfejmé, Ze fixovani sekundarnfho parametru podle
kterékoliv z relacf (5,5) nemé geometricky vyznam. AvSak z téchZe relaci
plyne, Ze anulovdni kteréhokoliv z koeficientw b; znamend geometricky pevnow
volbu bodu A,, atedy i pfimky o, = [4,4,) ve viech reperech 2. fadu (4,8),
piisludnych bodu A4,. P¥ivolbé b, = 0 resp. b, = Oresp. by = 0 nazveme p¥imku
oy = [A,A,] prond resp. druhou resp. treti projektivni normdlou vrstvy V v bod¢
A, anebo kratce jen prvnf aZ tfet{ projektivni normalou, nebude-li obav z ne-
dorozuméni. Z relaci (5,6) je zfejmé, Ze v kafdém bodu A4, existuje prdvé jedna
proni projektivni normdla, nejvyde dvé rizné druhé a nejvyde tii rizné tieti pro-
jektivni normdly vrstvy V. i-tou projektivnf normalu (+ = 1, 2, 3) budeme znadit
ny.

K#ivky, které v kazdém svém bodé se dotykajf projektivni normély =,
vrstvy V v tom bodé, tvoii zfejmé vrstvu, kterou oznaéime SV, Analogickym
zplisobem definuji druhé resp. tiet{ projektivn{ normaly (nejvyse) dvojnasob-
nou resp. trojndsobnou sif kfivek, kterou oznaéime S® resp. 8®); r-nasobnou
siti (r = 1, 2, 3) rozumime systém r rdznych vrstev v néjaké oblasti roviny
S,, kde kazdym jejim bodem prochazi pravé r kiivek toho systému, z nichz
ka¥déd mé v ném rtznou tednu. Vrstvy sité S® resp. S‘?” oznaéime S (j = 1,2)
resp. 8¢ (1 = 1, 2,3).

Vysetifme nyni geometricky vyznam normél n,, n,, ng.

Utijeme oznadeni, zavedeného na zadatku odst. 4. Z (4,2) a (2,1) plyne pii
(2,14,) 8 w, = 0: _

d%4, = (.) 4o + (.) 4, + 30y doy4,

(koeficienty pfi 4,, 4, nis nezajimajf), takZe rovnici (4,3;) lze takto doplnit:

Yas = ‘}6:1 + ‘}.501 d-“;m + (4) - (5,7)
Z (4,3,), (4,3,) a (5,7) vychaz{ _
Yi— 2YYs = -“_’:1;’11 + (4) . (5,8)

Avdak podle (5,1,) je w;; = 0 tehdy a jen tehdy, kdyZ b, = 0, nebot @, + 0.
Z toho a (5,8) plyne geometricky vyznam prvni projektivni normaly vrstvy
V v bodé 4,. Je to jedind p¥imka jdoucf bodem A,, kterd mé tu vlastnost, ze
" involutorni centrickéd kolineace se stfedem na této pi{mce a osou v teénd
k¥ivky (4,) vrstvy V v jejim bod® A, transformuje svazek X, ve svazek kuzelo-
sedek 2y, které viechny maji s kiivkou (4,) v bodé 4, styk 3. radu.
"Anulovanim koeficientu b, nebo b; pfifazujeme bodu A, kiivky (A4,)
vrstvy V prostiednictvim reperi 2. fadu projektivné invariantnim zpu-
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sobem pifmku «, = [4¢4;] a kazdému jejimu bodu A, riznému od 4, pimku
&, totiz teénu kuzelosetky svazku X, v jejim prusediku s pfimkou «, (rizném
od 4,). Uvazujme nynf kiivku I', kterd nemusi patfit mezi kiivky vrstvy V
a kterd nenf pfimkou. Pak s touto kfivkou miizeme spojit pomoci jejich bodd,
které patif kiivkam vrstvy V, zpisobem pravé uvedenym nulovou korespon-
denci N*, definovanou jednozna¢né alespoti v jisté oblasti roviny §,, pro niz
miizeme psat:

N*4, = — o, .
Ponévadz podle (3,9;) PA, = — «,, md korespondence N* s pifbuznostf{ P
v bodé A, analyticky styk 1. fadu tehdy a jen tehdy, kdyz
Pd4, = dN*4, + uN*4, = — dag— px (5,9)

z ¢ehoZ plyne podle (2,1,), (3,9) a (3,2,):

Wy + Wy =0
¢&ili podle (5,1,)
by, + byw, = 0. (5,10)

(5,10) je nutna a postadujici podminka pro to, aby korespondence N*,
spojend prostrednictvim pi{mek «, s kfivkou I, spliiovala relaci (5,9) (t. j.
méla s pibuznosti P analyticky styk 1. fddu v libovolném bodé A4, =+ 4,
piimky «,). Rovuice (5,10) je splnéna identicky tehdy a jen tehdy, kdyz

by =">b,=0;

to znamena, Ze pouze v piipadé, kdy (v kazdém bodé vrstvy V) splyva druhs
projektivni norméla se t¥eti v pfimce «,, korespondence N* spojens s libevol-
nou kiivkou I" splituje relaci (5,9). ‘

Vyluéme v dal$im tuto moznost. Volime-li b, = 0, je podle (5,10) o, = 0.
To znamens, e bereme-li za pHmky «, tedny jedné z vrstev sité S¥, lze
relaci (5,9) vyhovét jen tak, Ze za kiivku I' vezmeme kteroukoliv k¥ivku
vrstvy V.

Pii b; = 0 je podle (5,10) pro k¥ivku I"

w,=0. (5,11)
Podle (2,1,) jsou touto rovnief dany k¥ivky, které se v bodé 4, dotykaji ptimky
oy = [444,]. Volme za pH{mky «, tedny jedné z vrstev sfté S®, o nfz nejdiive
predpokladejme, Ze nenf pffmkovi. Tato volba znamend b, = 0, a rovnici
(5,9) lze tudiz v tomto p¥ipadé splnit jen tak, Ze za kiivku I" volime nékterou
kiivku vybrané nept{mkové vrstvy sité S®.

Nyni pfedpoklidejme, Ze tato vrstva je piimkova. Pak je podle (3,2,) a
(6,11) [wyy,] = 0, a tedy podle (5,1,) i [wqw,] = 0. Z toho a z (2,1,) plyne, Ze
v tomto p¥{padé pat¥f k piimce «, ty% (geometricky) bod 4,, jinak Fedeno,
piimka &, = n; mé tyz pél vzhledem ke viem svazkim Z,, pHsludnym jejim
bodéim, uvaovanym jako body k¥ivek vrstvy V.
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Je zfejmé, Ze uvedené vlastnosti projektivnich normal jsou pro né charakte-
ristické. Jinymi jejich vlastnostmi se jeité budeme zabyvat v odst. 8., 9. a 186.

6. UvaZujme piimku, prochézejici libovolnym bodem 4, vrstvy V
[4o, @14, + wa4,] . (6,1)
VyBsetfime, kdy je prvni, druhou anebo t¥etf projektivni normaélou vrstvy V
v bodd A4,. .
Ponévad? vechny tyto normaly jsou vidy rizné od teény kiivky vrstvy V
v bodé 4, miZeme pfedpoklidat

w, +=0.
Polozme pak

a dosadme za 4 do pravych stran relaci (5,6). AZ na nenulové fa.ktory dosta-
neme formy (pfSeme b, misto b%; 1 = 1, 2, 3)

¢ = — 8w, + by, , _
@y = — 30} + bw,0, + bzw, , (6,2)
@3 = — 20} + b wiw, + 2b,0,03 + byw} .
Z (2,10), (4,7) a (2,8,) plyne
' 0w, = ego; + €10y, Owy = €005 . (6,3)

Utijeme-li relaci (5,4) & (6,3), snadno zjistime, Ze pfi zméné zbyvajicich t¥
nefixovanych sekundérnich parametrd, totiZz v reperech 2. ¥adu, plati

0p; = €pP1, Opy = 26009y, 0Pz = 3eyps - (6,4)

Z téchto vztahl plyne, Ze pf{mka (6,1) je tehdy a jen tehdy prvnf resp. druhou
resp. tfeti projektivni normélou vrstvy V v bodé 4,, jestliZe

@, =0 resp. @, =0 resp. @3 =0. (6,5)
Tyto rovnice jsou tudf% i diferencidlnimi rovnicemi vrstvy S® resp. sft
8(2), S®,
Podle (6,4) jsou formy ¢,, @;, @5 invarianty 3. fadu. Lze z nich utvofit dva
nez4vislé absolutn{ invarianty 3. ¥4du, totiz
P2 Ps
= a 22,
4 S 1
Mezi pfimkami (6,1) je teéna kfivky vrstvy V v bodé A4, charakterisovéna
rovnicf wy, = 0. Je tedy podle (6,2) dvojice druhych projektivnich normal
resp. prvnf projektivnf normala vrstvy V v bod® 4, prvni resp. druhou po-
larou tedny kfivky vrstvy V- v bodé A4, vzhledem ke trojici t¥etich projektiv-

nfch normal vrstvy ¥V v bodé 4,. Specialné tedna k¥ivky 8 prvni a druhé pro-
jektivn{ normély tvo¥f harmonickou &tvefinu.
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Resultant forem ¢,, @, resp. @,, @s resp. @,, @5 oznaéime R,, resp. R4 resp.
R,;. Jest: '
R, = b+ 12b,,
Ry, = b + 18b,b, + b4b,, (6,8)
R,; = blby — bib, + 18b,b,b — 16b3 + 27b3 ,
a jak se snadno zjisti,
R, — R}, + 108R,; = 0. (6,7)

Resultanty (6,6) musi byt invarianty 3. ¥ddu; a vskutku, pouZijeme-li relac{
(5,4), nalezneme:

[ 4
0R)y = — 2eooRm y ORyy=— 3300R13 y ORyy = — 6BegoRyy . (638)'
V dusledku relace (6,7) 1ze z nich sestavit jediny nezavisly absolutni invariant
3. fadu
R,
B
V odst. 12. a 13. uddme geometricky vyznam tohoto invariantu.

Kombinacf resultantii (6,6) a forem (6,2) dostaneme podle (6,4) a (8,8)
dal&f absolutni invarianty 3. ¥adu, na p¥.

(6,9)

P2 P 91

Ry’ Ry’ Ry
atp.
7. Pfedpokladejme, Ze pro vechny body 4, néjaké vrstvy pla,ti mezi koefi-
cienty b,, b,, b; néjaka relace
F(bl’ bz, bs) =0 ’ (7’1)
ktera spliiuje tyto dvé podminky:
1. Alespoii pro jedno ¢ (2 =1, 2, 3) je

EF"F +0; (7,2)

2. oF = oF ,
kde o je néjaky faktor.
VySeti{me nyn{ integrabilitu systému
Wyg = Wy ;
3wy = by, + by, , (7,3)
Wy + Wy = byw; + byw, ;

F(by, by, by) = 0.

Vybereme pfedné takovy koeficient by, pro ktery platf (7,2). Zbyvajicim dvéma
koeficientim muZeme podle (5,56) a (5,6) ddt numerické hodnoty. V ditsledku
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(7,2) nabude pak i koeficient b, numerické hodnoty a systém (7,3) se uzavie
rovnicemi (6,2), v nich%

db, = db, = dby = 0.

Snadno se pak zjisti, Ze systém (7,3) je v involuci a Ze jeho FeSenf zavisi na
dvou funkeich jednoho argumentu.
Predpoklédejme 28 druhé, Ze mezi koeflclenty by, by, by plati krom& (7,1)
jesté jedna relace
G(by, by, by) = 0, (7,4)

které spolu s relacf (7,1) spliiuje podminku 2. a Ze jesté matice

oF oF oF

db;, @b, b,

oG oG oG

db, b, b,
m4é hodnost 2. Permutaci ¢isel 1, 2, 3 oznadme ¢,, ¢y, i;. Pfedpokladdejme jesté,
%e pro néjaké b; = 0 je determinant tvofeny sloupci i,-ty a i-;tym matice
(7,6) nenulovy. Volbou jednoho sekundarniho parametru miZeme podle (5,6)
dosdhnout toho, aby b, = 0, & tim dat i koeficientim b, b; numerické
hodnoty. Ty v8ak musf byt nutné takové, aby uvedené fixovani koeficientu
b; vedlo jen k jedné relaci mezi formami e,,, nezavislé na (2,7), (2,8) a (4,7).
Ale to nastane podle (5,3) jediné p¥i

by=b,=b,=0. (7,6)

Mohou byt tedy relace (7,1) a (7,4) pouze toho tvaru, Ze anulovanim koeficientu
b;, plyne z nich (7,6). Vrstvy, pro jejichZ koeficienty b; takové dvé relace plati,
jsou charakterisovany p¥i vhodné volbé reperd systémem rovnic

Wy = Wy ]

7.7

wy =0, w10+w21=0_:1 (™.7)
ktery se uzavie rovnicf

[0 — wgy, 0] = 0.

Je tedy systém (7,7) v involuci a ]eho fefen{ zavisi na jedné funkei jednoho
argumentu.
Vysledku tohoto odstavee pozdéji uz1]eme

8. Z vysledki odst. 4. a ze zndmych vlastnostf projektivni normaly rovinné
kfivky je zfejmé, Ze pouze prvni projektivni normdla vrstvy V v jejim bodé
A, miZe byt projektivni normdlou k¥ivky (4,) vrstvy V v bodé 4,. Projek-
tivni norméla n, vrstvy V a projektivni normaéla jeji kfivky (4,) v tychZ
bodech A, vrstvy V splyvaji tehdy a jen tehdy, kdyZ je moZno volit repery
bodi 4, vrstvy V tak, aby pfi .
w, =0, - . o (8,1)
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t. j. na k¥ivkach (4,), platilo pro né:

dAO = wlAl ’
d4, = —kw,4, + w,4,, (8,2)
d4, = 0,4y — ko A, ;

[dw,] =0, [dkw,]=0.

(8,2) je totiz normalnf reper kfivky (4,), jehoz p¥imka [4,4,] je pravé pro-
jektivni norméla; w, je diferencidl projektivniho oblouku a k projektivni
k¥ivost kiivky (d,)-

Zjistime nynf, kdy je moZno provést naznalenou normalisaci reperi, a to
jejich postupnym fixovanim.

V relacich (5,1) volime oviem

b,=0, (8,3)

takZe mame

2(wy; — Wpg) — (Wgp — Wgg) = by, Wy + Wy = byw; 4 byw, . (8,4)

(8,3) znamend fixovani tfetfho sekundarnfho parametru, a proto pomoci
vnéjstho diferencovanf rovnic (8,4) musime dostat pravé jednu relaci jen
mezi formami w,, (0 < 7,8 < 2) nezavislou na (2,2), (2,15) a (5,1). Podle
(5,3) a (8,3) je to zFejmé

Wyg — Wy = €0y + Cwy, . (8,5)
a tedy vzhledem k (4,7,)
€10 =265 = 0. (8,6)
Je tudfz podle (5,4), (2,10), (2,8,), (4,7) a (8,6) '
8by = — 2e49b, , Oby = — 3eyb, ; (8,7
0w, = e, , 0w, = 2egw, . (8,8)

Z (8,5), (8,7) a (8,8) snadno zjistime, Ze
dc; + 2e4C; + 2e49 = 0,
dc + 3euc = 0.
Potom mizeme volbou étvrtého sekundarniho parametru anulovat koeficient

¢, v (8,5), takZe dostaneme
Wi — Wy = CW, . (8,5")

Diferencujeme-li vnéj§né tuto rovnici, obdrzime
2[waem;] + [de — c(wyy — wg + wyy — wo) + 303wy, w,] = 0,
z éehoZ

wy = f,0; + fo,, (8,9)
€y = 0. (8,10)
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Podle (8,6), (8,10) & (8,8) plati pro koeficienty f,, f v (8,9):
Ofy + Bewfr = 0, Of + def =0

takZe za pfedpokladu
h+0
miizeme posledni sekundérnf parametr fixovat tak, aby fi = 1. Pak je
Wy = @y + fo, (8,9')

a vnéjiim diferencovanim dostaneme
[w11 — @ + ©g5 — woo, ;] — [df — 2f(wy; — o) + 3b5(1 — ¢) wy, w,] =0,

z &ehoz vychézi

W13 — Weo + Wgs — Wog = 103 + JoWs» (8,11)

o = €3 =0,
takZe repery jsou uZ zcela normalisovany. Z (8,4), (8,5), (8,9’) a (8,11) plyne
pro né:
3(wy; — wp) = g10; + (92 + b;) @2
3(wag — W) = 29,0, + (29, — by) @35
Wyg = W; ;5 (8,12)
2059 = byw, + (bs + ¢) Wy, 2wy = byw, + (bs—¢) wy;
Wy = Wy + fo, .

w,, Wy, by, by, ¢, f, g, g, jsou oviem invarianty. Pro w;, w, plat

_ [do,] = §(2g, — by) [0,0,], [dw,] = — §g1[wy,] (8,13)
a Uplné integrabilita systému (8,12) je vyjidfena podminkami:

[dbw,] = (§ a9, — 3¢) [wyw,],
[dbyw,] + [dbsw,] = (bsgy —'§b2(292 — b)) [w,0,],
[dew,] = (— #b3 + cg; + 2f) [w@.] , (8,14)
[dfws] = (3b(1 + ¢) + $fg1 — ¢2) [@0100:] ,
[dg101] + [dgyw;] = (— $(bs + ¢) + 3 — 3bygy + 3Do9: + 3919,)[,100,].

Je zfejmé, %e jind normalisace reperti vrstvy V neni v nafem problému
mo#né. Déle je jasné a bez obtfif se verifikuje vypodtem, ze volba ¢, = 0
v rovnici (8,5) znamend (geometrickou) identifikaci vrcholu 4, naseho reperu
vrstvy ¥V s priseéfkem prvni projektivni normaly vrstvy V v bodé 4, s oskuladn{
kuZelosetkou k¥ivky (4,) vrstvy V v bodé A,.

Z (8,2), (8,12) a (8,13,) plyne, ¥e prvni projektivni normaly vrstvy splyvaji
8 projektivnimi normélami jejich k¥ivek tehdy a jen tehdy, kdy%

=0, (8,15)
t. j. kdy% o, je (po provedené normalisaci repertt) tiplny diferencial.
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Jekté je tfeba vySetfit integrabilitu systému (8,12), v ndmZ plati (8,16).

Systém se uzavie rovnicemi (8,14, 34) & rovnicf
[dgeew,] = $(6 — 3bs — 3¢ + byg,) [@,] -
Je v involuci a jeho FeSen{ zavisf na péti funkcich jednoho argumentu.

Méme tak tento vysledek:

Vrstvy, jejiché proni projektivni mormdly jsou projektivnimi normdlams
jejich kftvek (v tychZz bodech oviem), existuji a zdvisi na péti funkcich jedné
proménné.

Soudasné je vidét, Ze prosfi"ednictvim takovych vrstev lze bodu 4, kazdé
jejich kiivky p¥ifadit projektivnf normélu jiz pomoof okolf 3. ¥ddu bodu 4,

9. Uvedeme jesté jednu zajimavou vlastnost druhych a pak t¥etich projek-
tivnich normal vrstvy V.

Z (2:1)’ (2’15) a (5’11) plyne
w, A4y — w, d4; = (0,4 — Wawy0) Ay — F(— 3w} + byw,w, + baw:)Al

Tato rovnice znamend, %e v reperech 2. fadu plati takové dvé relace mezi
faktory aritmetickych bodi 4,, 4,, 4,, Ze

[4,d4,dd,] = 0
tehdy a jen tehdy, kdyz @, = 0, t. j. kdyZ bod 4, opisuje kfivky sft§ S®.

Vratme se jeité k pifbuznosti P, definované v odst. 3. relacemi (3,9)! Repery
2. ¥adu jsme volili tak, aby v nich

Pdd, = doay— w5, , (9,1)
kde ovem «, = NA, = PA,. Z (2,1), (3,9) a (3,2) nalezneme:
P 424, = — (dw, + wf — Wywy;) &g — (dw; — Wy + Wewy) & — (.) &y,
Aoy = — (dwy, — w: + @wyy;) xp — (dw; + w00 — Wwyo) 3 — () &g ;

koeficienty p¥i «, nds nebudou zajimat. Polotme jests

0, = 20}, 02,=bo]+ 2b,0,0, + b0, . (9,2)
Snadno zjistime, Ze plati:
P a4, = d*oy — 2wy, doy — (Loxg + y019) + (2) 2z (9,3)
Takovou piimku
[4q, @, 4, + w,4,], - (6,1)
pro niz .
2,=02,=0 resp. 2: 92, =w,:0,, (9,4)

nazveme podle E. Cecha hlavni resp. charakteristickou pFimkou. Z (9,2), (9,4),
(6,25) a (8,55) je zfejmé, Ze charakteristické ¢ hlavni primky splyvaji 8 tretimi
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projektivnimi normdlami vrstvy V. Geometricky vyznam hlavnich resp. charak-
teristickych pfimek, zaloZeny na relacich (9,1)—(9,4), je specialnim pi{fpadem
v&t (po p¥Hsludnych duélnich transformacich), které uvadi E. Cech ve své praci
o projektivnich diferencidlnich vlastnostech korespondenci mezi dvéma pros-
tory (8ast I, odst. 8).

Jinou zajimavou vlastnost tfetich projektivnich normal uvedeme v odst. 16.

10. Predpokladejme, Ze vrstvé V jsme néjakym projektivné invariantnim
zpuisobem p¥ifadili vrstvu V', jez spolu s vrstvou V tvo¥{ dvojnasobnou sit,
a zkoumejme, zda je moZno volit repery 2. ¥adu vrstvy V tak, aby byly sou-
dasné repery 2. ¥adu vrstvy V' (viz odst. 2., kde byly definovany repery 2.
Fadu vrstvy k¥ivek). K tomu je piedevsfm nutné volit pfimku [4,4,] reperu
bodu 4, v teéné v bodé A, té kiivky vrstvy V', kterd jim prochazf, a o vrstvé ¥’
predpoklidat, Ze nenf pi{mkova.

Ponévadz podle (2,1)

d4, = wxd, + w4, + ,4,,
dA4, = wy0dy + wyd, + w4, , (10,1)
d4, = w04y + 0,4, + 0,4, ,

je nafe otdzka analyticky formulovdna rovnicemi
Wiy = Wy, Wy = W, . (10,2)
Systém (10,2) se uzavie rovnicemi
3wy 0,] + [wyows] = 0, [wyw,] + [wyw,] = 0,

z nich% plyne podle Cartanova lemmatu:

3wy, = blwl + by, , } 1

0,3
W19 = by, + (by— 1) @, ; (o)
we = (fs— 1) 0, + Py, | (10,4)

3wy = faw; + P00, .

Je ihned vidét, Ze systém (10,2) je v involuci a jeho Fedeni zdvist na dvou funkcich
dvou argumenti. Pozadavky (10,2) lze tedy splnit u kazdé dvojnasobné ne-
pimkové sité, a jak plyne z (10,2)-—(10,4), je jimi reper uplné normalisovan.

Zv1asté je mozno uvedenym zplsobem normalisovat repery, volfme-li za
vrstvu V’ nékterou z vrstev (kterd neni p¥imkova)

SM gD g6 (i 1,2 i=1,2,3).

Plat{ pro né:

d4, = wpd, + 0,4, + wa;Az ’ dd, = wpd, + 0,4, + 0,4,

dAx = wpdy + 04, + 0,4, ¢ili d4, = Weody + wpd, + wyd,, t (10,5)
dd, = wydy + @4, + wpd,, d4, =

w0dy + 0,4, + wnAl,
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kde

3(1)11 - blwl + b2w2
’ 10 ’
Wy + W = byw; + byw,, (10,3')
3w,y = ﬂlwz + ﬂ2w1 ’ }
10,4’
Wy + 0y = fawy 1 Bywy, ( )

a podle toho, volime-li za vrstvu V' vrstvu 8™ resp. nékterou z vrstev S/
resp. 8%, je tfeba v rovnicich (10,3’) anulovat invariant b, resp. b, resp. b,.
Z relacf (10,5) a (10,4") je okamzité patrny geometricky vyznam invarianti
B1, Ba, Bs; By = O resp. f, = 0 resp. B3 = 0 je nutna a postadujici podminka
pro to, aby vrstva ¥V byla vrstvou 8™ resp. vrstvou sfté S® resp. sité S®,
piislusnych k vrstve V',

Pro invarianty w,, w, nalezneme snadno z (10,3") (10,4') a (2,2):

[dow,] = (20, + B)) [0yw,] , 1

(o] = 3, + 26,) [0,1] 1 | (106
takze podminky integrability rovric (10,2), (10,3') a (10,4") jsou:
[db,w,] + [dbyw,] = ¥{—b,(205+ ;) + by(by + 285) — 953 + 18} [w,w,], l
[dbyw,] + [dbsw,] = 3{—2b,(2b, + 1) 4 3(bs—1) (b1 B,) + 382} [w,0,], (10,7)
[df,w,] + [dByw,] = 3{—p1(b, 1 28,) +ﬁ2(2b2 + 1) — 983+ 18} [wyw,], [ ’
[dB,w,] + [dBsw,] = 3{—2B,(b; 4 2B,) + 3(Bs—1) (b + 1) + 3b5} [w,].

11. V odst. 11.—15, vySet¥ime vrstvy, jejichZ vrstvy
S(l), S(Zi), S(si) (7 =1, 2; 1 = 1, 2’ 3) ’ (11’1)
ncjsou v8echny ruzné.
V tomto odstavci se budeme zabyvat vrstvami, u nichz sfté S® a S® majf
spoleénou vrstvu, kterou oznac¢ime prosté S a o niz budeme predpokladat, ze
nesplyva s vrstvou SO, Takové vrstvy budeme znagit V), Ponévads resultant

R,; forem ¢,, ¢, je aZ na nenulovy faktor sou¢asné diskriminantem formy g;,
miZeme ¥ci podle odst. 6. a 7.: ’

Vrstoy VO, které jsou analyticky charakterisovdny relacems
Ryy=0, R,=+0

mezi koeficienty by, by, by, zdvisi na dvou funkcich jednoho argumentu. Pouze
u téchto vrstev splyvaji s jednow vrstvou dvojndsobné sité S dvé vrstvy sité S®.

Volme pifmku [4y4,] repert 2. ¥4du bodu 4, v teéné kiivky vrstvy S v bodé
A,, takze
bz =b;=0,

b, 0. ,
Z (10,7,) pak plyne b,[@01@,] = 0, co% je v diisledku (2,3) nemo#né. To znamen4,
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e vrstva S je pfimkové. Obédlku jejich pffmek, kterd eventuelné muze dege-
nerovat v bod, oznadme I'y. Volime-li
b, =3

a bod 4, v dotykovém bodu p¥imky [4,4,] na obalce I', (resp. v bodé I,
degeneruje-li), dostaneme tento reper bodu 4, vrstvy V1

-

d4, = — cw, 4y + 0,4, + w,4,,
dAl = wlAl + waz ’ (11,2)
dd, = fw,4, +(c—1)w4,,

kde w,, w,, ¢, f jsou invarianty, pro néz plati:

[dey] =0, [dw,] = (1 — 2¢) [w,]
[dew,] = flo,o,] , (11,3)
[dfw,] = 0.

V téchto reperech je vrstva SV ddna rovnief
20, —wy, =0,
vrstva 8@ rizné od S rovnicf
w0, — w, =0,
a koneénd vrstva 8@ riznd od S rovnicf
2w, — 3w, = 0.

Podle (11,2) majf normalnf repery bodu 4, téZe pfimky vrstvy S spoleény
vrchol 4,. Jeho geometrické misto I'; je zfejmé kiivka, kterd nemiize degene-
rovat v bod. Déle je vidét z (11,2), Ze teéna k¥ivky I v bodé 4, protind k¥ivku
I’y v bodé A,. Snadno se zjisti, Ze tyto vlastnosti jsou pro vrstvu V) charakte-
ristické. Z toho plyne toto geometrické vytvorent vrstvy Vb,

Zvolme dvé libovolné kiivky I, I',, na I'| bod 4, a urdeme pruseiik 4,
tedny kiivky I'y v bodé A, s kfivkou I',. V bodé A, sestrojme ke k¥ivee I
teénu a jejim bodim A4, riznym od A, pfifadme jejich spojnice [4,4,] s bodem
A;. Probghne-li bod A4, kfivku I'}, dostaneme tak mezi body 4, a pf{mkami
[4,4,] nulovou korespondenci, jejiZ k¥ivky tvoif vrstvu V) (alespott v jisté
oblasti).

Nutné a postadujief podminka pro to, aby kfivka I', degenerovala v bod,
je podle (11,2)

f=0. (11,4)
V tomto a jen v tomto p¥ipadé k¥ivka I'; pfejde v pifmku incidentnf s bodem
Ty a kterékoliv dv& kiivky vrstvy V™) jsou v elaci, jejiz stted je v bodé Iy
a osa v piimce I',. Je zcela jasné geometricky i analyticky z rovnic (11,3),
%e v tomto p¥padd zavisi vrstva V() ng jedné funkei jednoho argumentu.
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Z (11,2) plyne déle, %e p¥i dudlnf transformaci formy w,, vy zmén{ znaménko,
invariant ¢ pfejde v 1 — ¢ a invariant f se transformuje beze zmény. Invariant
¢ se tedy dualitou nemén{ tehdy a jen tehdy, kdyZ i forma w, je Gplny diferen-
cidl.

Pii

¢ = konst. (11,86)
je podle (11,3;) nutné f = 0. PoloZime-li di = w, p¥i w, = 0 a derivaci podle G
oznadime Carkou, dostaneme pak podle (11,2) pro kiivky
. w, =0
vrstvy V9, pro niz platf (11,4) a (11,5):
Ay=—cldy+ A, A;=A4,+ 4,, A,=(—1)4,. (11,6)
Za piedpokladu
(c—2)(c+1)(2c—1) +0 (11,7)
dostaneme jednoduchymi integracemi

Ay = Cpele |
1 _
- Cae(o—l)u s
c—2 (11,8)
1
(c —2)(2c —1)

A, = Cie* +

Oze (e—1)u ;

_ 1 -
AO = Coe'—"‘ + m Cle“ +
Cy, C4, C, jsou p¥i w, = 0 analyticky pevné body. Je ziejmé, Ze kdyz ¢ je ra-
cionalnf &fslo vyhovujicf nerovnosti (11,7), jsou kfivky uvaZované specialn{
vrstvy V) algebraické racionlni. Jednoduchou diskusi se zjisti, Ze tyto
kiivky jsou kuZeloseCky jediné pii

c=20,1

a kubiky pouze pro
=—_4,'—}:%:§’%)5' (11,9)
VySetifme podrobnéji vrstvy, u nichZ invariant ¢ mé nékterou z hodnot
praveé uvedenych. :
Zalneme s ¢ = 0. Podle (11,8) lezf body

A, = Cpe™, 24, + A, = 20e*

na kazdé kuZelosetce vrstvy a podle (11,2) jsou geometricky pevné. Z toho
a zndmého ndm u# vyznamu rovnice (11,4) plyne, e uvazovand vrstva V¥
je tvofena svazkem kuZelosedek,!) které maji dva spoleéné body C,, C, , z nichZ
v C, se navzdjem oskulujf.

1) Podrobngji fedeno, pouze v takové oblasti roviny S,, v ni¥ je mo¥no dosdéhnout toho,
aby ka¥dym jejim bodem prochézela pravd jedna kuZelosecka (resp. prav® jeden oblouk
kubiky bez bodu vratu nebo bodu inflexniho).
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P¥i ¢ = 1 dostaneme podobnym zplsobem, Ze pisluins vrstva V¥ je
tvoFena kuZeloselkami 2), které se v bodé C, navzijem oskulujf a kazdé dvé
z nich jsou v elaci, jejiZ osa je teéna [C(C,] téch kuZelosetek v bodé C, a stied
v bodé C, + C,.

Je-li invariant ¢ roven nékterému z &fsel v (11,9), je pisluini vrstva V¥
z¥ejmé tvo¥ena kubikami®) s body vratu a dostaneme ji takto: Zvolme libo-
volné t¥i pevnébody C,, C;, C, tak, aby nelezely na piimce. Nechf m, n, p =
=0,1,2; m =n *+ p £ m. Sestrojme kiivku 3. stupné K, kter4 m4 v bods
Cm bod vratu s tetnou [C,mC,] & v bodé C,, bod inflexn{ s teénou [C,C,]. Vyse
uvedené speciélni vrstvy V) dostaneme z kubik K elacemi, jejich# stfed
je v bodé C, a osa v piimce [C,C,].

12. Vrstvu, jejiz vrstva 8™ splyva s jedinou z vrstev sité S®, oznadime
V®. Studium této vrstvy je podstatnd obtiZn&jsi nez studium vrstvy V),
a proto se zde omezfme jen na nékolik struénych poznamek.

Podle odst. 6. a 7. vrstva V® je charakterisovdna relacems

Ry=0, Ryuy=+0 - (12,1)
a zdvisi na dvou funkcich jednoho argumentu.

Déle uvaZzujeme t¥eti projektivni normaly néjaké vrstvy V v bodé 4,
a teénu kiivky (4,) vrstvy V v tomto bodé 4, Podle (6,2;) jsou tyto Styti
pi{mky ve svazku ’

[4o, 0,4, + w,4,] (6,1)
urdeny rovnic{
— 2wiw, + bywiw; + 2b,0,05 + byw; = 0 (12,2)

mezi parametry w,, w, svazku (6,1). Znamy invariant T' této bikvadratické
rovnice (12,2) je [viz (6,6,)] _

T =—3tsRss.
Z této relace plyne vzhledem k (12,1): Vrstva je tedy a jen tehdy vrstvou V),
kdyZ jeji tieti projektivni normdly spolu s teénou kfivky vrstvy (v kazdém jejim
bod8) tvori harmonickou &tvefinu. '

Tvoif tedy druhé a tfeti projektivni normaly vrstvy V® razné od jeji
prvni projektivn{ normaly v kazdém jejim bodé A, pary involuce, jejiz samo-
druzné elementy jsou prvni projektivni normala a teéna kiivky (4,) vrstvy
V® v bodé A,.

13. V tomto odstavei budeme studovat vrstvu, u niZ vrstva S* je vrstvou
sitd S®, avdak nikoliv sft&.8®). Takovou vrstvu oznadime V®, Podle toho,
co jsme Fekli v odst. 6. a 7., je tato vrstva charakterisovdna relacemsi

R,=0, Ry+0 (13,1)

%) Viz pozn. ).
3) Viz pozn. ).
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a zdvisi na dvou funkcich jednoho argumentu. Ponévads — Ry, je i diskriminant,
formy @,, splyvajf s vrstvou S ob& vrstvy sfté S®.
Nejprve uvedeme dvé charakteristické vlastnosti vrstvy V®, Tak pfedns
invariant § rovnice (12,2) je
S = T]’ZRm,

z éehoz plyne vzhledem k (13,1): Nutnou a postaéujici podminkou, aby vrstva
byla vrstvou V®), je, aby jeji tieti projektivni normdly spolu s teénou kiivky
vrstvy tvofily ekvianharmonickou &vefinu (v kaZdém jejim bodé).

UvaZujme za druhé ve svazku pfimek
[4o, 014, + w,4,] (8,1)

prvni a tfeti projektivni normaly vrstvy. Ty jsou podle (6,2,), (6,2;) a (6,5)
urdeny rovnicf

120 — 8b,wiw, + (b — 12b,) wiw] + 2(b,b, — 3b,) w05 + bbywy = 0. (13,2)
Pro invariant S této rovnice nalezneme
S = 1:Rj,, (13,3)

a tudiz vzhledem k (13,1) vrstva je tehdy a jen tehdy typu V®, jestliZe jeji prons
a treti projektivnd normdly tvoii ekvianharmonickou ctverinu (v kazdém jejim
bodé).

Invariant 7' rovnice (13,2) je

T =-—Ry— ’Z%FRL
¢ili podle (6,7): .
2167 = R}, — 2R’ . (13,4)
Pro dvojpomér k ¢éty¥ pi{mek (6,1), uréenych rovnici (13,2), platf (k4= — 1,3, 2):
S 108 (k* — & + 1)°
T (k4 1) (k — 2)% (2k — 1)%°

kde S a T je dano v (13,3) a (13,4). Pfedpokldaddme-li na okamzik R,, + 0,
dostaneme podle (13,3) a (13,4):

s o=
T2 _ E;—s 2
K,

Poslednimi dvéma rovnicemi je ddn geometricky vyznam absolutniho in-
variantu (6,9); specielné jeho konstantni hodnota je nutni a postadujici pod-
minka pro konstantnf dvojpomér prvn{ a tfetich projektivnich normal vrstvy V.
Vratme se opét k vrstvé V@) Pfi dal§im jejim vySetfovan{ zvolime ovem

takové repery, aby
b1=b2=0 a by=2. (13,5)
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Pak se relace (5,1) a (5,3) redukujf na

0y =0, w4+ wy=2wn,; }

13,6
Wy — Wy = 20,01, Wop = C4Wy ( )

[zde uvedené koeficienty c;, ¢4 jsou Bestindsobky koeficientii c,, ¢q z (5,3)],
pfi dem

- €10 = €31 = € = €53 = 0,
661 = 60‘ = —2620 . (13 7)

Zbyva jediny nefixovany sekundarnf pa.rametr MizZeme tedy podle (13,7)
volit

¢, =0 (13,8)

(geometricky vyznam této valby byl v podstate vyloZen v odst. 11.), takZe
podle (13,6)

Wy = Wgy = Wy .
Z této rovnice dostaneme znidmym zpisobem
We = fwy, e€p=0.

¢, & [ jsou invarianty a reper je normalisovan ve smyslu odst. 10. Klademe-li
jesté ¢ = c,, platf pro néj:

d4, = cw, 4y + 0,4, + w,4,,

d4, = w,4, - + w4, (13,9)
d4, = fw, 4y + wad, — cw,4, ;
[do,] = —c[w,w,], [dw,] = 0;

[dowg) = (1 — ) [wg@r], [dfwy] = Scffoyeg]. } (13,10

Duéln{ transformace ménf znaménko invarianti w,, w,, ¢ a invariant f nechdva
beze zmény.

Aplikujeme-li na repery (13,9) vysledky odst. 10., zjistime snadno, Ze teény
kfivek vrstvy V® jsou druhymi projektivnimi normala.m: jeil vrstvy S
(ve svych dotykovych bodech na k¥ivkach vrstvy V®).

Jestlife df = pw,, kde f = 0 a o je n&jaky skalér, je podle podminek in-
tegrability (13,10)
c=0, f=1, (13,11)

p¥i éemZ jsou tyto rovnice ekvivalentni. Vysetifme jejich geometricky vyznam.
V reperech (13,9) je sit S® vrstvy V® déna podle (6,2;) a (13,5) rovnicf
‘ o] — w, =0.
PoloZme & = 1 a uva.iu]me vrstvu

wl—'ew’ = O (13,12)

252



sité 8®), Teéna vrstvy (13,12) v bodé 4, je (aZ na nenulovy faktor)
[4y, 4, + 4;] = 0 —eay
a diferencujeme-li ji ve sméru (13,12), dostaneme podle (13,9)
d(x; — eay) = {€¥%; — (ce + 1) &y} w, .
Vrstva (13,12) je tedy p¥{mkova tehdy a jen tehdy, kdyz
l:g2=¢:(ce+1),

z ehoz v disledku ¢ = 1 plyne (13,11). Je tedy (13,11) nutné a postadujict
podminka pro to, aby viecky vrstvy sité S® vrstvy V® byly pitmkové.

Déle je ziejmé z odst. 10. a relaci (13,9), Ze tehdy a jen tehdy, kdyz plati
(13,11), je vrstva SO vrstvy V® opét vrstvou typu V®, p¥i ¢em% pro jeji
invarianty analogické k vyse zavedenym invariantim ¢ a f vrstvy V® plati
opét (13,11).

Poznamenejme jesté, Ze p¥i platnosti relaci (13,11) jsou k¥ivky vrstvy
V® dany rovnicf

A —A,=0,

kde ¢arkou jsme oznatili derivaci podle @, dii = w, pfi w, = 0. Jejich projek-

tivni kfivosti jsou tedy rovny nule a pro jejich projektivni oblouky ¢ plati
do® = —dad.

Ki¥ivky .
wy =0 (13,13)
obecné vrstvy V® jsou dény podle (13,9) rovnicf
Ay —fA, =0 (13,14)
a jsou tedy kuZelosedky jediné pii
f=0. (13,15)

Vistva V® pak ziejmé zdvisi jen na jedné funkei jednoho argumentu. Geo-
metrické misto bodu 4,, ktery je podle (13,9;), (13,13) a (13,15) tyz pro viecky
body A4, téZe kuzelosetky vrstvy, je kfivka, jez ma v reperu 4,4,4, rovnice:

_E+(Cz_2l)?]‘ + 5
Ty = 2 C EZ ( ),
_ 22 , 78
7 =5—0% + (¢ —20) 'é—+(4),
_ V2

Zg=1—cv + (c’-—c’)-é- + (3),
v nichZ ¢’ = 6%0 , dv = @, pfi w, = 0 a (n) znadf &leny stupné alespoi
n-tého ve v. Z uvedenych rovnic plyne

2xgr, — 2] = (5) .
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Aviak pti (13,13) a (13,15) je podle (13,9)
A, = A, Ay,=4,, A =AY =..=0,
takZe kuZelosedka vySetfované vrstvy ma v reperu 4,4,4, rovnici
2zgx, — 2} = 0.
Je tedy vrstva V® pfi f= 0 tvofena oskulaénimi kuZelosetkami néjaké
kfivky (viz pozn. 1) na str. 249).

14. Podle relace (6,7) anulovan{ kterychkoliv dvou resultantd (6,6) ma v di-
sledku i anulovan{ tfetfho a pro piislu§nou vrstvu, jiz oznadfme V@, to zna-
men4, Ze viecky vrstvy (11,1) splyvaji. Snadno se zjistf, e vrstvami VP,
v V® g VO jsou vyderpany viechny vrstvy, jejichz vrstvy (11,1) nejsou
viechny rtzné. Jsou tedy vrstvy V® charakierisovdny anulovdnim kterjchkoliv
dvou z resultanti, (6,6) a podle odst. 7. zdvisi na jedné funkci jednoho argumentu.

V nafem piipadé u vrstvy V® mizeme volbou jednoho sekundarniho para-
metru dos@hnout toho, Ze

by =b,=0b,=0

a relace (5,1) a (5,3) se redukuji na

Wy = Wy + Wy = O;l

Wy — Wy = 2¢w, , ] (14,1)
takze
o =205 =0.
Ponévadz
dc = — 2ey, ,
muzeme volit
c=20.
Pak je podle (14,1)
W= Wy = 0. (14,2)

Diferencujeme-li vnéjsfm zplisobem kteroukoliv z téchto rovnic, dostaneme
Wy = fo,, _ (14,3)

ey =20.

Pfi zméné posledniho sekundarnfho parametru je koeficient f vazan infini-
tesiméln{ transformacf o symbolu

0
3f 'a_f' .
Za predpokladu
f+0 (14,4)
mi%eme tedy.volil
f=1
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Z (14,3) pak plyne [wyw;] = 0 a z toho vzhledem k (2,2) a (14,1,)

Reper je tedy zcela normalisovan a platf pro néj:

d4, = gw, 4y + 0,4, + 0,4,

d4, = w4, , (14,5)
dd, = 0,4, —gw 4,
[doy] =0, [dw,] = 2g[w,w,]; } :
14,6
[dgw,] = — [@w,] . ( )

Duéln{ transformace zménf znaménko viech t¥{ invarianti w,, w,, g. Pro po-
slednf invariant g plyne z (14,6,) a (2,3) ,Ze neni mozné, aby dg = uw,; specielné
je vidy g = konst. '

P¥i w, = G poloime w, = — di a derivaci podle @ oznaéme &arkou. Pro
ktivky vySettované vrstvy V® plati podle (14,5) rovnice
Ay + (29 —g) Ao+ (9" —g9’ + 1) 4, = 0. (14,7)

Nejsou to tedy nikdy kuZelose¢ky. Pro jejich projektivnf oblouky o plati
do® = du® a (14,7) je jejich diferencialni rovnice v kanonickych homogen-
nich soufadnicich; jejich projektivni kFivosti jsou k = ¢’ — 3g2%

Dale je ihned vidét z rovnic (14,5), Ze vrstva, v niZ splyvaji v8echny vrstvy
(11,1) vrstvy V', je pimkova. Jejf pfimky, t. j. projektivn{ normdly «, = n;
(1 =1,2,3) vrstvy V@, obaluji kiivku I', opsanou bodem A4, a pymky o,
obalujf kiivku I'] opsanou bodem A4;; jejich diferencidlni rovnice jsoy

Ay — (@ + )4 — (299 +9"— 14, =0
resp.
AV — (g +9)4;+ 4,=0.
Vyznam kiivek Iy, I, je tenty# jako v odst. 11. s tim, Ze podle (14,52)4’1¢——A2.
15. Konecné probereme piipad, kdy neplati pfedpoklad (14,4), ta)ze

f=o. (15,1)

Pak v dusledku (14,2), (14,3) a (15,1) plati:
. [dwge] = 0.

Geometricky je reper jiz normalisovén. Ponévadz podle (14,2), (14,3) a
(15,1)
[dwg] = [dews,] =0,

mizeme poslednf sekundarni parametr volit tfeba tak, aby

Wog = Wyy = 0.
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Norméln{ reper vySetfované vrstvy V© je pak

d4, = 0,4, + w,4,,
d4, = 0,4, ,
, d4,=0.
Formy w,, w, jsou oviem uplné diferencialy.
Tato vrstva jé (v oblasti neobsahujfci bod 4,) tvofena kuZelosed¢kami,
které majf navzijem v pevném bodé A, styk 3. ¥adu. Plyne to z avahy, kte-
rou jsme jiz jednou provedli v odst. 4.

16, Vratme se jedté k nulové korespondenci N, definované vrstvou V!
Nazveme ji nulovou L-korespondenct N, jestlize kazdym bodem A,e T (viz
odst. 1. a 4.) prochéz{ alespoi jedna pf{mka g, ktera mé tuto vlastnost: Pifmky
&g = NA,, které korespondujf bodm 4, pHmky ¢, prochizeji tym# bodem Q.
O takovych pi{mkéch ¢ budeme ¥{kat, Ze spliiuji podminku L.

Z (2,1) a (3,2) plyne podle (2,2) a (2,15):

dd, = wpd, + w4, + w,4,,
d*4, = (.) 4g + (dw;, — 0,059 + @a051) 4; + (dw, + 0] — w0) 4,5
doty = — Wy00p — W10 — Wyt ,
A2y = — (dwy — @] + @0,;) &g — (dw; + @100 — Ww10) 63 — () &y 5
koeficienty pii 4, a «, nds nezajimajf. Je tedy nutné a postadujicif podminka
pro to, aby bod 4, opisoval p¥{mku, resp. aby pifmka «, patiila do svazku:
wg dw; — @; dw; = ©] + 05wy — W) — Wjwy, , (16,1)
Tesp.
0y do; — @) dwy = — @] + ©10y(0;; — W) + V05, - (16,2)

Predpokléddejme, Ze p¥ibuznost N, definovand vrstvou V, je nulovd L-ko-
respondence. Pak z relaci (16,1) a (16,2) plyne

20] — 3w,0,0;; — Wi(wyg + wy) = 0.
Utijeme-li (5,1), 1ze této rovnici ddt tvar
20} — bywlw, — 2b,w,03 — bywd = 0.

Avgak to je rovnice sfté S®, jejii alespoil jedna vrstva musi byt v disledku
(16,1) pfimkova. Naopak, je-li alespoli jedna z vrstev sit& S® n&jaké vrstvy V
pimkové, a volime-li repery 2. ¥4du vrstvy V tak, aby v nich byla ddna rov-
niof

w, =0, (16,3)
je zfejmé
by =10, [wno]=0 (16,4)
a podle (5,1,) i :
[wyoy] = 0. (16,5)
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Avsak relace (16,4) a (16,5) znamenaji, Ze rovnice (16,1) a (16,2) jsou prFi
platnosti rovnice (16,3) identicky splnény. Mame tak vysledek:

Nulovd korespondence definovand vrstvou V je tehdy a jen tehdy nulovou
L-korespondenct, jestlife alespori jedna vrstva sité S® wvrstvy V je primkovd.
Podminkw L spliiuji pak primky této vrstvy.

Uvadim bez analytického dikazu geometricky zrejmy fakt, Ze vrstvy V,
definujfcf nulovou L-korespondenci N, zavisf na tfech funkecich jednoho
argumentu. Nejobecnéjsi takovou vrstvu sestrojime tak, Ze zvolime dvé libo-
volné k¥ivky I'}, I'y; I'y jako geometrické misto bodu @ a I', jako obalku pifmek
¢, & jesté néjakou jedno-jednoznaénou korespondenci C mezi body k¥ivky I
a teénami kirivky I',. Jestlize CQ = ¢, pak (v jisté oblasti) pf{mky svazku
o stfedu v bodé @ jsou te¢nami k¥ivek konstruované vrstvy ve svych prise-
&icfch s piimkou g.

Volice tak repery 2. fidu vrstvy V, ktera definuje nulovou L-korespondenci
N, aby ptimka [A4,4,] pat¥ila pH{mkové vrstvé S sité& 8® vrstvy V a bod 4,
byl jejim dotykovym bodem na obdlce pfimek vrstvy 8 (resp. byl spoleénym
bodem p¥fmek vrstvy S, degeneruje-li uvedend obélka v bod), je

by=0 a wy=0. (16,6)
Klademe-li jesté
by=3, ‘ (16,7)
&{mz vyludujeme vrstvy VO, probrané v odst. 11., fixujeme posledni sekun-
darnf parametr a podle (16,6) a (16,7) dostaneme snadno z (5,1) a (5,3):
3wy = b, + 3w,, = 3w,; | (16.8)
Wy — Wy = €Wy — 30, , j

kde b, a ¢ jsou invarianty. Z (16,8,) plyne zndmym zpisobem

Wy = fovy ; (16,9)
f je invariant. Plat{ tedy podle (1.6,6)-—( 16,9) pro repery studované vrstvy:
d4, = (—— 2 _,6— 30 w; + wz) A, + w4, + wyd,, ‘
d4, = 3w, 4, + ( w, + wa) 4, + @4, } (16,10)
a4, — foo, 4, + (3° = 5 oy — 2w,) Ay

[dw,] =0, [deo,]=— c[w0,];
[db,0,] = 3c[w,,] ,

[dew,] = (— 3¢ + 2f) [ww,] , (16,11)
[dfw,] = 3f[w,w,] . ‘
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Z(16,10) je zfejmé, ze bod A, opisuje k¥ivku I', a bod 4, kiivku I,
Vysetifme jekté nékteré specidlnf p¥pady. K¥ivka I', nemuizZe degenerova.t,
v bod, miZe viak pFejit v pfimku. Snadno se zjisti z (16,10), Ze to nastane
tehdy a jen tehdy, kdyZ
3c—f=0. (16,12)

K¥ivka I', nemiiZe piejit v p¥{mku, miuZe viak degenerovat v bod, coZ na-
stane podle (16,10,) jedin& p¥i

f=0. (16,13)
P¥i soudasném splnén{ rovnic (16,12) a (16,13), t. j. pti
- c=0, f=0 (16,14)

a jen tehdy, jsou kFivky vySetfované vrstvy navzdjem v centrické kolineaci
se stfedem v bodé I', a osou v pi{mce [,. Tato kolineace neni nikdy elaci.
Vskutku, ponévadi

=[4,d4,] = wl[Ah 34, + 4,],
bod I'; = A a primka, I') neinciduji.

Jestlize b, = 0, plynou z relacf (16,11) rovnice (16,14). Je-li tedy vrstva
SM ngjaké vrstvy V® piimkova, jsou jeji kiivky navzajem centricky koli-
nearnf pfi pevném st¥edu a ose kolineacf; z (16,10) se pak snadno zjisti, Ze je
tvofena kuZeloseckami (viz pozn. !) na str. 249).
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