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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 78 (1953)

O REPRESENTACI CASTECNE USPORADANYCH MNOZIN
POSLOUPNOSTMI NUL A JEDNICEK

MIROSLAV NOVOTNY, Brno.
(Doslo 14. ledna 1952.) . DT: 519.513

Autor dokazuje tuto v&tu: KaZdéd &astend uspofédand mnoZina
" o mohutnosti ®, je isomorfni s jistym systémem tra.nsfinitnich po-
sloupnosti nul a Jedmcek typu o, uspofdédanych takto: zyz, .
A < o) < Yy, - (A < w,), kdyZ a jen kdy% z, S y,\ pro
ka?dé A< w,. Pi‘l vhodné definici husté podmnoZiny v &dstednd
uspofddané mnoZing oznaduje minimum mohutnosti hustych pod-
mno¥in v ¢astedns uspoiddané mnoZing jako jeji separabilitu uspofa-
déni. Plat{ pak véta: KaZzdé ¢dstetnd usporddand mnoZina o separa-
bilit& uspoiddéni ¥, je isomorfni s jistym systémem transfinitnich po-
sloupnosti nul a jedni¢ek typu w, uspofddanych podle uvedeného
pravidla.

W. SierprNsk1 dokézall) tuto vétu: Bud v libovolné dané ordindlni &islo.
Ka#dd uspofddand mnofina o mohutnosti X, je podobna jistému systému trans-
finitnich posloupnosti nul a jednilek typu o, usporddanych lexikograficky.
Plati dokonce toto tvrzeni?): Bud v libovolné dané ordindlni islo. KaZdd uspord-
dand mnoZina o separabilité uspordddni3) X, je podobna jistému systému trans-
finitnich poslowpnosti nul a jednilek typu w, usporddanych lexikograficky.
Utelem této price jest diikaz analogickych tvrzeni pro mnoZiny &asteénd
uspofadansé.

Bud » libovolné dané ordinélni &islo a bud & libovolny systém transfinit-
nich posloupnosti typu o, utvofenych z nul a z jednitek. Definujme relaci
uspoi'édé.ni v mnoz#iné & takto: Pro dvé posloupnosti z mnoziny & poloZzme
T Z, . A< o) L Yoy, - . (A < w,), jestlize z, < y, pro viechna
A< w, (pra.v1dlo a)). Snad.no se v1di %e vzhledem k relaci < je systém &
dastetnd usporddan.

1) W. Sierpiriski: Sur une propriété des ensembles ordonnés. Fund. Math. 36 (1949),
Str.’)5?lzl. Novotny: Sur la représentation des ensembles ordonnés. Fund. Math. 39 (1952).

3) Rikéme, ¥e uspotédand mno¥ina P mé separabilitu uspofddéni w,, jestlie miniméln{
mohutnost podmnoZiny husté v P je §,.

4) Sr. definici uspofadéni v kardin&lnf mocning; G. Birkhoff: Lattice theory, 1948
str. 8.
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Lemma 1. Bud v libovolné dané ordindlni &islo, © libovolny systém transfi-
nitnich posloupnosti typu w, utvorenych z nul a z jednidek, < relace uspord-
ddni podle pravidla a, < relace uspordddni lexikografického v mnoiné S. Necht
systém & jest vzhledem k relaci < viplné uspordddn. Pak pro x,y € S plati x < y,
kdyt a jen kdy% plati x 3 y.

Dikaz je snadny.

Véta 1. Bud v libovolné dané ordindini éislo. Kazdd Edstebné usporddand
mnoZina o mohutnosti R, je isomorfni®) s jistym systémem transfinitnich posloup-
nosti nul a jednitek typu w, uspofddanijch podle pravidla a.

Dukaz: Bud P &istetné uspoiddand mnoZina o mohutnosti ¥,; pak tato
mnozina jest isomorfni s jistym systémem @(P) podmnozin v P uspofiddanych
vzhledem k inklusi tak, e infima pFechizeji v priniky.®) Bud u,, u,, ... uy, -
(A < w,) transfinitni posloupnost typu w, utvorend ze vSech prvki mnoziny P
Ke kazdé mnoZing M e O(P) prifadme transfinitni posloupnost nul a jednicek
Ty ... Xy ... (A < w,) typu o, definovanou takto: z; = 1, jestlize u), € M, 2, =
= 0, jestlize u) e P— M. Dvéma riznym mnozindm M, M’ e ®(P) odpovidajidvé
rizné posloupnosti x = 2z, ... 23 ... (A < ®,), &' = X2y ... 25 ... (A < o,).
Existuje totiZ prvek u, e P tak, Ze jest jen v jedné z mnozin M, M'. Pak jest
z¥ejmé x, + . .

Bud nyni P* systém viech posloupnosti zyx, ...z, ... (1 < o,) pfifazenych
k prvkim mnoziny P uspofadanych podle pravidla a. Tvrdim, %e mnoziny
P*gq (D(P) ]sou isomorfni. Bud M, M'e ®(P), M C M';x = xx, . i< wy,),
¥ = z,; . . (A < w,) necht znadi odpovidajici posloupnosta ze systému
P* Pak u” € M=> u, e M', takze x, = 1 =z, = 1 a tedy , < ; pro viechna
A < w,. Proto jest x < a’. — Je-li x < 2’, pak z; < x; pro kaidé A < o,
atedyz, =1=a2,=1,t.j.u,eM =>u,eM atedy MC M

Disledek. Bud » libovolné dané ordinélni éislo. Kazda uspofadand mnoZina
o mohutnosti ¥, je podobna jistému systému transfinitnich posloupnosti nul
a jedni¢ek typu w, uspofddanych lexikograficky.!)

Dukaz plyne snadno z véty 1 a z lemmatu 1.

Bud P ¢asteénd uspofddand mnozina.

Reknéme, %e prvek z ¢ P je maximalni, kdy% pro #4dné ¢ ¢ P neplati ¢ > =.

Podobné fekndme, Ze prvek x € P je minimalni, kdyZ pro Zidné ¢ e P neplati
t

Déle fekneme, Ze prvek z € P méa vlastnost «, kdyZ neni maximaélni ani
miniméln{ a kdyZ k nému existuje prvek y ¢ P tak, Ze 1. ynon < z, 2. pro
viechna ¢ € P, pro né% jest ¢ > z, plati £ > y.

Podobné fekneme, Ze prvek x ¢ P m$ vlastnost §, kdy% nenf maximalni ani

8) Definioi &tenét najde v knize G. Birkhoff: Lattice theory, 19>48, str. 3.
%) @. Birkhoff, 1. c. str. 58.
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minimalni a kdy% k nému existuje prvek y e P tak, e 1. y non > z, 2. pro
viechna ¢t e P, pro né% jest t<< , plati ¢t < y.

Mnozina H C P se nazyvé husta v P7), jestlize

1. obsahuje viechny prvky maximélni a minimélni a viechny prvky s vlast-
nosti « nebo S,

2. ke kazdé dvojici prvki a, b € P, a < b, existuji prvky a’, b’ ¢ H tak,

tea<a <b <b.

Lemma 2. Bud H hustd v mnoZiné P; bud ddle x, y € P; necht x neni maximdini
ant minimdlIng. Je-lt y < z pro ka#dé z € H, pro néZ z 2> x, pak y < z.

Dukaz: Necht tvrzeni lemmatu neni spravné. Pakynon< zay<z prokai-
dé z € H, pronéz jestz > x. Bud t € P, t > x. Podle definice husté podmnoziny
existuje z ¢ H tak, Ze t > z > x. Pro toto z jest podle predpokladu z > y,
takZe t > y. Tedy pro kaidé ¢t € P, ¢ > x mame ¢ > y, takZze x md vlastnost «.
Odtud jest = € H, takie v predpokladech lemmatu je mozZno poloZiti = za 2z
a tedy podle predpokladi lemmatu jest y < . To je spor, nebotf jsme p¥edpo-
kladali y non< .

Analogickym zpisobem se dokaze

Lemma 3. Bud H hustd v mnoéiné P; bud ddle x, y e P; nechl x nent maxi-
malnt ant minimdlns. Je-li y > z pro ka¥dé z e H, pro né z < z, pak y > .

Minimélni mohutnost podmnoziny H C P husté v P ozna¢me jako separa-
bilitu uspofaddani mnoziny P.

Véta 2. Bud v libovolné dané ordindind &islo. Ka#dd Edsteéné usporddand mno-
Zina o separabilité uspordddni X, je isomorfni s jistou mnofinou transfinitnich
posloupnosti nul a jednidek typu w, usporddaniych padle pravidla a.

Dukaz: V P existuje hustd podmnozina H o mohutnosti ¥,, jeZ je podle
véty 1. isomorfni s jistou mnozinou H* posloupnosti nul a jednitek typu o,
uspofddanych podle pravidla a. Je-li P — H prézdn4, je véta dokdzéana.

Bud tedy P—H 5 0, x ¢ P— H. Pak podle definice husté podmnoziny
neni z maximélnim prvkem a tedy existuje aspoil jeden prvek ¢ ¢ P takovy,
ze t > z. Podle druhé d4sti téZe definice pak existuje asponl jeden prvek z ¢ H
takovy, Ze t >z > x. Bud Z systém viech prvki z € H, z > z. Oznadme
¥ =122 ...2, ... (A < w,) prvek v mnoziné H* odpovidajici prvku z e H.
Piitadme k prvku z transfinitni posloupnost typu w, z* = 2@, ... 2, ...
(A < w,), v niz x; = min 2, (1 < w,, A pevné). Timto zpisobem je ke kazdému

zeZ
prvku z mnoZiny P pfifazena jistd transfinitni posloupnost nul a jednidek
typu w,.
Oznaéme déle symbolem P* mnozinu viech posloupnosti pFifazenych k prv-

7) Sr. definici husté podmno¥iny v upln$ uspofédané mno%ing: F. Ha,uadorff Grund-
ziige der Mengenlehre, 1914, str. 89.
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kim mnoziny P uspofddanou podle pravidla a a symboly z*, y*, 2%, u*, v*
posloupnosti pfifazené k prvkim z, y, 2z, u, v € P.

Budz e P— H,y e H. Je-li < y, existuje prvek z ¢ H takovy, Ze x < 2z <
< y. Odtud plyne z* < 2* < y*. Podobné = > y implikuje z* > y*. Budiz
z || y.8) Predpokliddejme z* > y*; odtud plyne v* > a* > y* pro kazdé v € H,
v > z; z toho méme v > y. Podle lemmatu 2 plati z > y a to je spor. Tedy
vztah z* 2> y* neni moZny. Aplikujice lemma 3 dokéZeme snadno, Ze ani vztah
z* < y* neni mozny. Tedy z || y implikuje x* || y*.

Budnyniz,y e P— H.Je-li x < y, existuje prvek z ¢ H takovy,Zex <2z <
< y; odtud plyne z* < z* < y* podle prvni &asti naSeho dukazu. Budiz
z || y. Pfedpokladejme z* < y*; odtud plyne u* < z* < y* < v* pro kazdé
u, veH, u <z, v>y; z toho madme » < v. Podle lemmatu 2 plati u < g,
podle lemmatu 3 x < y a to je spor. Tedy vztah x* < y* je nemozny a vztah
x* 2> y* rovnéi. Vztah z || y tedy implikuje z* || y*

Snadno se vidi, %e zobrazeni P na P* defmovane nahofe je prosté. Protoze
zachovévé vlechny relace uspofaddni mezi prvky sobé odpovidajicimi, je to
isomorfismus.

Dusledek. Bud » libovolné dané ordinalni ¢islo. Kazda uspofddand mnoZina
o separabilité uspofadani ¥, je podobna jistému systému transfinitnich posloup-
nosti nul a jednidek typu w, uspofddanych lexikograficky.

Dikaz snadno plyne z véty 2 a z lemmatu 1.

®) Podle Hausdorffa (1. c. str. 139) zna&i symbol z || ¥» %e prvky g, y jsou ncsm‘mammé.
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