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NEJJEDNODUS3Si LINEARNi KONTINUUM
A. JA. CHINCIN.

1. Porovnani obvyklych zptsobt vystavby zaklada analysy
a geometrie.

Vieobecné pouzivané methody vystavby logickych zdkladd analysy
a geometrie — téchto dvou zakladnich obort matematické védy — zafa-
dily se tak pevné do bézného obsahu samotné matematiky i jejiho vyudo-
véni, Ze nevyvoldvaji jiZz skoro Zddné methodologické diskuse.*) Pokud
jde o analysu, jsou tyto methody vyjadfeny pfedeviim zndmymi —
logicky navzajem ekvivalentnimi — theoriemi iraciondlnich é&isel, které
byly vytvofeny ve druhé poloviné minulého stoleti; pokud pak jde
o geometrii — Hilbertovou soustavou. Obé methody nesou zietelnou
pedet zdkladni methodologické tendence své doby — tendence k aritme-
tisaci celé matematické védy.

Pokud jde o zpiisob vystavby logickych zdklad analysy a geometrie,
projevuje se tato tendence v tom, Ze se otédzka logické korektnosti for-
malni struktury obou téchto obort redukuje na otdzku obdobné korekt-
nosti formalni aritmetiky; jakmile se tato redukce podafila, povazujeme
nas ukol za vyfeSeny.

Takové pojeti tohoto tkolu miZe samoziejmé vyvolat a také sku-
tednd vyvoldvd fadu otdzek; checeme piirozené predeviim védét, odkud
derpé aritmetika sama své logické zdtivodnéni? Tato otdzka, stejnd jako
fada jinych otézek, souvisejicich s uvazovanym problémem, byla Zasto
diskutovédna a je stdle pfedmétem diskuse ve védecké literature; zde se ji
vSak Gplné vyhneme, nebot se netykéd bezprostiedné thematu tohoto
&lénku; pro nés bylo dilezité jen konstatovani, ze souc¢asné soustavy logic-
kych zdkladi analysy a geometrie vidi zcela stejné sviij kol v uplné re-
dukeci formélni struktury téchto disciplin na zéklady aritmetiky.

Jesté dulezitéjsi je vBak pro nés to, abychom zjistili, Ze se za timto
spoleénym tkolem skryvéd velmi hluboky a vyznamny rozdil v tloze
svéfované aritmetice zminénymi obory. Aritmetika je sice v obou p¥ipa-
dech jakymsi logickym kriteriem formélni korektnosti dané theorie,
plni v8ak tuto svou funkei v analyse a v geometrii zcela riznou formou.

. *) Ponechdvéme v tomto ¢lanku uplné stranou otézky, spojené s tak zvanym
intuicionistickym smérem, protoZe se netykaji nafeho thematu.
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Geometrie se buduje podle klasického pldnu vystavby samostatné
discipliny. Nejdfive se stanovi skupina zdkladnich nedefinovanych
pojml (v Hilbertové soustavé jsou to predeviim pojmy bodu, ptimky
a roviny); ndhradou za nepodanou definici téchto pojmi je — zavedend
rovnéZ hned na podatku — skupina jejich formélnich vlastnosti a vza-
jemnych vztahi, formulovanych jako matematické véty a tvoricich sou-
stavu axioml geometrie.

Pii dal$im budovani daného oboru musi kazdy nové zavedeny pojem
byti plné definovan pomoci zakladnich pojmt a pojmi, které jiz byly
definovéany; pro kazdé nové uvadéné tvrzeni (vétu) musi byt poddn du-
kaz, spo¢ivajici na axiomech a vétach, které jiz byly dokdzdny. Nezavisle
na tom musi byti soustava axiomit podrobena zkoumdni, pokud jde
o bezespornost, vzajemnou nezavislost a uplnost. Pravé pfi tomto zkou-
mdn{ uskutedniuje aritmetika svéteny ji ikol logické aprobace geometric-
ké védy. Tak na p¥. zjisténi bezespornosti soustavy axiomt geometrie se
provadi tak, Ze se vybuduje soustava aritmetickych objektti — aritme-
ticky model, jeZz plné vyhovuje viem axiomim geometrie (dlohu bodu,
piimky a roviny p¥i tom hraji skupiny ¢&isel a rovnice, takze takovy
model neni nic jiného nez soustava t. zv. analytické geometrie).

Podobné mizeme k dikazu nezdvislosti nékterého axiomu na axio-
mech ostatnich vybudovat — a skutetné také obvykle budujeme —
takovy aritmeticky model, ktery spliiuje vSechny ostatni axiomy, pro
néjz se viak zvoleny nami axiom ukdZze nespravnym.

Vyznam aritmetiky pro zaklady geometrické védy spoéivé tedy
pravé v tom, ze doddvé materidl pro vypracovani modeld, jejichZ Gdelem
je zjisténi logické oprdvnénosti té neb oné soustavy axiomu. Zdkladni
pojmy geometrie zachovévaji zde plné svou povahu objekti, jez se ne-
definuji, nevznikd ani pomysleni na definici na p¥. bodu jako skupiny
¢isel; takovy imysl by zde mohl vyvolat pouze podiv.

Zcela jinak je tomu v analyse. Podat logické zaklady tohoto oboru
znamend v podstaté vybudovat logické zdklady theorie kontinua
(a predev8im kontinua linedrniho), tedy uspofddané mnoziny hodnot,
jichz nabyvé pfi své spojité zméné proménnd velidina, tento nejdileZi-
t¢j8i pfedmdt a nastroj kazdého analytického zkoumadni. '

Jak se tedy obvykle methodologicky pfistupuje k této tloze?

To je sdostatek zndmo. Postupuje se tak, %e se k raciondlnim
gisltim, jez jsou pfedmétem aritmetiky, ptipoji novd, ,,iraciondlni‘ éisla,
kters jsou uréitymi kombinacemi raciondlnich &isel, t. j. ryze aritmetic-
kymi objekty, jeZ maji piesnou definici a jejichZ vlastnosti se piesné
dokazuji (Dedekindovy ,fezy, Cantorovy ,fundamentdlni fady*
a pod.). Raciondlni a iraciondlni éisla tvofi dohromady mnoZinu redlnych
¢isel; tato mnoZina se usporddd pomoci nékolika jednoduchych zésad;
definuji se v8echny algebraické a analytické operace s redlnymi ¢&isly
a stanovi se zdkony téchto operaci.
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Koneéné nazveme kontinuem mnozinu v8ech redlnych &isel. Konti-
nuum je tedy definovano jako jisty zdkonité vybudovany aritmeticky
objekt a nevyZaduje oviem jako takovy Zadného dalsiho zdivodiiovéni.
0 %4dné axiomatice neni zde oviem ani Fed, nebot matematickd analysa
neni pfi tomto pojeti samostatnym oborem, nybrz kapitolou aritmetiky.
Aritmeticky model, ktery v pfipadé geometrie byl pouze dodasnym pro-
sttedkem dikazu logické oprdvnénosti axiomatiky této védy, v pfipads
analysy se ztotoZiluje s kontinuem, jez je zdkladnim pojmem tohoto
oboru. Vidime tedy, Ze tloha aritmetického modelu, jenZ je stejné uréen
k zabezpedeni zékladh geometrie i analysy, jevi se podle nynéjsich tradic
jako hluboce rozdilng pro ten nebo onen ptipad.

2. Methodologicka kritika.

Vzhledem k rozdilu, ktery jsme praveé konstatovali, vznikd pfirozené
otdzka, zda je zplisoben skutenym stavem véci, t. j. zda mu odpovida
skuteény rozdil mezi analysou a geometrii v jejich logické struktufe,
ideovém obsahu nebo praktickych aplikacich, ¢i zda se na néj musime
divat jako na fakt, vyvolany pouze ndhodnymi zvla$tnostmi historického
vyvoje a postupné kanonisovany tradici; v tomto druhém piipadé pak,
zda je tento rozdil logicky a methodologicky téelny a zda neméme po-
rovnat obé dané formy vystavby logickych zdkladi, zvolit tu z nich,
kterd je methodologicky dokonalejsi a uzivat ji v obou pfipadech.

Myslime ptedeviim, Ze ani v ideové-logické ani v redlné-praktické
povaze analysy a geometrie neni nic, co by &inilo nezbytnym, anebo
aspon ospravedliiovalo uvedeny rozdil v pojeti jejich logickych zakladd.
Jako vSechny matematické discipliny, je také analysa a geometrie
abstraktnim obrazem jistych vztah® mezi pfedméty redlného svéta.
V geometrii jdé pfi tom o prostorové vztahy, v analyse (aspon v jejim
klasickém pojeti) o vztahy kvantitativni. V obou pFipadech tvori zdklad
piislusného obrazu redlného svéta jisté nejjednodussi objekty; pro geo-
metrii jsou to nejjednodussi prostorové formy, pro analysu pak souhrn
poloh, jimiZ prochézi pii své zméné typickd proménnd velidina. Obé
discipliny jsou stejné — a pii tom velmi t&sné — spojeny s redlnym své-
tem; ty objekty a zdkonitosti redlného svéta, jejichz abstraktnim obra-
zem jsou pojmy a zékonitosti analysy a geometrie, jsou stejnd piistupné
a mohou byti predmétem kaZdodenni zkuSenosti. S nejjednodussimi
geometrickymi utvary, stejné tak jako s nejjednodussimi druhy promén-
nych velid¢in a funkciondlni zdvislosti se setkdvd také ten, kdo nikdy
neslysel ani o geometrii a tim spiSe ani o analyse.

Jestlize tedy nenalézdme v povaze geometrie a analysy Zédné rysy,
které by ospravedliiovaly tradiéni hluboky rozdil ve zptisobu jejich
logického od@ivodnéni, pak se mize zdat, Ze tento rozdil je zplisoben roz-
dilnou tlohou aritmetiky v ideovém obsahu téchto dvou véd. Mohli by-
chom uvaZovat asi takto: zatim co geometrie se zabyvé pievainé formou
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prostorovych ttvard, t. j. takovym okruhem problému, jenz je v zdsadsé
zcela cizi ideji 8isla, pracuje analysa vidy s kvantitou, t. j. kategorii, kterd
se nedd oddélit od ideje &isla a jejiz studium je proto nemyslitelné bez
nerozluéného spojeni s aritmetikou; proto muZe ptirozené aritmetika
klesnouti pfi odivodnéni geometrie k tloze logické sondy, kterou v ni
fakticky mé, kdezto p¥i budovani analysy se nemiize spokojiti s touto
dodasnou dlohou, nybrZ musi nutné zaujmouti pevné misto v obsahu
a struktufe této discipliny. Je viak snadno patrné, Ze tato ivaha spoéiva
na zjednoduSené a vulgarisované piedstavé o thematice analysy i geo-
metrie. Skuteénd, na jedné strand analysa obsahuje topologickou &ast,
kiers m4 velmi znadny rozsah i velkou ideovou vahu a je prévé tak cizi
idedm d&isla a méfeni, jako nejvzddlendjsi témto idedm partie geometrie
(étenat uvidi v daldich kapitolach tohoto ¢ldnku, jaky je asi rozsah této
dasti, jez pii obvyklém vykladu neni osamostatnéna); na druhé strand
metrické theorie, neodluditelné spojené s koncepcemi aritmetiky, tvoii
velmi podstatnou &ast geometrie a v této &asti idea &isla vystupuje ve
stejné formé a se stejnym fundamentdlnim vyznamem jako v metrické
dasti analysy. Analysa a geometrie neprojevuji tedy ani ve své vnitini
povaze ani ve svém poméru k aritmetice Zddné zdsadni rozdily, které by
¢inily nutnym anebo aspon pfirozenym takovy rozdil ve vystavbé jejich
logickych zakladi.

KdyZ jsme zjistili tyto okolnosti, zkoumejme nyni, zda nékterd
z obou uvazovanych cest ma néjaké podstatné pfednosti oproti druhé.

Kdy?Z pfednésejici musi fikat svym posluchadtim, Ze na p¥. 7z je jisty
Dedekindiv fez v oboru raciondlnich é&isel, t. j. jisty rozklad souhrnu
viech raciondlnich &isel na dvé skupiny, spliiujici zcela uréité podminky,
pak sotva miZe nepocitovat jakési zvla§tni rozpaky. Tyto rozpaky se
jevi pfi bliz§im rozboru jako jakdsi vyditka védeckého svédomi; vidyt
nikdo, ani posluchad¢ ani pfedndsejici, nikdy nespojovali a nebudou spo-
jovat s &islem mz pfedstavu o jakychsi dvou t#iddch raciondlnich &isel
a tim spile ztotofrovat ve svych pfedstavich tuto dvojici t¥id s &islem 7.
Stejné tak nikdo nikdy nemyslel na &islo «x jako na t¥idu Cantorovych
fundamentélnich fad. Pfedndsejici chdpe oviem dobie rozdil mezi for-
malni definici a redlnym vyznamem, vi také velmi dobte, Ze takova defi-
nice ¢sla s probihd plné v kolejich ustdlené formalistické tradice soudasné
matematiky —tradice bezvyhradného ztotoznovéni isomorfnich Gtvari;
nemiZe se viak zbavit rozpakl a tajné zavidi geometrovi, ktery netiké
svym posluchadam ,,pfimka je rovnice 1. stupné‘‘, nybrz ,,pfimka je
vyjddrena rovnici 1. stupné‘‘, nedefinuje bod jako trojici &isel, nybrz
8 &istym védeckym svédomim mluvi o tom, Ze bodu odpovidd trojice &isel.
S jakou radosti by sdélil také on svym posluchadtm, Ze kazdému bodu
kontinua odpovid4 jisty fez v oboru racionédlnich &isel, a obrécensd; jak by
to usnadnilo jeho postaveni a jeho pedagogicky tkol! Tradice to vSak ne-
dovoluje, vidyt musime ¢&islo zz néjak definovat, musime odpovédét na
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otézku ,,co je torr?*“. Jak to v8ak mame udinit, kdyZ neztotoziiujeme &islo
7t 8 Fezem? Mizeme oviem zavést realné &slo (prvek kontinua) jako zé-
kladni nedefinovany pojem; pak bychom vSak museli zadinat axiomati-
kou kontinua, a to neni zvykem; analysa neni geometrie.

Prod tedy prece védecké svédomi, jakysi cit pro ideovou a methodo-
logickou &istotu a sporddanost protestuje tak vytrvale proti podobnym
definicinr?

Ovsem Ze proto, Ze tyto definice, a¢ jsou formalné bezvadné a vzni-
kajf pravé v disledku formalistickych tendenci, nejsou p¥i tom v zadné
souvislosti ani 8 mySlenkovym obsahem definovaného pojmu, ani s tim,
co mu odpovidd v redlném svété. Prili§ horlivy matematik nebude mozn4
viibec chtit vzit zfetel na tyto argumenty, také on si v8ak musi viimnout
myslenkovych a methodologickych nesrovnalosti, k nimz vedou, pies
veSkerou svou formdlni nezranitelnost, definice tohoto typu. A na tyto
nesrovnalosti nemusime dlouho éekat. V geometrii uvazujeme takto:
ztotozniovat bod roviny s dvojici &isel nesmime proto, Ze tentyz bod ma
v riznych soufadnych soustavach riizné soutadnice a praveé to, Ze rizné
dvojice éisel jsou pfifazoviny jako soufadnice témuZ bodu, ukazuje, Ze
bod sédm je cosi jiného, je odlidny od kterékoli z téchto dvojic a nezdvisly
na volbé soufadnicového systému; kdyby mimo tyto dvojice neexistovala
Zadné geometricks realita, jak bychom pak mohli pfifazovat ve dvou
riznych soustaviach dvé rizné &iselné dvojice demusi, co je po kazdé
stejné?

Neni v8ak v analyse situace naprosto stejnd ? Copak zde nemizeme
zménit méiitko a poditek tak, aby hodnoty té neb oné proménné byly vy-
jadfeny zcela riznymi &isly ? Copak nemi¥eme na pt. zméiit tutéz teplotu
podle REAUMURA i podle CrLsIA? Jestlize Réaumurova stupnice ukazuje
16°, Celsiova pak 20°, zda pak neni ziejmé, Ze &islo 16, to je jedna véc,
¢éislo 20 je néco jiného a skuteénd hodnota teploty je zase &fmsi jinym,
zvldStnim, svérdznym, co nemize byti ztotoznéno s &islem 16 jiz proto,
%e pak bychom je museli stejné opravnénd ztotoznit s &slem 20.

Ciselns p¥imka a predeviim jeji raciondlni sit je pohodlny méFici
ndstroj, jejZ dasto a s prospéchem pokldddme na kontinuum; je vSak me-
thodologicky chybné ztotofriovat tento nastroj s kontinuem, na néjz jej
poloZfme; jak jsme poznamenali, je to chybné jiZ proto, e mfizeme pfece
na totéZz kontinuum poloZit také jinou mé¥ici sif. Takova zdména je ko-
netné methodologicky chybné také proto, Ze méfené kontinuum a mé-
fici sif nejsou zdaleka shodné ve viech svych vlastnostech. Kontinuum se
nutns jevi, tak jak je ptivodns dédno, jako zcela homogenni, to znamena,
%e okoli libovolnych dvou jeho prvki se nijak navzajem nelisi; pii tom je
viak mnoZina redlnych &sel se svou velmi sloZitou strukturou velmi

‘vzdélena homogenity; uvaZujme t¥eba jen rozdil mezi raciondlnimi a ira-
ciondlnimi &isly, velmi podstatny pro é&fselnou pfimku, jemuz vSak ne-
odpovidaji naprosto Z4dné rozdily uvnitt kontinua, na né# tuto &iselnou
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piimku poloZime (tentyz bod dostdvd raciondlni nebo iraciondlni ptiia-
zenou hodnotu podle toho, jaké je méfitko a podatek).

Téchto ziejmych nesrovnalosti zcela postradd geometrie, v jejichz
logickych zdkladech peélivé oddélujeme aritmeticky model, jenZ je pro-
stiedkem logického zdiivodnéni a méficim ndstrojem, a ryze geometricky
substrat, jemuz md tento model dati logicky ziklad a jejz ma mériti.
Méme vSechny divody k ndzoru, Ze ty methodologické a ideové zisady,
které jsme zjistili v logickych zakladech analysy, nejsou vadou, kterd by
byla organicky vlastni tomuto oboru matematiky, nybrz jsou zptsobeny
vyluéné historicky vzniklou tradiéni formou téchto zdkladd; tato tradice
byla zpasobena svou dobou, obdobim extrémni formalisace matematiky,
obdobim, kdy se z methodologie matematickych véd vyluduje veskery
jejiideovy obsah a methodologie sama se beze zbytku redukuje na form4l-
ni logiku a smi kldst poZzadavky pouze jejim jménem.

Ziroven ndm viak geometrie také piimo ukazuje, jak piekonat
tuto tradici. Musime uznat analysu za samostatnou matematickou discip-
linu, musime stanovit jeji zdkladni pojmy a axiomy, pii ¢emZz budeme
pouzivat aritmetického modelu — souhrnu redlnych &isel — pouze jako
prostiedki k odivodnéni logické opravnénosti zavedené soustavy axiomi
a — pozdéji — jako méFiciho ndstroje. Ze se to vie d4 provést bez pod-
statnych obtizi, nenf ni¢im novym; v8echny jednotlivé podrobnosti této
konstrukce v té neb oné formé matematické véda jiz ddvno zné. Naznaéi-
me v dal§im jednu z éetnych moznych cest takové vystavby. Udinime zde
jesté jen tuto methodologickou poznadmku: zpisob vystavby zédkladt
analysy, ktery zde vylozime, mé, kromé jiZ uvedenych, také tu pfednost,
%e pfi ném se nejzietelndji oddéli topologickd &4st analysy, t. j. ta jeji édst,
kterd se buduje bez pouZziti mySlenky méteni; tuto methodologickou
prednost bézné uzivané soustavy nemaiji.

3. Axiom spojitosti a princip indukece.

Nisledujicif dva axiomy nemohou vyvolat Z4dné pochybnosti ani
pokud jde o vyhodnost jejich pouZiti p¥i formdlni vystavbé theorie, ani
pokud jde o jejich ideovou prizradnost a plnou shodu s bezprostiedni
intuitivni koncepei kontinua.

Axiom I. Kontinuum je (linedrné) usporadand mnofina, neobsahujict
ani pront ani poslednt prvek.

Axiom II. Mezi dvéma rizngms proky kontinua existuje vidy asport
jeden prvek. -

Tyto axiomy skoro nevyzaduji komentdfe. Uéinime jen dvé samo-
zfejmé pozndmky:

1. pojem ,mezi v axiomu II nevyzaduje oviem definice; jeho
vyznam je plné urden uspofdddnim prvkl kontinua, jez je postulovédno
v axiomu I;
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2. existuje velmi mnoho naprosto rozdilnych potadovych typt,
vyhovujicich axiomtm I a II; tak mnozina racionalnich éisel vyhovuje
obéma témto axiomum, jestlize uspofddame tato &isla podle velikosti.

yec

Budeme vyjadifovat obvyklym terminem ,,mensi nez‘‘ a oznadovat
obvyklym symbolem << (pro obraceny vztah: ,,vét8inez‘, >) ten vztah
mezi prvky kontinua, jenz uddva uspofiddéni pozadované axiomem I;
smluvime se, Ze budeme oznadovat malymi pismeny, latinskymi i feckymi,
prvky kontinua.

Pottebujeme nyni pfedevsim axiom spojitosti zaruéujici nepretrzi-
tost naSeho kontinua, neptetrzitost, jez je rovnéz nepostradatelnym
rysem naseho intuitivniho chédpédni kontinua a mé zédkladni vyznam pii
dalsim budovéni analysy. Jak je dobfe znamo, nemtzZe mnoZina raciondl-
nich &isel ani mnozina &isel algebraickych byti adekvatnim aritmetickym
modelem kontinua pravé proto, Ze jim chybi tato spojitost; je takézndmo,
jakym zplsobem a v jakém smyslu se zjiStuje, Ze tyto dvé mnoZiny ne-
jsou 8pojité a zdroven se dokazuje spojitost mnoziny vSech redlnych &isel.
Kazd4 theorie iracionédlnich ¢isel poskytuje ndm proto jiz hotovy formalni
prototyp axiomu, ktery mé vyjadfit spojitost zkoumaného poiadového
typu.

Zabyvejme se tou formou, kterd je ddna nejrozsifenéjsi totiz Dede-
kindovou theorii. Smluvime se, Ze budeme nazyvat #ezem kontinua kazdé
rozdéleni mnoziny jeho prvki na dvé neprazdné mnoziny (,,t¥idy“) 4 a B
takové, Ze libovolny prvek z A je mensi nez libovolny prvek z B; smluvi-
me se dale, Ze budeme nazyvat prvek « rozhranim daného fezu, jestlize
viechny prvky mensi nez « patii do t¥idy 4 a v8echny prvky vétsi nez o
patii do tfidy B (« samo patii bud do tf¥idy 4 nebo do t¥idy B, podle
druhu iezu). Axiom spojitosti mé pak ndsledujici velmi jednoduchou
formu. ’

Dedekinduv axiom. Kaédy ez kontinua md rozhrant (a to jediné,
jak vyplyva z axiomu II).

Zcela obdobnym zplsobem vede kaZzds jind theorie redlnych é&isel
k jinému formdlné ekvivalentnimu tvaru axiomu spojitosti. Lze jej oviem
také formulovat zplsobem, ktery neni pfimo inspirovén Zddnou z existu-
jicich theorii redlnych ¢isel. Budeme se zde zabyvat jednou z takovych
formulaci, jeZ je zajimavd pro svij zvlastni tvar, ktery z ni &ini svého
druhu princip indukce.

Vyznam, ktery ma ve vystavbé aritmetiky tak zvany princip tiplné
matematické indukce, je dobfe zndm; mezi pofadovymi typy, v nichz po
kazdém prvku je prvek bezprostfedné nasledujici, je timto principem
jednoznaéné charakterisovan nejjednodussi typ — typ pfirozené fady
&iselné. Ukazuje se, Ze axiom spojitosti — jenz charakterisuje spojité typy
mezi viemi typy, u nichz neexistuji prvky, které by bezprostiedné nésle-
dovaly za danym prvkem, nybrz u nichZ naopak mezilibovolnymi dvéma
prvky vidy lezi dalsi prvek — muiiZe mit formu, v niZ rovnéz vystupuje
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v tloze tak fikajic ,,spojitého*‘ principu indukece. Tato hluboké a obsaZnd
analogie je jednou z pfednosti induktivni formulace; druhd jeji pfednost
spodivd v tom, Ze v tomto tvaru se axiom spojitosti velmi vyhodné po-
uzivd pfi dikazu viech téch vét analysy, které jej viibec vyzaduji. Uve-
deme nyni tuto formulaci.

Axiom IIL. Necht jistd vlastnost S prokd kontinua vyhovuje témto
dvéma pofadavkim: :

1. existuje prvek o takovy, Ze viechny proky mendt neZ x maji viast-
nost S;

2. jestlize vlastnost S maji viechny prvky menst neZ jisty prvek B, pak
existuje takovy prvek y > f, Ze vlastnost S maji véechny proky mensi nef y.

Potom vechny proky kontinua maji vlastnost 8.

Abychom se pFesvéddili, Ze tato formulace je skuteéné ekvivalentni
8 axiomem spojitosti (ovSsem za predpokladu, Ze kontinuum spliuje
axiomy I a II), dokdzZeme, Ze je rovnocenny s uvedenym Dedekindovym
axiomem.

1. Ukdzeme nejdtive, ze z axiomu I a II a Dedekindova axiomu
vyplyvd axiom ITI. Skuteéné, necht pro jistou vlastnost § prvki kon-
tinua jsou splnény piedpoklady 1 a 2 tohoto axiomu; mame dokazat, Ze
pak v8echny prvky kontinua maji vlastnost S.

Budeme Fikat, Ze prvek kontinua A patif do t¥idy 4, jestlize v8echny
prvky mensi nez A maji vlastnost S; a do t¥idy B, neni-li tomu tak. Podle
prvniho pfedpokladu axiomu III existuji prvky, které ndlezi do A.
Jestlize do t¥idy 4 naleZi v8echny prvky kontinua, pak naSe tvrzeni je do-
kazdno. Predpoklddejme proto, Ze existuji prvky, pattici do t¥idy B,
a ukazme, %e to vede ke sporu.

Je zfejmé, Ze uvedené rozdéleni prvki kontinua do t¥id 4 a B je
fezem, a tento fez mé podle Dedekindova axiomu urdité rozhrani «.
UkdZeme, Ze prvek o nutné pati do t¥idy 4. Skuteénd, kdyby tomu tak
nebylo, pak by to znamenalo, Ze existuje prvek A << «, ktery nem4 vlast-
nost 8; pak by vSak zZadny prvek lezici mezi A a « (takové prvky existuji
podle axiomu II) nemohl pattit do t¥idy 4; avSak viechny tyto prvky,
jeZ jsou mensi ne «, musi pat¥it do t¥idy 4, jak vyplyva pfimo z definice
rozhrani. Tedy « € 4,*) tedy v8echny prvky, jeZ jsou mensi neZ x, maji
vlastnost 8; pak vSak podle druhého pfedpokladu axiomu III existuje
takovy prvek o’ > &, Ze v8echny prvky mensf ne% «’ maji rovnéz vlast-
nost 8. Z toho plyne, %e &' € A; na druhé strané je viak «’ vétsi neZ «,
takZe o’ € B. Spor, ktery jsme obdrZeli, dokazuje nae tvrzeni.

2. DokdZeme nyni, Ze z axiomu I, IT a III plyne Dedekindév axiom.
Méjme libovolny fez (4, B) nadeho kontinua; ukéZeme, Ze musi mit roz-
hrani. Oznaéime § vlastnost prvki kontinua — patfiti do t¥idy 4 naseho

*) Zde a déle znamené a ¢ M oviem, %e prvek a patii do mnoZiny M.
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fezu. Jestlize & je libovolny prvek t¥idy 4, pak v8echny prvky 4 <<«
pat¥i rovnéz do tiidy 4 a tedy maji rovnéz vlastnost S. Pro vlastnost § je
tedy prvni pfedpoklad axiomu IIT splnén. Ptredpoklidejme nyni, Ze
viechny prvky mensi ne? jisty prvek 8 maji vlastnost S, t. j. patii do t¥idy
4. Uvazujme soubor prvkii vétiich neZ . Jestlize patii vSechny do t¥idy
B, pak f§ je rozhrani naseho fezu a nase tvrzeni je dokdzdno; kdyby vSak
existoval prvek » > f8, ktery by patfil do t¥idy 4, pak by téZz vSechny
prvky mensi neZ 8 patfily do t¥idy 4; tedy, kdyby nés fez nemél rozhrani,
pak by vlastnost § spliiovala téZ druhy pfedpoklad axiomu III. Na z4-
kladé tohoto axiomu bychom pak usoudili, Ze vlastnost § maji vSechny
prvky kontinua, t. j. Ze pat¥i viechny do t¥idy 4; t¥ida B by byla tedy
prazdné, coZ je ve sporu s predpokladem, Ze (4, B) je fez. Tento spor do-
kazuje naSe tvrzeni.

N4§ princip indukce (axiom III) je tedy ekvivalentni Dedekindovu
axiomu, a proto téz libovolné formé axiomu spojitosti.

Abychom vidgli ndzornd typicky zpiisob uZiti axiomu IIT k dikazu
vét analysy, uvedme nékolik p¥iklada.*)

Véta I. KaZdd monotonni omezend posloupnost prokd. kontinua md
limitu.

Dikaz. Necht posloupnost prvka kontinua

Ay, Qg oo oy By .

je monotonni a omezend; pro urditost predpoklddejme, Ze je neklesajici
a omezend shora, takze

La, <o,y (n=1,2,..),
2.a,<c(n=1,2,..),

kde ¢ je jisty prvek kontinua. Budeme f{kat, Ze prvek A naseho kontinua
mé vlastnost §, jestlize pro vechna dosti velkd » plati

a, > 2,

t. j. jestliZe ¢lenové nasf posloupnosti p¥i svém ristu s rostoucim » pte-
krodi d¥ive nebo pozdéji prvek A. Je zfejmé, Ze vlastnost § maji viechny
prvky A << a,. Pro tuto vlastnost je tedy splnén prvni piedpoklad
axiomu ITI.

Predpokléddejme nyni, Ze naSe posloupnost nemé limitu a ukazme, ze
pak je pro vlastnost 8 splnén téz druhy pfedpoklad axiomu III. Skuteéns,
necht tuto vlastnost maji vSechny prvky mensf nez jisty prvek . Snadno
se dokdZe, Ze pak také prvek f mé vlastnost 8; skutedéné, kdyby tomu tak

*) Pojmy limity a spojitosti, 8 nimi% se operuje v dalsich dvou v&téch, jsou
oviem mindny ryze topologicky (viz jejich definice v nésledujicim oddilu). Ctené#
miiZe ostatnd spojovat s nimi také obvyklé predstavy, coz zde nevede k #4dnym
nedorozuménim, .

‘166



nebylo, pak bychom méli a, < f pro kazdé n; jestlize viak A znadi libo-
volny prvek mensi neZ 3, pak pro viechna dosti velkd » jest

A<a,< B,

nebot 1 ma vlastnost 8. Jezto v8ak prvek A < f§ je libovolny, znamend to
prave, Ze a,, — f§ pro n — 0. Jestlize tedy, jak jsme pfedpokladali, limita
neexistuje, pak prvek g musi mit vliastnost 8; tedy existuje jisté a, > §;
pak v8ak zfejmé viechny prvky A << a, maji vlastnost S, pro néz je tedy
splnén také druhy piedpoklad axiomu III (tdlohu y mé ziejmé a,). Na
zdkladé tohoto axiomu usoudime, Ze vlastnost 8 musi ndleZet vSem prv-
ktim kontinua; prvek ¢ v8ak podle 2 tuto vlastnost nemd, coz je praveé
spor, ktery jsme potiebovali.

Véta I1. Funkce f(z), spojitd v intervalu*) (a, b), nabyjvd v tomto inter-
valu viech hodnot, leZicich mezi f(a) a f(b).

Dikaz. Méjme pro uréitost f(a) << f(b) a necht u je libovolny prvek
kontinua, lezici mezi f(a) a f(b). Budeme Fikat, Ze prvek 4 m4 vlastnost S,
jestlize bud spliuje nerovnost f(1) << » anebo lezi mimo interval (a, b).
Vlastnost S zfejmé ndlezi viem 4 << a a tedy spliiuje prvni pfedpoklad
axiomu ITI.

Ukézeme nyni, Ze neni-li pro zddny prvek z hodnota funkce f(z)
rovna u, vlastnost § vyhovuje téz druhému pfedpokladu tohoto axiomu.
Necht vSechny prvky mensi nez jisty prvek § maji vlastnost S; ukdZeme,
Ze se najde prvek y > f takovy, Ze vlastnost § maji téZ vSechny prvky
mensdi nez y. Je-li § << a nebo 8 > b, pak je to ziejmé (v prvnim p¥ipadé
muzeme vzit jako y prvek a, ve druhém pak hbovolny prvek vétsi nez ).
Necht proto platia < < b.Je-lia < 1 < B, pak f(4) < u; jeZto funkee
f(z) je pro x = /3 spopta musime mit také f(f) < u (je-li = a, pak je
tato nerovnost zfejmé rovnd% splnéna). Jesto podle nadeho predpokladu
{(B) musi byti rizné od u, je f(§) << u; z toho ptedeviim plyne, Ze § < b,
nebot podle pfedpokladi o prvku u jest f(b) > u; déle, jeito f(f) < u,
muZeme zase v disledku spojitosti funkee f(x) pro # = f tvrdit: v inter-
valu (a, b) existuje prvek y > f takovy, Ze f(1) < u pro viechna A z inter-
valu daného nerovnostmia < 4 < y; to viak znamend, ze viechny prvky
A<y ma]1 vlastnost S, kterd tedy skutetnd splituje také druhy piedpo-
klad axiomu III.

Na zdklad$é tohoto axiomu mbiZeme usoudit, %e vlastnost § maji
viechny prvky kontinua, t. j. ze f(A) < % pro ¢ < A < b; to viak neni
pravda, nebot f(b) > u. Timto sporem je véta dokézsna.

Uvedené dva pfiklady ukazuji, jak snadno se uZivd axiomu III
k dikazu vét analysy.

*) Intervalem (ndkdy presndji: uzavfenym intervalem) (a,b) nazyvéme zde
a v dal$fm mno%inu prvki z, vyhovujicich nerovnostem a < x < b; nerovnosti
a < z < b definuji otevfeny interval (a, b).
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Axiom III vyznactuje mezi pofadovymi typy, které vyhovuji axio-
mu IT, spojité &ili kontinualni typy. Nejjednodussi linedrni kontinuum,
které je zakladem matematické analysy, je jednim z téchto typu a jeho
vyznateni v jejich souhrnu je tikolem dalsich axiomi. Je v8ak dilezité
poznamenat, Ze skoro celd topologickd ¢ast analysy*) muze byt vybudo-
vana na zakladé axiomt I—III a neni proto specifickd pro nejjednodussi
linedrni kontinuum, nybrz se pfenasi bez jakychkoliv zmén na libovolny
kontinudlni typ. .

Pokud jde o tyto typy samotné, jsou, jak zndmo, velmi rozmanité.
Jsou mezi nimi pfedevsim typy, které maji stejnou mohutnost jako nej-
jednodussi linedrni kontinuum, na p¥. linedrné usporddand mnohoroz-
mérnd kontinua. Pifkladem takového kontinua mize byt mnozina ,,éisel-
nych dvojic” (z,y), kde 0 < 2 < 1,0 < y < 1, pii demi (a, b) < (¢, d),
jestlize a << cnebo a == ¢, b < d; geometrickym obrazem tohoto kontinua
je mnozina bodi &tverce 0 <z <1, 0 y < 1, usporddand tak, Ze
uvnitf kazdé svislé usedky jsou body uspotddiny zdola nahoru, samotné
svislé tse¢ky pak zleva napravo; toto kontinuum mé stejnou mohutnost
jako nejjednodussf linedrni kontinuum, li8i se vSak od ného svym poiado-
vym typem; to zjistime nejsnadnéji, kdyZ si v8imneme toho, Ze na tomto
kontinuu nemuiiZe bytihustou**) Zddn4 spodetnd mnozina, nebot mnozina
viech svislych dsetek mé nespoéetnou mohutnost (mohutnost kontinua)
a proto vidy budou existovat svislé tsetky, které neobsahuji Zddny bod
této spodetné mnoziny.

Takové ,linearisované’“ mnohorozmérné kontinuum obsahuje na
ka#dém svém useku intervaly, podobné (ve smyslu shodnosti pofadovych
typi) nejjednodussimu linedrnimu kontinuu, a je tedy jakymsi postup-
nym navrstvenim nejjednodussich linedrnich kontinui. Existuji viak, jak
zndmo, téz.takova kontinua, kterd se lisi v mnohem hlubsim smyslu od
nejjednodusitho kontinua, nebot maji vétsi mohutnost a viibec neobsa-
huji intervali podobnych nejjednodusiimu kontinuu; jsou to piedeviim
,,hyper-kontinua‘‘, sestrojovand pomoci transfinitnich schemat. Tako-
vym hyperkontinuem je na p¥. soubor viech ,,Fetézci*, jejichZ &leny jsou
pfirozend &isla a jeZ maji typ mnoZiny transfinitnich &isel druhé t¥idy.
Pravidlo uspotfddédni spodivd zde v tom, e ze dvou takovych Fetézch
pokléddme za prvni ten, u néhoZ stoji mensi pfirozené &islo na tom misté,
“kde se po prvé v téchto dvou fetézcich objevuji riznd &sla.

Viechny tyto rozmanité kontinudlni typy, z nichz jsme si v8imli
jako pikladd pouze nékolika nejjednodussich, vyhovuji axiomim I aZ

*) Rozumime tim souhrn t&ch pojmu a v&t analysy, které mohou byti formu-
lovény a dok4zény bez pomoci pojmu spojenych s méfenim; v8echny vlastnosti
objekti analysy, s nimi% mé co &initi tato 84st, jsou invariantni vii¢i spojitym trans-
formacim; proto je pravé vhodné nazyvat tuto ¢ést topologickou.

**) Mnozinu M prvka daného kontinua nazyvéme vSude hustou v tomto kon-
tinuu, jestlize kady interval kontinua obsahuje asponi jeden prvek z mnoZiny M.
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IIT, takZe v8echny véty topologické &4sti analysy zustavaji pro né v plat-
nosti. Vyznadeni nejjednodussiho linedrniho kontinua v tomto souboru je
nerozluéné spjato se zavedenim metriky a stdvé se nezbytnym pouze pii

prechodu od topologické ddsti analysy k jeji metrické &asti.

4. Vybudovdani topologickych kapitol analysy.

Topologické kapitoly analysy spoéivaji tedy plné na axiomech I aZ
III, a mizeme jiZ nyni pfistoupit k jejich vybudovéni. Rozumi se samo
sebou, Ze takové uspofdddni vykladu, kdy celd topologicks &4st se plné
rozvine pred zavedenim elementl metriky, je sice velmi vhodnd pro
methodologické zkouméni, naprosto se vSak nehodi pfi vyudovani
(pokud ovSem nejde o kurs se zvli$tnim methodologickym uréenim).
Abychom to udinili ztejmym, stadi si pfipomenout, %e pfed zavedenim
metriky nemiizeme providét s prvky kontinua Zidné aritmetické operace
a nemtzeme definovat elementdrni funkce (kromé konstant a funkce
y = 2). |

Je samoziejmé, %e v ramei tohoto ¢ldnku miZeme podat pouze nej-
struénéjsi nddrtek vybudovéni analysy a zvlasté jeji topologické &asti.
Definujeme obvyklym zptisobem pojem funkciondlni zdvislosti a pak
pfejdeme k rozboru pojmu limity a k theorii limitniho pfechodu. Nem-
Zzeme predeviim mluvit, ze zfejmych dbvodé, o rozdilu proménné
veliiny a jeji limity a musime tedy formulovat samotnou definiei limi-
ty topologicky, ponékud odli¥né od obvyklé formulace. K tomu je, jak
zndmo, velmi vhodné zavést pojem okoli daného prvku. Nazyvémeokolim
prvku a kazdy interval (otevieny nebo uzavieny), ktery obsahuje uvnitt
prvek a. Smluvime se dile, Ze budeme nazyvat ,,0kolim bodu 4 oo
(po pf. —o0)* mnoZinu vSech prvki, které jsou vétdi (mensi) nez jakysi
urdity prvek. Je-li y funkei 2, pak vyraz ,,y — b pro z — a‘‘, jenz je ekvi-
valentni 8 vyrazem

limy = b,
z—ra

mé tento piesny smysl: af je V jakékoliv okoli bodu b, existuje takové okolt
U bodu a, Ze y patit do V kdykoli x je rizné od a a patFi do U. Neni obtiZné
definovat timto zplisobem téZ pojmy limes superior a limes inferior.
Stejné tak jako p¥i obvyklém vykladu, je vhodné zavést k tomu nejdiive
pojem ,,é4steénych limit* funkce y (pfi  — a). Oznadujeme tak kazdy
prvek b, ktery mé ndsledujici vlastnost: at je V jakékoliv okoli prvku &
a U jakékoliv okoli prvku a, existuje takové (riizné od a) z e U, %e pii-
slu$né y pati{ do V. Limes superior a limes inferior se pak definuji jako
horni resp. dolni hranice mnoZiny $4ste¢nych limit (za pfedpokladu, Ze
tato mnoZina je omezend; existence horni a doln{ hranice u kazdé omezené
mnoziny se dokéZe pfed tim pomoc{ axiomu III). Obvyklym zpisobem se
dokazuje, Ze limes superior a limes inferior jsou &istednymi limitami
(anebo obecnéji, Ze mnoZina &éstednych limit je uzaviend) a jestliZe sply-
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vaji, pak funkce ma urditou jedinou limitu. Stejné jako pri obvyklém
vykladu (ba dokonce v ponékud $irdim smyslu) p¥ipady, kdy @ nebo b se
stavaji rovnymi 4+ 00 nebo —o0, nevyzaduji zvlaStnich method a plné se
zafazuji do obecného schematu.

Véty o limité soudtu, soudinu atd. zde oviem schizeji. Plné je za-
chovéna a dokazuje se snadnéji nez pii obvyklém vykladu véta o promén-
né veli&ingd, vlozené mezi dvéma jinymi, které maji stejnou limitu: cely
diikaz se redukuje na pozndmku, Ze patii-li tyto dvé veli¢iny do urditého
okoli daného prvku, pak seviend mezi nimi veliina patii do ného také.
Vibec je zajimavé, Ze kdyZ formulujeme definici pojmu limity topologic-
ky, zjednoduSujeme zpravidla podstatné vyklad dikazi vétsiny vét
z theorie limit; tato skutednost zasluhuje pozornosti, pfedevsim v pedago-
gickém sméru, také s hlediska obvyklého vykladu kursu analysy.

KdyzZ jsme takto probrali theorii limity, pfechdzime k topologické
¢asti nauky o funkéni zdvislosti.

Spojitost funkce f(x) pro z = a lze definovat stejné jako p¥i obvyk-
1ém zphisobu vykladu dvojim zpisobem: bud pozadavkem

hmf(x) = fla),

anebo pomoci podminky: f(x) lezi v libovolné blizkém okoli prvku f(a)
jestlize x pat¥i do dostateéné blizkého okoli prvku a; ekvivalence téchto
dvou definici nevyZaduje oviem pii topologickém pojeti pojmu limity
Zadného dikazu, nebot vyplyvé piimo z této koncepce.

Spojitost na intervalu se definuje podobné jako p¥i obvyklém vykla-
du jako spojitost v kazdém prvku tohoto intervalu. Pojem stejnomérné
spojitosti postrdd4 obsahu, protoze nelze porovnévat velikost okoli dvou
riznych prvka.

Pojmy bodi nespojitosti prvniho a druhého druhu se definuji stejné
jako pFi obvyklém vykladu, nebot se opiraji pouze o pojem limity.
Obvyklym zplsobem zjistime, Ze monotonni funkce mtze mit pouze ne-
spojitosti prvnfho druhu. Otédzka mohutnosti mnoZiny bodi nespojitosti
oviem odpadd, nebof mohutnost samotného kontinua neni urdena.
Pojmy uplne variace, funkce s omezenou variaci a pojem absolutni spoji-
tosti zde ov8em chybi.

Vétsina vlastnosti spoptych funkef zistdva v platnosti a snadno se
dokazuje. Vidéli jsme jiZ, jak lze dokézat, Ze spojitd funkce nabyvé viech
hodnot lezicich mezi dvéma danymi. Stejné jednoduse se dokazuje ome-
zenost a uzavienost mnoziny hodnot spojité funkce na libovolném inter-
valu. Jako ilustraci probereme vétu o tom, Ze funkce f(x), spojitd v inter-
valu (a, b) dosahuje v ném své horni hranice f5.

Pfi dikazu budeme fikat, e prvek kontinua A m4d vlastnost S,
jestliZe je splnéna jedna z téchto podminek:

1. 2 leii vné intervalu (a, b);
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2. a < A< b, a horni hranice funkce f(z) v intervalu (a, 1) je mensi
nez f3.

Ztejmé vSechna A << a maji vlastnost S, takze tato vlastnost vyho-
vuje prvnimu piedpokladu axiomu III. UkdZeme nyni, Ze neni-li tvrzeni
véty spravné, pak tato vlastnost vyhovujetéz druhému piedpokladu axi-
omu IIT; pFedpokldddme tedy, Ze f(x) << B pro vSechna z zintervalu (a, b).

Necht vlastnost 8 maji viechny prvky mensi nez jisty prvek o; mé-
me ukazat, Ze pak existuje prvek y > x, ktery ma rovnéz zminénou
vlastnost prvku «. Jestlize o« << @, miZeme ziejmé poloZit y = a; pripad
&« > b neni moZny, nebot pak prvek b by mél téz vlastnost §, t. j. horni
hranice funkce f(z) v intervalu (a, b) by byla mensi, nez 8, coz je ve sporu
s definici 3; tedy a < o < b.

Podle naseho ptedpokladu f(«) << f; necht g’ je libovolny prvek
lezici mezi f(x) a f, takze f(o) << B; jezto funkee f(x) je spojitd pro x = «,
plati tato nerovnost té% pro viechny prvky « z jistého okoli (y’, y) prvku
o. Necht nejdiive a <« << b; pak zfejmé mlzZeme piedpokladat, Ze
a <y <o <<y <b; pro viechny prvky z intervalu (y’, ) mdme f(z) <
< f’ < B; tedy horni hranice funkce f(x) v tomto intervalu nepfekraduje
p’ a tedy je mensinez g; totéZ viak plati také pro interval (a, '), nebot y’
je mensi neZ «, a proto ma vlastnost 8; tedy té% v celém intervalu (a, y) je
horni hranice funkce f(z) mensi nez g, t. j. prvek y (a tedy téZ viechny
prvky 1 < y) mé vlastnost S. Jestlize « = a, pak z f(a) < ' plyne, Ze
f(x) < B’ pro viechna z z jistého (a, ¥) a dochdzime ke stejnému vysledku;
koneéné pii« = b zjistili bychom stejnym zphsobem, Ze pro jisté y’, kde
a < 9" < b, horni hranice funkce f(x) je mensi nez f§ v kazdém z intervali
(a,9") a (', b), a tedy také v celém intervalu (a, b), coz odporuje definici
prvku g. Tedy vlastnost § spliiuje druhy pfedpoklad axiomu III.

Pouzijeme-li tohoto axiomu, dospivéime k zavéru, Ze tuto vlastnost
maji v8echny prvky kontinua. Pro prvek b znadf vSak vlastnost S, Ze hor-
nf hranice funkece f(x) v intervalu (a, b) je mensi nez , coz neni spravné.
Tento spor dokazuje vétu. ,

Vidime tedy, Ze viechny nejdilezitéjsi vlastnosti spojitych funkei
zlstdvaji zachovdny pro vSechny kontinudlni typy. Rozumi se, Ze od-
padaji véty o soudtu, soudinu atd. spojitych funkef; naproti tomu véta
o spojitosti slozené funkce ztistdvé ziejmé zachovéna v plném rozsahu.

Muzeme déle na zdklad$ zndmé Baireovy konstrukce definovat
funkce prvni, druhé atd. t¥idy (poéitaje v to oviem téz transfinitni
t¥idy). Nejen viechny pojmy, nybrZ také viechny vysledky této topolo-
gické theorie plati v neztendené mife; zv14ité plati na p¥. zndm4é Bairova
véta o charakteristické strukturalni vliastnosti funkef prvni tfidy.

5. Vyznadeni nejjednodussiho kontinua.

Nejjednodussi kontinuum se odlisuje od ostatnich linedrnich konti-
nuélnich typi tim, Ze obsahuje spoletnou hustou mnoZinu. Snadno se do-

171



kaze, Ze viechna kontinua, kterd maji tuto vlastnost, jsou si navzéjem
podobné a Ze tedy poZadavek existence spoSetné ,,base’* definuje jediny
kontinudlni typ; je to, jak se rozumi samo sebou, pravé linedrni konti-
nuum matematické analysy.

S formdlniho hlediska mtZeme ovSem rovnou zavést jako &tvrty
axiom postuldt existence spodetné base, coz by bylo nejkratsi cestou
k zavedeni metriky a vybudovdni metrické &dsti analysy; neni v8ak bez
zajimavosti otdzka, zda neni moZné nahradit tento postuldt takovym
ekvivalentnim poZadavkem, jehoZ formulace by neobsahovala pojem
mohutnosti, jenZ je cizi nasi (a vlastné také obvyklé) soustavé, a opirala
se jen o pojmy a terminy, dobfe zndmé z jiz vybudované ddsti analysy.

Lze udat nékolik takovych ekvivalentnich tvard étvrtého axiomu,
a nékteré z nich nejsou methodologicky nezajimavé. Jeden z nich nyni
zvolime.

Axiom IV. Existuje takovd spojitd funkce p(x,y) dvou proménnych,
Ze pro x < y je vidy

v g,y <y. (*)

Pozndmka I. Pfedpokladsd se, Ze spojitost funkce ¢ i nerovnosti (*)
zlstédvaji v platnosti pro hodnoty 400 velidin z a y; jinak Fedeno, pied-
pokldds se existence pro libovolnd @ a b konednych limitnich hodnot
gla, +00) > a, p(—00,b) < b, p(—00, +00).

Pozndmka 2. Je zfejmé, Ze axiom II je bezprostiednim dasledkem
axiomu IV. Proto, kdybychom si nekladli za cil sestrojit celou topologic-
kou vétev analysy pied zavedenim axiomu IV, mohli bychom tplné vy-
nechat axiom II.

Je vyhodné pfedstavovat si velidinu ¢(z, y) jako ,,stfed* intervalu
(%, y) (to je pojem, jenZ se dosud pochopitelné nevyskytoval). Lze proto
pojimat axiom IV jako postuldt existence stfedu v kazdém intervalu, pfi
demZ na tomto stfedu se poZaduje pouze, aby lezel vidy uvniti intervalu
a zdvisel spojité na jeho koncovych bodech. Ukazuje se, Ze tento postuldt
plati pouze pro nejjednodussi kontinuum jako jediné ze vSech kontinuél-
nich typl (tato okolnost ukazuje, s jakymi potiZemi a ob&tmi musi byti
spojeny pokusy zavésti metriku do nékterého slozitéjsiho kontinua).
Abychom se o tom presvéddili, stadi oviem ukdzat, Ze z axiomu IV vy-
plyvé existence spodetné base daného kontinua; k tomu nyni pfistoupime.

Bude pro nds vyhodné zavést za symboly + 0o, —co0 nové oznadeni
a poloZit —oo = a,, +00 = a,. PoloZime dile

Plae ) = ay,
pla,, a*) = ay, <p(a%, a,) = ag,
@(ag, a*) = ay, (p(a*, %) = ay, q)(a,i, a*) = ag, (p(a*, a,) = ay, atd.

Myslime si, Ze tento postup pokraduje neomezend; kazdy novy krok spo-
¢iva v tom, Ze pro dva sousedni jiZ sestrojené prvky a, a ag klademe
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P(as, ag) = axip.
2

Obdrzime takto ztejmé spodetnou mnozinu D prvka a,, kde « nabyva

k
viech moznych hodnot tvaru ., 0 < k < 2n Nazveme prvek a,, kde x =

— 2’%, ,»prvkem tadu n‘‘; jezto 2—]; = Zarm
prvkem Fadu n + 1. UkédZeme nyni, Ze mnoZina D je hustd v nasem kon-
tinuu. Za tim Gdelem p¥ipojime k mnoziné D viechny jeji hromadné body,
t. j. utvotime t. zv. ,,uzavér D* mnoziny D. Jak zndmo, mnozina D* je
uzaviend, t. j. obsahuje v8echny své hromadné body. Mdme ukdzat, zZe
tato mnozina D* je pravé celé nase kontinuum.

Predpoklddejme, Ze tomu tak neni; jak zndmo, jestlize néjakd uza-
viend mnoZina neni totoZnd s celym kontinuem, pak ty prvky kontinua,
které do ni nepatii, nutné tvoti celé oteviené — t. zv. styéné — intervaly.
Necht (a, b) je jeden ze styénych intervalt mnoziny D*, takze prvky
a a b pat¥{ do této mnoZiny, aviak ani jeden prvek, lezici mezi a a b, do
ni nepatfi. Poznamendvame, Ze nevyludujeme ze zkoumani piipady
a=—00 a b= +}o0.

Oznadme r,, nejvétsi prvek fadu =, ktery neni vétsi nez a; a oznadme
8, nejmensi prvek F4du n, ktery nenf mensi nez b; je zfejmé, Ze r,, a s, jsou
sousednt prvky Fadu n; jeZto (jak jsme jiz zjistili) prvky fadu » jsou vidy
zaroveil prvky fadu n + 1, zfejms je 7, < iy, 8, = 8,4y kaZdd z po
sloupnosti », (n =1,2,...) a s, (n = 1,2, ...) je omezend a monotonn{
a tedy md uréitou limitu. Snadno zjistime, Ze limr, = a, lims, = b;

n—>0 n—ro
skutedns, jezto mdme 7, < a, je jisté o’ = limr, < a; kdybychom vSak
n—>oo
- méli ¢’ < a, pak by interval (a’, b), jenz je &dsti kazdého z intervald
(7., 8,), nemohl obsahovat uvnitt Zddny bod mnoziny D a tedy také zZadny
bod mnoziny D*; zvléité by nemohl prvek a pattit do mnoZiny D*,kdezto
ve skutednosti do této mnoziny patfi. Podobnym zplsobem se piesvéd-

¢ime, Ze lims, = b. Z toho vyplyva, jezto funkce ¢(z, y) je spojitd, ze

fn—>o0

je kazdy prvek ¥addu n zéroven ’

lime(r,, s,) = p(a, b) = c.

Nn—>0
Protoze vSak r, a s, jsou dva sousedni prvky fddu =, p(r,, s,) je prvek
fadu » + 1; tento prvek patii do mnoziny D a nemiize proto leZet uvnit¥
intervalu (a,b), a tedy ani prvek ¢ = g@(a,b), jenz je limitou prvkd
(74, 8,) pro n —00, nemiize lezet uvnitf tohoto intervalu, coz zfejmé od-
poruje vlastnosti 2 funkce p(z, ). Tento spor dokazuje nase tvrzeni.

Kazdé kontinuum, spliiujici axiom IV, md tedy skuteéné spodetnou

basi, t. j. je podobné, ve smyslu pofadového typu, nejjednodussimu
linedrnimu kontinuu.
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Tim je dovriena axiomatika kontinua a tedy také celé budovy mate-
matické analysy.

Pridti krok musi spodivat v dikazu podobnosti mezi kontinuem,
které jsme zbudovali a souborem vsSech Fezli mnoziny racionalnich &isel;
timto krokem zéroven dokazujeme bezespornost nasi soustavy axiomi
a zavddime metriku do naseho kontinua. Provedeni tohoto kroku, kdyz
jiz je dokédzéna existence spodetné base kontinua, jakoz 1 vybudovéni
metrickych kapitol analysy na zdkladé takto zavedené metriky je dobie
zndmo a nevyZaduje Zddného zvlistniho komentéfe; proto mizeme po-
vazovat nd¥ 1kol za skonéeny.

Uspéchi matematideskich nauk,
sv. IV, ses. 2 (30), s. 180—197 (r. 1949).
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