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1960 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKTANAE OLOMUCENSIS FACUL-
‘TAS RERUM SCIENTIARUM TOM 3

Katedra matematiky pirodovédecké fakulty.

Vedouei: prof. RNDr. J. Metelka.

UBER DIE NULLSTELLENANZAHL DER LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG y" = Q(t).y

MIROSLAV LATTOCH
(Kingelangt am 14 September 1959)

In diesem Artikel werden mittels der Transformationstheorie [1] der Lsun-
gen der Differentialgleichung y” = Q(1). y einige Kriterien fir dic Bestimmung
der Nullstellenanzahl der Losungen im Intervall (a, b) abgeleitet. Die ange-
fiihrte Transformationstheorie dient auch zur Ableitung der Oszillations-
kriterion fiir dic erwihnte Difforentialgloichung [2].

trachten wir die Diﬁerent,ialgleichung

=Q).y (a)
wobei der Koeffizient @ im Inzervau <a, b eine stetige Funktion ist.

Nun fithren wir zwei Definitionen ein

. Wir sagen, dass die Differentialgleichung () im Intervall a, by vom
Ty _/W m ist, wenn in diesem Intervall mindestens eine ihrer Losungen gerade m
Nullstellen hat und. dic wbrigen. Lisungen hochstens m. (genaver m oder m — 1)
Nuliselen besitzen,

Wir_sagen, dass die Differentialgleichung (a) im Intervall <a,b) vom
Typus m* ist, wenn cine Losung y = y(t) dieser Di fferentialgleichung im Intervall
Ca, by mit gerade m Nullstellen existiert, fur welche y(a) = y(b) = 0 ist, wobei
jede andere Losung, die im Intersall <a, by auch gerade m Nullstellen hat, von
der Lisung y = y(t) Immr ab}um

Satz 1. Es sei im Intervall (a,b) die D-//mnmzquuhm o =00

som Typus n und die Diferentiaigeichung 4 — Qursl) 4 vom Typus Y
gepeben Wenn fir don Koeffiicnten @ der Dfereniiaigloiciong (@) im dersall
<a, by dic Relationen Q,y,(t) = Q) < Q,(t) gelten, wobei dic erste Gleichheit
Gk identisch gitt, dann'ist die Differentialglichung () im. Intorvall <a, by
vom T

Beweois. Zuorst zeigen wir, daB im Intervall (a, b in diesem Fall keino
Lésung der Differentialgleichung (a) mehr als n Nulistellen besitzen kann.




Wire dies der ¥all, dann hatte im Intervall (a, b) die Lisung y = y(0) der
Differentialgleichung 5" = @,.,(f) . y mit y(a) = y(b) = 0 dem bekannten
Sturm’schen Vergleichssatz zofolge mindestens n |- 2 Nulltelion gegen Vor-
aussetzung.

Umgekehrt, es existiert cine Lisung der Differentialgleichung (a), die im
Tutervall (a, b) mindestens n Nullstellen besitzt. Zum Beispiel, diese Eigen-
schm hat die Lisung y — y(0), fiir welche y(a) = 0 ist, wie es aus der Sturm’-

folgt, denn der wuifolge gilt im Intervall
<a b> die Ungleichung Qu; = Q).
Satz. 2. Bs sei im Intervall Ca, by

(0 = V@) (= (1),
Q) =71¢ I70] 70,

wobei. folgendes gilt:

1) die Funktion ¢ besitat eine stetige Ableitung 3. Ordnung,
7t >0,
3) g(0) — gla) = (a — 1) .7
dann st die Differentialgleichung

¥ =0 .y (a,)

im Interval (a, > vom Typus n*.

Beweis. Die L (a,) hat eine Losung

mit y(a) =y(b) = 0, die im Tntervall (a, b> gerade n Nullstellen besitat.
Jede andere, von dieser unabhéingige Losung hat im Intervall (a, b) gerade
n — 1 Nullstellen, wie aus dem Sturm’schen Vergleichssatz folgt.

Spezielle Kriterien
1. Wenn im Intervall Ca, by far den Koeffizienten Q der Differentialgleichung
(a) folgende Relationen
2 S (b —a). Q) S —(n— 1)x®  (n...natiirliche Zahl)
gelten, wobei die erste Gleichheit nicht uientm:h gilt, dann ist die Differential-
glﬂchww (a) im Intervall {a, by vom Typus

2. Wenn im Intervall <a, by, a > 0, fir Vien, Kocffizienten Q der Differential-
gliciung (3) Iolgende Relationen

antnt 5 Iog‘ A 411 QW) S (w12 a*  (u... naticliche Zahl)

geien, wobei die erte Oleickhest wisht tentisch gilt, dann it die Diffeential-
gleichung () im Intervall {a, b5 vom Typus n




Beweis. Die Funktion g(t) = ‘"*71)"

g (¢ — a)erfulltdie Voraussotaungen
1.3 des Satzes 2. Es ist leicht zu zeigen, d,,n in diesem Fall Q, = — Diat

e ay
ist. Die Differentialgleichung 3" — — oy st also i Intervall
<a,by vom Typus n* und die D)ﬂ'eremmlglemhungy =— h" L. yvomTy-
pus (n+ 1)¥ — dem . (b —ay

Das erste Kriterium ist jetzt eine Folgerung des Satzes 1.

Al boweis. man das aveite Krteium, wenn (1) = D
gowihlt wi logh —loga
In dneser ‘che kann man weitere spezielle Kriterien ableiten.

Jlog L
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0 YMCTE HYJAEBH X TOYEK PENEHI
AUOOEPEHINAILHOTO YPABHEIMH y* = Q). y

MUPOCIAB JAATOX
(Wosryweno 14.9. 1059 r.)

B nacrosumeii pasoTe BMBC/CHH TEOPONH, ONPEACIAONLIC WHEHO HYACHX
Towex pomenis JieperImanbROF ypanienus

=ew.y @
 wnrepnane <a, b, B KoTOpoM Q mnaneren nenpepubnoit
pynscuneit.

C MavaJia UPHEEACM JBA ONpEACTICHIA.

1. Jugighepenyuaonoe ypasnenue (a) nasoses o unmepoase <a, by muna m,
ecau ‘zoms. Gt 000 pewenue dugifiepeniyuassnozo ypasenus (a) useem o un-
mepease <a, by Kak paz m nyscaws movex u oce ocmasvnwe pewenus dug-
epenyuanunodo ypaaensn (8) uscom ¢ unmepaase o, b e Gosee veu

m—1) nyacovtz mover.

" /(.@gsepm,ua,mm ypasuenue (a) nasoseat ¢ unmepoase a, by muna m*,

ecau Cyujecmayem maxoe pewenue y = y (t) dugbepenyuaannozo ypacnenus (a)
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Komopoe umeem ¢ unmepeaie <a, by Kax pas m Hy.aeeuT MoveK U Jan KoMOPO2O

ueem wecmo, o y(a) = y(b) = 0, u scaxoe dpyeoe pewsenue dugigiepeniuais-

Nozo ypaswenus (a), Komopoe umeem ¢ unmepaaae <a, by Kax pas m nyacsnr
auneino sasucum om pewenus y =yt

B Crathe 0KA3MBAIOTCN CICAYIONME NPOIOMKEIA:

1. Iycmy & unmepease <a, by dugbepenyuavnoe ypasnenue y* = Q8
svasemen, mana 1w Gufepenussmoe ypassemse 1 = Qo) ¥ i
(n + 1)*. Myems ¢ unmepoase <a, by 0z roxgiguuenma Q dugepenyuasn-
Yoea ypaimena (a). swronaemen coommowenie 0l 00 < 0,0, <te
pasecman. cica e
ypaenere (a) saasemes @ unmepaase a,by muna n.

Tyems. nsmepoase <o by wacem wecmo 0. = V70 (
w ;:p(me mozo 190
. rfr/mruuS @ wweem nenpepwonyn npoussoduyio 3-vo nopsdxa,

) Al

2 ) >
3 g(h) — pla) = (n — 1)
Tozda dufificperyuavsnoe ypasenue (a) seasemes o unmepaase (a, by muna n*.
C noowy muz meopen. doxaaeames cacdyiouue KpumEpuL.
1. lyemo oaffuuenm Q  dugifepenyuasvnozo ypasnenus (a) ydoeae-
maopaem o unmepaase a, by coommuoueniio

A= =P Q) = —(n—1fa?

npu wew pacencmao caeoa ne u
w0, MTomos dugiepentyuatvuoe ypasuenne (a) sarmemes o unmepaase <a, by
muna n.

ypasnenun (a) yo -

Iyem 0
o o nnmepoasc <an B, 0> O coommomternin
—4ntzt < ]og'; A1+ QM) = hdn — 1) e,
npu vew pasencinso caesa

wheso, Toka Dufipeponpuaonce ypasmeniss (8) ssssemes. o unmepeass <o, By
muna n.

SHRNUTI

0 POCTU NULOVYCH BODU RESENf DIFERENCTALNT
ROVNICE y" = Q) .y

MIROSLAV LAITOCH
(Dodlo 14. 9. 1950)

V tomto tlinku jsou odvozeny vity pro stanoveni pottu nulovych bodit
Felleni dif. rovnice
¥ =00y (a)

v intervalu g, b3, v némy je koeficient @ spojitou funkei.
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Nejdiive uvedeme ndsledujici dvé definice.

L. Diferencidlni rovnici (a) nazveme v intervalu <a, by typu m, kdys aspoii
jedno Felend diferencidlni rovnice (a) md v intervalu (a, by privé m nulovjch
bodii a ostatni fedent d./mmam rounice (a) magi v intervali <a, by nefoghe m
(tj. m nebo m — 1) nulov;

2. Diferencidlni rovnici m nazveme v intervalu <a, by typu m*, existuje-li
sedeni y = y(t) dif. rovnice (a), které md v intervalu (a, by privé m mdovijch
bodit a pro néz plati y(a) = y(b) = 0, pi dem? kaZdé jiné sesont diferencidlni
rovnice (a), leré md v intervalu <a, by privé m nulovjch bodd, je na Feseni
¥ = y(t) linedrné zivislé.

V dlinku jsou pak dokaziny tyto vity:

1. Necht v intervalu ¢a,b) je d;/mmarm rovnice y' = Q,(1) .y typu n*
a diferencidlni rounice y* = Quu(t) . Y typu (n + 1*. eate et <a, by
plati_pro kocficient Q diferencidin Foumice (), reluce Quuld) = Q) < Q,(0),
pfi emZ proni rovnost meplati. identicky. Potom diferencidlni. rovnice (a) je
v intervalu <a, by typu n.

2. Necht v intervalu a, b je Quft) = VW-( g, pi GemE

1
1£L0l

b /unku 9 md apofiton derivaci 3. fidu,
() >

W(M (m—1).7
encidlnd rovmice (a) v intervalu Ca, by typu n*.
schto vt jsou dokdzdna nésledujicf kriteria.
1. Necht koeficient @ diferencidini rovnice (a) spliuje v intervalu <a,b)
relace

—nimt S (b - ). Q) S — (0 — 1iat

2 Sem prondrounoet neplatl idenicky o  fe pirosend Halo, poom diferencidind

rovnic () e  inervals a. ) typu

. Necht koeficient Q d‘/mmam rovnice (a) spliuje v intervalu Ca, by,
jace

a0, rel
B ]ng’; 42414 Q)] = —4(n — 1)t at,

pii éem# proni rovnost neplati identicky a n je prirozené &islo, potom diferencidini
rovnice (a) je v intervalu (a, b> typu n.
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