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EASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A-FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Mohutnost prostoru s hustou ¢asti dané mohutnosti.!)
Bedfich Pospisil, Brno. o
(DoSlo dne 27. bfezna 1937.)

Mal4d némecks pismena jsou transfinitni mohutnosti; misto 2m
pidme exp m. Citat v zévorce se vidy vztahuje k Cechovym ,,Topo-
logickym prostorim®.2) o

Definice: Mnozina H le#l husté v topologickém prostoru P,
kdyZz uzavér v P mnoziny H je roven P (1.1).

V tomto &ldnku budeme studovat, jakd miZe byt mohutnost
prostoru, ve kterém leZi husté mnoZina dané mohutnosti. Diklad-
n&jdtho studia bude tieba toliko v piipadé AHU-prostora (6.1,
8.4, 7.1). Rozsifime-li totiz Gvahy uZ i jen na ABU-prostory (8.3),
je odpovéd trividlni. K libovolnému danému ¢ sestrojme totiZ
prostor R takto: Mohutnost prostoru R bude t a za uzadvéry neko-
neénych Gasti prostoru prohlisime prostor R; jinak bude uzivér
mnoziny roven té mnoZiné samotné. Ziejmé& R je ABU-prostor
mohutnosti ¥, v ném% leZi husté kazdd nekonednd &ist. V piipadé
AHU-prostoru je odpovéd takovato: _

Nuind a dostateénd podminka, aby existoval AHU-prostor mo-
hutnosti p, ve kterém leZt husté mnoZina mohutnosti Y, jest, aby byly
splnény nerovnosti h < p < expexp h.

Dukaz: Jest jasno, Ze musf byt h < p. Necht tedy P je AHU-
prostor mohutnosti p, ve kterém lezf husté mnozina H mohutnosti §.
Kazdému bodu p prostoru P pfifadme systém S, &4sti mnoziny H
takovy, Ze jest S € S,, kdyz a jen kdyZ p leZ{ v uzdvéru mnoziny S.
Bud pe P, ge P, p & q. Ponévadi P je H-prostor (8.4), existuji
disjunktni okoli O, a O, (2.1) bodti resp. p a g. Z toho, Ze mnoZina H
lezi husté v P, se snadno vidi (4.1.1), Ze uzdvér mnoZiny HO,
resp. HO, obsahuje p resp. g, tedy, Ze HOp € Sp, HOy € S,. Ziejmé
vSak HOg nepatif do S, a HOp nepatii do S¢ (4.1.1). Tedy S, + S;.
Tedy raznym bodim p a ¢ jsou pfifazeny rizné systémy &, a S,.

1) Tento mitij ¢lének patfi do serie Elénkd FeSicich problémy poloZené

panem profesorem Cechem v jeho topologickém seminé¥i.
3) "Casopis 66 (19387), str. D 225—264.
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Ale ©, jsou mnoziny, jejichZ elementy jsou &4sti mnoziny H. Casti
mnoZiny H je ale exp § a tedy mnoZin &, je nanejvyse exp exp h.
Tedy i boda v P je nane]vyé tolik, to jest p < expexp ), c. b. d.

Zbyva jesté dokazat, Ze podminka jest dostatedn4. To ale plyneA
z tvrzeni ostiejsiho, které nasleduje a které se ukaZe pozdéji uzi-
tednym. Pro dikaz dostatednosti nasi podminky staéi totiz v tom,
co nasleduje, klasti qa = exp b.

Jestlize h < a < exp ), pak nutnd a dostateénd podminka, aby
existoval AHU-prostor mohutnosti p, ve kterém leZi husté mnoZina
mohutnosti H a jehoZ vdecky body maji charakter < a, jest, aby byly
splnény merovnosti h < p < exp a.

Zase musf byt h < p. Necht P a H spliiuji podminky jako
v piedeslém ditkaze a mimo to jedté yp(p) < a pro kaizdy p e P.
KaZdému bodu p € P pififadme Gplny systém I, okoli (4.2) bodu p
mohutnosti yp(p). Bud B, mnozina viech HU, kde U € 8l,. Jako
v predeélem dukaze se vidi, ze B, + B, pro p+q. Avsak @B, jsou
¢4sti mnoZiny mohutnosti exp §, totiz mnoziny viech &ist{ mno-
Ziny H. P¥i tom ale @, mé mohutnost < q. Ale &asti mnozmy mo-
hutnosti exp h, které samy majf mohutnost < a, je nanejvys a-ta
mocnost &sla exp ), to jest nanejvys exp (ha) = exp a. Bodu
prostoru P je nanejvys tolik co téch B, a tedy p < exp a, c. b. d.

Dukaz dostateénosti:

1. Necht X je AH-prostor, z konecné mnoho jeho
bodid. Pak kazdému k lze pFitaditi okoli Ji bodu z; tak,
Ze Ji jsou po dvou disjunktni. Necht totiz O;; a Oy pro ¢ =+ 7'
jsou disjunktni okoli bodu.resp. z; a z;. Pak staéi za J; brat spo-
le¢nou &ast (prinik) viech Oy; s pevnym k.

2. Pro pevnou mnoZinu M mohutnosti § necht je @ prostor
viech funkei, jichZ argument probth4 M a které nabyvaji hodnot
1 a 2. P¥i tom definujici okoli (4.1.1) bodu ¢ v @ budou odpovidat
koneénym &¢istem mnoziny M. Okoli odpovidajici koneéné &asti K
mnoziny M bude prosté mnoZ%ina viech y e @ takovych, Ze y(k) =
= (k) pro k ¢ K. @ je AHU-prostor mohutnosti exp B, jak se lehko
uvéif (4.1 — (I°) a (II°), axiomy (III°) v 7.1, 6.3, 8.4). Vyberme
tedy z @ &4st X mohutnosti a < exp b.

3. X je AHU-prostor (1.5) mohutnostl aamiotevienou
basi mohutnosti < § (6.4). Defmu]ici okolf v @ a tedy i v X -
jsou oteviens. Stadi tedy ukézat, Ze definujicich okolf v @ je na-
nejvys h. Zvolme na okamzik K pevné. Viech odpovida]icich mu
okolf viech mo#nych bodi v & je zfejmé tolik, kolik je viech
moznych parcidlnich funkei defmova,nych na K k funkefm z @. Je'
jich tedy exp k, kde k je thohutnost mnoziny K. Tedy pevnému K
odpovidé korie&ns mnoho téch okoli, to ]est ménd ne’ X,. Probihd-li
* nynf K viecky moZné koneéné t4sti mnoziny M, kterych je celkem b,
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je téch okoli nanejvys 8, b =P, c. b. d. Bud B pevna oteviend
base mohutnosti < ) v prostoru X.

4. ,,Ctveretkem* budu nazyvat vidy mnoZinu viech uspoté-
danych paru {z, y}, kde x € J,, y € J,, pii éemz J, a J, jsou pevné —
na &tveretku zdvislé — elementy base B. Ten &étveredek oznadme
J; X Jg; Jy a J, jsou jim urdeny.

5. Oznadéme F mnozinu v8ech funkei, jichz argument probfha X
a jichZ hodnoty jsou v X. Pak F mé mohutnost

a® < (exp h)* = exp (ha) = exp a < a8,

to jest F' ma mohutnost exp a.
6. Bud D mno#ina vSech konecnych skupm d dtverecku:

Jy X Iy, g X Sy ooy I X Iy

— na potadku nezéleif — takovych, Ze mnoziny J; jsou po dvou
disjunktni. P¥ tom J; X J'; jsou t. zv. ,,soufadnice’ elementu d.

7. Pii pevné funkci f ¢ F necht K; je mnoZina v8ech uspofa-
danych pari {z, y}, kde ze¢ X, ye X, y = f(z). K; je ,kfivka
o rovnici y = f(x)*.

8. Oznadme @ = F + D a zavedme v @ topologii takto: Defi-~
nujicim okolim bodu d € D bude mnozZina -obsahujici jeden jediny
bod d. Necht z; pro k = 1, 2, .. ., n jsou prvky mnoZiny K; v ko-
neéném podétu. Kazdy element 23 zavieme do &tvereSku Z;. Definuji-
cim okolim bodu f patiicim k (neuspora.danjrm) skupinam (z,, z,, . . .,

zn) & (Zy, Zy,.. . ., Zp) Tozumime kazdou mnoZinu, kters obsahuje f
a viecky d e D — ” Jeda a% na kone&n® mnoho — takové, Ze ke kazdé-:
mu k=1;2,...,n existuje soufadnice bodu d (ta soutfadnice je

Stveredek) lezici v Z; a obsahujici z.

9. @ ma »mohutnost exp ¢. § mé mohutnost aspoii exp a.
podle 5. Base B m4 podle 3 mohutnost nejvys p. Tedy étveredki
je nanejvyse hz = p. Tedy koneénych skupin &tveretkd je rovnéi
nanejvys h a tedy D mé mohutnost < . S 5 dohromady to da,
#e Q m3 mohutnost nejvys exp a + b, t.j.expa,c. b.d '

10. Bud f,eF, fyeF, f, =+ f,.. Existuje tedy = e X, pro néz
Y1 = Y, kde yp = fi(z) pro I = 1, 2. Existuji pak disjunktni mno-
Ziny J'; a J';, prvky to base B, takové, Ze yieJ.. Bud J € B
a necht zeJ. Necht z = {z,y;} a necht Z; =J X J. Je-li O
né&jaké okoli bodu f; patiici ke skupindm (z;) a (Z;), pak okol
0; a 0O, jsou disjunktni. Pro jiné pary bodid z @ se axiom (III°)y
v (6.3.9) verifikuje zcela trividlné. RovnéZ i ostatni podminky pro
AHU-prostor — jsou citovany v 2. Tedy: @ je AHU-prostor.

.. 11. Necht definujici okolf O, bodu fe F patti ke sku-
pinam (z,...) a (Z,...); necht def. okolf O, bodu f patii ke
‘skupindm (z,2,,..., z,.), (Zy, Z, . . ., Zs);necht z & 2. Pak O,
nepbsahuje O, a tedy zvl1a&té O, =(= 0;. Necht Z, = J; X J;
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Podle 1 a 3 lze kazdé konedné skupiné (2, z,, . . ., Zn, Zn+1, - - -» 2N),

kde zp={z, yi}, mie X, y1e X, 2, F+ 2, naleztl takova oko]i J,

pror =1,..., N bodi resp. 2, v X, Ze jsou po dvou disjunktni.

Lze o nich zi‘ejmé predpokladat, kdyi jsme je eventualné zmensili,
Ze jsou to prvky base B, Ze neobsahuji = pii oznadeni z = {z, y}
a ze Ji* C Jp. Bud J"; = J'; a jinak bud J’, libovolné definujici
okoli bodu y,. Necht Z,* = J,* X J”,. Pak mnozina v8ech Z,*
je bodem z D. Takovych bodu je ale nekoneéné mnoho, nebot ke
kazdému pfirozenému N takovy existuje. Do O, jich ale nepatii
nejvys koneéné mnoho. Tedy néjaky takovy bod nalezi do O,
a ziejmé nenalezi do O,, c. b. d. Skupinu (z,.. ) k niz
pat¥i O,, oznadujme vidy O,

12. Bud f e F. Pak okoli bodu f patiici k pevnym skupindm
(215 - - -, 2n) & (Zy, ..., Zy) vzniknou v8ecka z jednoho z nich ubi-
rénim koneénych shsti. Je jich tedy tolik co té&ch koneénych éasti,
tedy nanejvys tolik co koneénych ¢asti mnoziny D, to jest nejvys b.
Vsech skupin (2, 2, . . ., 2,) je ale a a skupin (Z,, Z,, . . ., Z,) nej-
vyse . Tedy vSech téch okoli vibec je nanejvys h%a = a. Tedy
ze(f) < a.

13. Bud QY systém definujicich okoli bodu f e F a necht ma
mohutnost < a. Bud B’ soudet viech O’, pro O’y e V. Pak BV’ ma
mchutnost << a. Ponévadz v8ak K; ma mohutnost q, existuje v Kj
prvek 2z, ktery do @’ nendlezi. Necht okoli I bodu f patii ke skupi-
nam (z) a (Z) s libovolnym z. Podle 11 I neobsahuje Zadné O, ¢ B
a tedy B nenf Gplny systém okoli bodu f. Ze systému definujicich
okoli nelze tedy vybrat Gplny systém okoli bodu f, ktery by mél
mohutnost < a. Tedy xo(f) = a (4.2.3). 12 a 13 dé tedy celkem
zelf) = a.

14. Podle 9 prostor @ ma mohutnost exp a a obsahu]e mno-
zinu D mohutnosti < § < exp a. Existuje tedy v @ mnozina D’ mo-
hutnosti § obsahujici D. Mnozina D lexi ale v @ husté: Pro d € D je
totiz d v uzdvéru mnoziny D a priori (1.1 — (IIv)). Pro fe F
z xe(f) = a > 1 plyne pro kazdé definujici okoli Oy bodu f existence
bodu g € @, ¢ = f, q € O;. Z toho pak plyne ¢ € D a tedy kazdé okoli
bodu f protne D a tedy f nileZi do uzdvéru mnoZiny D (4.1.1),
c. b. d. Tim spie lezi D' v @ husté (1.1 — (III¥)). Z nerovnosti
h < p<expa vychdzi existence prostoru @ DD’ vnofeného
do Q (1.5), jehoz mohutnost je p. Mnozina D’ lezi v ' zfejmé husté
a jest u¢inéno zadost poZadavkim nasi véty.

Poznamka: P¥i dikazu prvni véty necht si étenadf poviimne
toho, Ze podminka zistane nutnou i p¥i AH-prostorech. Stadi vSak
uz ke konstrukei 4 HU-prostoru.

- Aplikace: Pismeno I (eventudlng s indexy) znaéi vidy AHU-
prostor, jehoZ kaZzdy bod p — mimo jeden vyjimeény, ktery vidy
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oznadujme symbolem oo (se stejnymi indexy jako I) — ma dkoli
obsahujici jediné p. Okoli bodu o maji vesmés mohutnost > 1.

Aby ukézal, Ze charakter bodu muZe pievysit mohutnost
prostoru, sestrojil Urysohn?®) spoéetny prostor I’, kde x, (') > ¥,.
Jinak v8ak se o y,/(o0’) nevi nic. Jako aplikace pfedchozf konstruk-
ce uvadim jeSté prostor I libovolné pfedem dané mohutnosti §
(misto ¥, u Urysohna) s charakterem bodu oo netoliko zndmym
= b, ale dokonce v piipustnych mezich libovoln& volitelnym:

Nutnd a dostateénd podminka. aby existoval prostor I mohut-
nosti , kde o md charakter a > Y, jest aby bylo a < exp ).

Poéet okoli bodu a tedy ani charakter nemuze pievysit po-
¢et viech Gasti prostoru a tedy a < expp. Tim je nutnost odu-
vodnéna.

Prostor I vyhovujici tvrzeni véty se skladd z jednoho bodu
feF, z celé mnoZiny D a z jakési mnoZiny mohutnosti §, jejiz
prvky nejsou ani v F ani v. D. Definujici okoli bodu f budou stejns
jako v prostoru @ v diikkaze druhé véty. Podle 13 sta&i klast f = co.

Novék zlepsil Urysohniv piiklad v jiném sméru. Sestropl
totiz spodetny dédiény N-prostor (8.6.5), jehoz body maji vesmés
nespodetné, jinak viak neznamé, charaktery. V pfistim &isle Caso-
pisu podam konstrukei zahrnu]lcl Novakovo i moje nynéjsf zlepseni
Urysohnova prostoru. Bude tp dédiény N-prostor pfedem dané
mohutnosti § s charaktery bodii vesmés rovnyml pfedem dane
mohutnosti > § v p¥{pustnych mezich.

Pozniamka: Rikdme, %e prostor & je R,-prostor, kdyz pro
kazdy bod p € O a kazdé ]eho okoli O v @ existuje okoli 2 v © bodu

ptakové, e Q =Q=0—0—Q2CO0; prx tom I’ je uzavér v @
mnoziny T C 6. Misto ,,AHU-prostor mozno v pfedeslych vétach
psat ,,AHR,U-prostor‘. Stadi misto @ uvaZovat prostor @ takovy,
ze zase ©® = F + D a (d) je okolim v @ bodu d € D; avSak okolim
v @ bodu f € F patficim ke skupindm (2y, 2, . . ., 2p) & (Zy, Zs, . . ., Zp)
— se stejnymi podminkami jako prve — bude kazdd mnoZina
A — K + B.s koneénym K, kde A je mno#ina téch d e D, Ze pro
kaidé k= 1,2,...,n jakasi soufadnice J; X J'p bodu d jest
C Zy a xp e Jp Pii 2, = {@1, Yz}, Tx € X, Y2 € X, a kde B je mnoZina
téch geF, Ze {xi, 9(xx)} e Z; pro kazdé k=1,2,...,n.0 je
Ry-prostor, nebot definujfci okoli v @ jsou uzaviend, ponévadZ
definujici okoli v X jsou uzaviend. Ostatek se doslova opakuje.

*

%) Uber die Machtigkeit zusammenhéngender Mengen, Math.
Annalen 94 (1925), 262—295. .
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Sur la puissance d’un espace contenant une partie dense de
p
puissance donnée.

(Extrait de I'article précédent.)

Les petits types allemands désigneront toujours des puissances
- infinies; je pose.exp m = 2M. Sous le nom de caractére yz(p) du
point p dans ’espace E, on entend*) la plus petite puissance d’un
systéme E d’entourages de p dans E tel que, pour tout G' ouvert
dans E et contenant p, il existe un U € € avec U C G.

La réponse & la question proposée au titre étant triviale pour
les espaces topologiques plus généraux, je me bornerai toujours
& P’étude des espaces de Hausdorff, c’est & dire des espaces véri-
fiant les axiomes 4, B, C, D des ,,Grundziige der Mengenlehre* de
Hausdorff (p. 213) sans vérifier peut-étre aucun des deux ,,Abzahl-
barkeitsaxiome‘“. Dans ce cas, on a le théoréme suivant:

La condition ) < p < exp exp ) est nécessaire et suffisante pour
qu’il existe un espace de Hausdorff de puissance p contenant une
partie dense de puissance .

La nécessité résulte immédiatement des axiomes B et D (sans
faire intervenir les autres). La suffisance peut étre tirée du théoréme
suivant dont nous ferons 1’'usage plus tard encore.

Soith < a < exp ). Alors la condition h < p < exp a est néces-
saire et suffisante pour qui’l existe um espace de Hausdorff de
puissance p contenant une partie dense de puissance V) et o le
caractére d’aucun point me surpasse q.

11 est aisé d’en prouver la nécessité. Alors, soit M un ensemble
de puissance §. Soit @ I'espace de toutes les fonctions dont 1’argu-
ment parcourt M et dont les valeurs sont égales & 1 ou a 2. Les
ensembles _ : '

B (y e D, y(k) = g(k) pour ke K),
¥

K ‘parcourant les sous-ensembles finis de M, seront les entourages
(définissants) de p dans @. Soit X un sous-espace de puissance a
de V'espace ®. C’est un espace de Hausdorff ayant une base ou-
verte QB de puissance < §. Soit F la famille de toutes les fonctions
qui transforment X en un sous-ensemble de X. Sous le nom de
»,carré’, jentends tout produit cartésien J, X J, ou Jye€ B,

Jy € B. Soit D la famille de tous les systémes d finis de carrés
Jl X J’l’ Jz X Jlg, .'. .,'Jn X J,n

~ .Y P. Alexandroff et P. Urysbhn, Mémoire sur les espaces topo-
logiques compacts, Verhandligen der Kon. Akademie Amsterdam,
Deel X1V, No. 1, 1929, ’
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tels que les J3 sont disjoints deux & deux. Les carrés J; X J'; sont
les ,,coordonnées‘‘ de d. Chaque point de D sera isolé dans 'espace
@ = F + D, dont je vais construire la topologie. Soit fe F, 2 €
€ E ly=f=x)], k=12 ...,n, (n naturel). Soit Z; un carré con-

tenant z;. Les entourages dans @ de f correspondant a (71, 29, - - Zn)
et (Z,, . . ., Z,) seront tous les ensembles contenant f ainsi que tous
les d ¢ D — sauf un nombre fini tout au plus — tels que, pour tout
k=1,2 ... n, il existe une coordonnée de d contenant z; et

contenue dans Z; . O; étant un tel entourage, soit O’y ’ensemble
des z; en question. Alors, @ est un espace de Hausdorff. Soit f ¢ F
et soit P un systéme de puissance < a d’entourages (définissants)
de f. Il existe alors un point z € £ [y = f(x)] qui n’est contenu dans

2y
aucun O’y pour O; € V. Les entourages de f correspondant & (2) et
(Z) avec un Z quelconque ne contiennent aucun O; e Q. Alors
za(f) = a, d’ott x9(f) = a, car il n’existe pas plus de a entourages
définissants de f. Or, f n’est pas isolé ce qui entraine la densité
de D dans Q. Soit DC D' C Q' C @, D' et @ ayant la puissance §
et p resp. L’espace @' et sa partie dense D’ satisfont évidemment
a la thése du théoréme.

Application: Le symbole I (muni d’indices éventuellement)
désigne toujours un espace de Hausdorff dont tous les points sont
isolés sauf un seul qui ne I'est pas et qui sera toujours désigné
par co (muni des mémes indices que 1’est 7). Pour démontrer qu’un
caractére peut surpasser la puissance de l’espace tout entier,
Urysohn a construit®) un espace I’ dénombrable avec y7/(o0’) non
dénombrable, mais inconnu. A titre d’application, je vais construire
an exemple plus général:

La condition mécessaire et suffisante pour qu’il existe un espace
I de puissance h avec yr(o) =a = h est que l'on ait a < exp h.

La nécessité est évidente. L’espace I & construire se compos:
d’un seul f ¢ F' quelconque, de tous les points de D et de § autres
points. Soit f = oo et les entourages de f soient définis de la maniére
décrite pour l’espace Q. s

M. Novak a construit un espace dénombrable complétement
normal aux caractéres > X,, mais inconnus. Dans le numéro suivant
du Casopis, je vais construire un espace complétement normal de
puissance b quelconque et aux ca.racteres = q = b pour tout a .
admissible a priori.

Remarque: Les termes ,espace de Hausdorff‘ peuvent &tre
remplacés par ,espace de Hausdorff de dimension 0 dans les
théorémes précédents. On n’a qu’a considérer, au lieu de @, I’espace
O = F + D, les d ¢ D étant isolés dans O et les entourages dans @
de f e F appartenant & (2, 2, . - -, 2n) €t (Zy, Zy, . . ., Zs) — sous les
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mémes conditions qu’auparavant — étant les ensembles 4 — K+ B
avec K fini, 4 étant ’ensemble de tous les d € D tels que, pour tout
k=1,2,..., 0, il existe une coordonnée Ji; X J'x C Z; de d avec
ZreJp olt zp = {p, Y2}, Tr € X, yr € X, et B étant ’ensemble des
g e F avec {x, g(xx)} € Zp pour tout k =1, 2, ..., n. En effet, les
entourages définissants dans @ sont fermés; car il en est ainsi de X.
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