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~ Zvlastni linedrni zobrazeni p¥imkového prostoru
v mnozstvi bodovych para roviny.

Josef Klima, Brno.
(Doslo dne 23. prosince 1936.)

V pojednani ,,0 jistém linedrnim zobrazeni pfimko-
vého prostoru v mnoZstvi bodovych paru roviny* ve
Véstniku Kralovské éeské spoleénosti nauk, roé. 1936 v odstavei 31
poukazal jsem na nejzajimavé&jsi zvlastni pfipad tohoto zobrazeni,
o némz bude zde pojedndno. Pojednéani toto v daldim oznadim vidy
pismenou Z s &islem piislusného odstavce.

1. Za zakladni dva komplexy lineirni zvolime zde shodné
komplexy 2, X, jichZ osy O, O, lezi v obrazné x a jsou vzijemné
kolmé (obr. 1). Parametr obou komplexu budiZ oznaden 4+ d, t. j.
jejich paprsky jsou normdilami Sroubovic pravotodivého Sroubo-
vého pohybu o redukované vysce d. Levotodivé komplexy X, X,
jsou v involuci a svazek jimi uréeny mé za zédkladni linedrni kon-
gruenci 7';,, rotadni kongruenci o hlavnim paprsku Z | = v pri-
seéiku (0,0,). V obraze 1 vyznaden kolmy primét na obraznu
7 = (0,0,). Jeito nulové body p,, p, roviny x jsou Gb&inymi body
os 0,, O,, prechizi zde karakteristicks projektivita I7x obeeného
pfipadu v involuci na abé&Zné piimce X, roviny =, o niZ lze se
snadno presvédéiti, Ze mé samodruzné body v kruhovych bodech
+ 4, — ¢ roviny #. Ridiei piimky 1D, 2D kongruence 7';,;, jsou zde
imaginarni druhého druhu a sice jsou minimdlnimi v rovinidch
vzdalenych od zn o délku + 4, a — ¢, z nich pak prva jde bodem - ¢
a druhd — 4. Obrazy libovolné p¥imky jsou v stopnicich konjugo-
vanych polar této pfimky vzhledem k zakladnim komplexim na 7.
Piimky roviny g || 7, vedené ve vzdalenosti z od 7, maji tytéz Gbézné
obrazy 7y, 730 @ sice v nulovych bodech (pélech) roviny o vzhle-
dem k X, a Z,.

Pol r,, je v Gbéiném bodé paprski komplexu X, lezicich
v roviné g, jez svirajf s osou + O, thel «, jehoz f,g x = %— Zvolme

stiedové promitéani o sttedu s, le¥fcfm na ose Z _kongruence T, ,,,
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primétné x a distanci ss® = d nad n. JestliZe je s’ priseéik osy + O,
s distanéni kruZnici K% tohoto promitdni, a pfeneseme-li vzdale-
nost z roviny g od = a sice kladné z (nad x) ve smyslu — O, od hlav-
niho bodu s do bodu 7/, tu 7's’ udava smér paprskd komplexu X,
v roviné g a tedy pél r,,. P6l 750 roviny ¢ ke komplexu X, je ve
sméru kolmém k sméru uréujicimu r;,. Body r roviny g zobrazuji se
v pary kolmic R,, R,, jeZ jdou Gb&znymi body 7,4 resp. ry,. PHmky
trsu 7 maji prvé obrazy na R, a druhé na R,.
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Obr. 1.

Urdeme obrazy a,, a, libovolné p¥imky 4, jeZ je dana v stiedo-
vém promitani (s, z) stopnikem a a Gbéinikem a*,. V rotaéni kon-
gruenci 7',,, je pfimka rovnobéZna s A, jejiz stopnik je v otodeném
Gabéiniku ay, ktery vznikne z abé&iniku a2, otoéenim 0 90° ve smyslu
-+ kolem hlavntho bodu s°. Stopnik a pi'imky A mé obrazy v pFim-
kich 4, = apn & A, = apye & Ub&Zny jeji bod ay v pimkich
A = aupy 8 A% = Gypym. V prusedicich (4,4,%), (4544¥) jsou
obrazy a,, a, piimky A. Z konstrukce obrazu a,, a, piimky je téz
patrno, jak obricens od obrazii a,, a, ptejdeme k ptimce A v pro-
storu. Zaménime-li obrazy a,, a; a oznadime a'; =a, a a'y =a,,
tu pHslu$nd pifmka A4’ odpovidé piimce A v zborcené involuci

o imag. ¥dicich p¥mkéach 1D, 2D. Splyvi-li @, = a3 = ay = @ ni-
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lez{ piisludna piimka A4 rotadni siti T',.!) Piimky komplexu X\(Z,)
zobrazuji se v pary bodové,. jichZz spojnice jde bodem Pyo(Pic0).
Tomuto zobrazenf vymykaji se piimky rovnobézné s obraznou .
Tyto piimky urtujeme vidy dvéma jejich body, jichz prvé a tudfz
i druhé obrazy jsou spolu rovnob&Zny. PHmky B, . . ., kolmé k pfim-
ce A, musf miti otoleny abéZnfk b, na antlpolare A ototeného

ab&iniku a, piimky A4 vzhledem k distanénf kruznici K¢. V obraze 1
zvolena pfimka B tak, aby se protinala s 4 v bodé ¢, takZe spojnice
ab, = Q,, ab, = @, co obrazy téhoz bodu g jsou k sobé kolmy. Jak
urdily by se obrazy c,, ¢, pfimky, jdouci bodem ¢ kolmo k (4B)
ponechdva se &tendfi.

2. Rovina ¢ (obr. 2) zobrazuje se v podobnost (¢) dvou poli
7y, 7y, jeZ jsou soumistné v n a jejichz odpovidajici si pfimky jsou

Obr. 2.

k sob& kolmé (Z, 4). Takovou podobnost (¢) mozno urditi na pr.
samodruznym bodem e,,, a parem bodu a,, @, za podminky, Ze
e1.5y | €94, jeito piimky E, A se protinaji. Stopniky a.e, . ..
piimek 4, E, . . . roviny ¢ jsou na jeji stopé P, a otodené tb&iniky
Gy; €y = €5, . . . .-0na otodené Ubé&Znici-.U, | P,. Z obrazu. patrno,
jak k libovolng:zvolenému obrazu a;(a,) sestroji se odpovidajic
ay(a,), déno-li P,, U,. Lze. tudfZ rovinu ¢ urditi zde téZ vzdjemné
kolmymi piimkami P,, U.. V obrazci vyznadeny obrazy libovolné
piimky -B(C) -roviny ¢, jeZ nilezf komplexu X\(Z,), patrné bby ||
|| Oy(ci¢; || Og). Prisedik e, je obrazem pifmky E kongruence 7',
je% je v roving e. P¥fmky P,, U, jsou obrazy nulového bodu le(%)
roviny & vzhledem k X\(Z,). Pomér podobnosti - k= excy 1 €0y =
== €sly 1 €1, . . . Pro (e) ]e tyi pro viechny roviny, jez ]dou tymz

‘1) L. Eckhart: ,,Eine Abblldung der linearen Stra.hlkomplexe auf dxe
Ebene‘‘ ve zpravich Videtiské akademie, roé. 1918,
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ib¢znym . bodem v = na X. a které maji stopy rovnob&iné.
PHmky N kolmé k roving ¢ majf ty% otoleny Gb&Znik ny, ktery je

antipélem otodené tb&inice U, vzhledem k distan¥ni kruznici K9.
Obrazy m,, n, libovolné kolmice zvoleny na obrazech N,, N, Gb&-
ného bodu n, téchto kolmic libovolné.

Roviny jdouci nulovym bodem p,(p,) obrazny = vzhledem
k 2,(2,) zobrazujf se v singuldrnf podobnost prvého fadu, jejiZ
singularni bod v prvém poli 7, (v druhém poli 7,) je nulovy bod té
roviny k X;(Z,) a singuldrn{ pfimka v druhém (prvém) poli je GbéZna
piimka X.,. Roviny rovnobéiné s z zobrazujf se v singuldrni
podobnost druhého ra.du jejiz singulérni body i primky jsou
ubezné

' Obr. 3.

V obr. 2 dana je§té rovina ¢ stopou P, a otoéenou tb&Znici U,
i lze snadno urditi obrazy 7y, 7, prisenice R = (ep) znajice jeji
stopnik r = (P,Pg) a ototeny tbsznik r, = (T, U.,) Déna-li by byla
jesté tfeti rovina ya urdili bychom jeté obrazy priseénic (ey), (py)
tu musely by prvé obrazy vech tif pruseémc byti na piimce a druhé
obrazy téZz na pifmce kolmé k prve, jeito tyto piimky byly by
obrazy g'e tsetfku (epy).
Sme nékteré dlohy tyka]ici se vzédjemné polohy
bodu primky a roviny.

"~ a) V obr. 3 sestrojen priseéik z roviny g(P., U, s prim-
kou A (a;, a). V roviné & myslime si piimku K, jejiz k, = a,,
#{kejme prvou kryeci pfimku s A. Piimky K a- 4 ]sou riznobézné,
leZice v téze nulové roving komplexu X, a proto k, = X;a X, |
1 X,. Kdyby rovina ¢ byla rovnob&n4 s = ve vzdalenostl 2, znah
bychom ihned smér obrazu X, podle obr. 1 ve spojnici §'7’. -
+b) V obr. 4 uréeny obrazy pfi¢ky X, jdoucf bodem’ p (P, P,)
k mimob&zikam A4 (ay, a,), B (by, b,). Primka 4 s bodem p uréujf
rbvmu &, jeZ zobrazuje se v kolmou podobnost (¢) danou (P, a,) ~J

~ . (P;,a;). V rovind ¢ zvolime podle a) prvou kryef pHmku" K
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s ptimkou B (k, = b,) a uréime jeji druhy obraz k, jako odpovidajiof
bod ke k, v (¢). V obr. 4, je a.k, | a,k, a jsou-li prisediky téchto
kolmic s P, a P, body m,, m,, tu musi mya.k; ~ m,a,k;. Nebo na
P,, P, zvoleny odpovidajici si body 7y, 7, (agrs | ay7y) a tu reky |
1 7k,. Prisedik = (¢B) ma obrazy X, = byk,a X; | X, bodem b,.
Hledani piitka je X = (xp), pfi éemZ je kontrola a,z, | a,z,.
Kdyby pfitka mimobéiek A, B méla byti rovnobéina s pfimkou
C (¢, ¢3), tu bod p pfedchoziho piipadu pieSel by v ab&iny bod
-pHmky C, t. j. obraz P, Sel by bodem ¢, rovnobé&zné s O, atd.

¢) Ctyii mimob&iky A, B, C, D maji obecné dvé ptidky
X, Y, nemaji-li polohu hyperboloidickou. Zobrazime-li tyto pifimky
druZinami a,a,, b,b,, ¢,¢,, d,ds, X, %, Y,Y,, tu promitajise body a,,by,c,,
d, z z, (y,) paprsky, jez jsou kolmy k spojnicim bodu z, (y,) s odpo-
vidajicimi body as, b,, c,, d, 1 Fedf ndm druZiny x,z,, ¥,¥, zajimavou
planimetrickou tlohu. :

_ Obr. 5.

Pri¢ky mimobéZek v nafem zobrazenf uréfme obvyklym zpi-
sobem. Na piimce C zvolime t¥i body m, n, p a promitneme je
z mimobézky A na pifmku D do bodd m,in,lp a z B na tutéz
pifmku D do boda ?m, ?n, 2p.- Samodruzné body z, y projektivnich
soumistnych fad minlp A ?m2n?p nileZeji hledanym pi{¢kam.

V obr. 5 zvolen bod m tak, Ze rovina (mA) jde pélem obrazny =
k X, takie M, = c,a, a prvy obraz bodu m je 1M, = a,d,, kdeito
druhy obraz 1M, netfeba rysovati. Obraz M, obdrifme podle b).
.Podobné vhodné zvoleno Ny = bc, a P, = by, a sestrojeny prvé
obrazy'N,, N, alP,, *P,. Samodruzné paprsky X;, Y, projektivnich
soumfstnych svazki d, *M,'N,'P,) A d, (2M,’N,*P;) jsou prvymi

118



obrazy bodu z, y, druhé pak obrazy X,, Y, jdou bodem d, kolmo
k prvym obraztim. Sestrojenim piféek z bodu z, y k 4, C tim, Ze
uréime priseéiky rovin (2C) a (yC) s A dospivame k obrazim
x,%,, Y1Ye jei Fedi téZz vytknutou planimetrickou dlohu.

4. Linearni komplex I" zobrazuje se v korelaci (I') jez obsa-
huje involuci, uréujici absolutni body na GbéZné piimce X (Z, 14).
Pélova kuzZelosetka je zde kruznici C? (Z, 18) (obr. 6) a jeji body
jsou koincidendni s odpovidajicimi piimkami v (I'). Prvy obraz x,
sdruZené polary X k piimce X, vzhledem ke I, odpovida v (I')
abézné ptimce X (Z, 14). JeZto spojnice bodu z, s kruhovymi body
dotykaji se poldrné kuzeloset¢ky I je x, ohniskem kuZelosecky I'™.
Stejné druhy obraz x, poldry !X je ohniskem kuZelosedky I'2. Koin-
cidenéni kuZelosetky v korelaci (I") dotykaji se dvojnasob a spoleé-
ny pol dotydné tétivy k obéma témto kuzelosetkam ma splyvajici
odpovidajici piimky v (I') a je tudiZ na X, jezto pfimka tato obsa-
huje involuci konjugovanych
boda v (I'). Prochdzi tudiz
spojnice x,z, stfedem c¢ kruz-
nice C? a pramér na této spoj-
nici je hlavni osou kuZeloseéky
I'?. Kuzelose¢ka I je hyper-
bolou (elipsou), jestlize z, je
vné (uvnitt) kruznice 2. Kdy#z
z, a tudiz i z, je na C?je kom-
plex I' specidlnim komplexem
sestavajicim z pridek piimky
1X. Dospivime tak k zobra-
zen{ linedrnfho komplexu v pr-
vek bod — kruZnice podle
Eckharta.l) Zvolime-li prvy
obraz a, paprsku 4 kom-
plexu I, odpovidd mu v (I") oo* : Obr. 8.
druhych obrazi, jez jsou body
odpovidajici piimky A4,, kterd je chorddlou kruznice C? s kruznic{
opsanou nad _primérem a,x,. Tedny ke kuzeloseéce I'? (v obr. 6 je
to elipsa), jez ma ohniska a,, 2, a C? za kruZnici nad hlavni osou,
potitame-li k poli z,, a oznaéime je M, N,, maji odpovidajici body
v(I)v pruseéicich Mg, Np & sice musi xymg | M, a zn, | N;. Jest
totiz na pf. xym, odpov. pifmkeu k db&nému bodu pHmky M,
a musf jiti konjugovanym bodem v ITy. Jestlize bod a, oznaéime
jakoZto Uruhy obraz b,, jsou prvé obrazy na piimce B,, jez je chor-
délou kruZnice C? s kruznici opsanou nad b,z, jakoZto primérem.

6.. V.opr. 7 ukdzédno jak k pfimce @ dané obrazy g¢,, ¢, se-
strojime obrazy ¢;,q, sdruzené poliry !Q vzhledem ke
kom plexu I', danému podle odstavce 4 kruZnici C? a obrazy 2y Ty
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Primky komplexu I', jeZ protinaji @ protinajf téz Q. P¥imka B
komplexu I, jejiZ prvy obraz b, je v ¢, protinid @ a ma druhy obraz
v libovolném bodé odpovidajict pf'imky By | blx,. Jezto viechny
tyto pifmky B musf protinati 16210, je 'q; na ¢, 7, a g, na B,. Stejné,
oznadime-li ¢, jakoZto a, je prvy obraz a, pfimky 4 komplexu I’
vézan na odpov. pimku 4, 1 2495, a'ze stejnych diivod musf g,
b ti na 2.9, a 1¢; na 4,. Tim jsou obrazy 1q,, 1g, konjugované polary

uréeny. Oba pary X'X, QlQ kon]ugovanSrch polér majf polohu
hyperbolmdlckou a proto prvé obrazy ¢ xl, lg, jsou .na pfimce

- & stejné druhé obrazy a sice jest q,7,'qy ~ ¢a%,'q, (Z, 20).

Obr. 7.

6. Kdybychom méli uréiti poldrnou rovinu ¢ bodu e (E,, E,)
vzhledem ke komplexu linedrnimu I (C?, z,x,), zvolime v trsu
o stfedu e libovolny paprsek @, na pf. ten, ktery nalezf kongruenci
T,,,, ‘jehoz oba obrazy splyvaji v priseéiku g,,, = (B, E,). Kon]ugo-
vana poldra 1Q ku Q- je v roviné ¢ a tudfZ jeji obrazy 1g,, ¢, sestro-
jené podle odst. 5 uréuji's B, pifpadné E, podobnost (¢). Obdobng
si potindme p¥i urdeni pélu f rovmy @ (Pos T,). V. rovind @ zvolime
opét pfimku @ na pf. opdt tu, jez nileif kongruenci Tl,,, stanovime
jejf konjugovanou poliru ku I' a jejf priseéfk s rovinou ¢, uréeny
podle odst. 3 a) je hledanym’ pélem f.

7. BudiZ v obraze 8 sestrojiti obrazy o, o; osy O linear-
niho komplexu I'(C%, 2;2,). Ub&né pimky maji tytés dva
obrazy 81005 83w, Kde 8 = Py, .8y = 1. 'Konjugované k nim polary
majf ty¥ ubéiny bod s, jehoZ obrazy jsou 8 = %180, 8, = Ty8g0.
Prﬁseéﬂ; 8 = (5,5,) je otoéenym b&znikem viech praméra kom-
plexu a tedy téZ osy O. Osa O je kon]ugovanou poldrou ab&zné

pﬁmky roviny ¢ kolmé k sméru priméra. Otodens Gbsinice U,

roviny g je tudfZ antipoldrou k 8y vzhledem k distanénf kru¥nici K¢.
. Na ab&iné piimce roviny ¢ zvolime dva body m, n, jejichZ nulové
roviny u, » protinajf se v hledané ose. 0. Vyhodné je zvoliti obraz
M, = S;a Ny = 8, jeZto nulové rovina u (») jde nulovym bodem:
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e (py) Toviny m k X, (). Singuldrni body v kone¢nu podobnosti
(@), (») jsou obrazy osy O. Bodem m (n) zvolena pifmka @ (R) na pk.,
ktera nalezi T, a uréen druhy (prvjr) obraz g, (iry) kon]ugované po-

lary 1@ (*R) a tu 0, =11y, 0y =1¢,.

Obr. 8.

8. Jestlize poléra X b&iné osy X roviny n vzhledem ke
komplexu linedrnimu I" ndleZf koincidendn{ kongruenci 7,
takie x; = x, je v stfedu ¢ kruZnice C?, tu korelace (I') pfejde
v polaritu vzhledem k C2 Komplex I” je invariantni vzhledem
k zborcené involuci o imaginirnich osich 1D, 2D, t. j. obsahuje
tyto osy a komplex I" je v involuci k obéma zékladnim komplexiim

Ly, %, (2, 28).

,2Kruinice obrazny s jejich stredy ZObI‘ale]l nim
linearnf komplexy trojmocné soustavy linedrnich kom-
plexi, jez jsou v involuci k svazku zdkladnfch komplexd

(2123). -

. Obrazy 1g,,1¢, konjugované
polary 1Q k libovolné pifmce @
(obr. 9) urdi se stejné jako v ob-
raze 7; snadno z obrazce vyplyvé
Ze. 1q11q2 | ¢1gs. Nélezi-li Q ke kon-
gruenci_ T,,s .2 konstrukce ihned

plyne, Ze i 1Q. je v Ty, a proto

komplex I' obsahuje pf'imky 1n,
iD. .

9. Obsa,hu]e-h linedrni
komplex I’ gsu X, ale nena-

Oasopis pro pistovéni matematiky s fysiky.
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lezf svazku (Z,2,), pfejde kruznice C? v pifimku C (obr. 10)
a body z,, z, jsou ab&zné a neodpovidajf si v absolutni involuci I7x
(Z, 18). Body t,w, 83 odpovidajici v ITx bodim #, = %30 2 8 = %10
jsou singuldrnimi body centralni korelace (I"). Libovolnému bodu a,
odpovida pHimka A4, svazku 8,., kterd se spojnici a,t,, protina se na
pHmce C a naopak bodu b, odpovidd paprsek B; prochézejici
bodem ¢, a protinajici se se spojnici s,b, na C. V obraze 10 vyznade-
.na konstrukce obrazi 1g,, g, poliry !Q piimky @ o obrazech g, ¢,
vzhledem k linedrnimu komplexu I', jez vyplyva z konstrukece
Jaee odst. 5. oot linedrnich komplexd
I obsahujicich osu X, zobra-
zuje se v oo? centralnich kore-
laci, jejichZ singularn{ body ¢,
8, jsou na ubéiné piimce a od-
povidajici singularni paprsky
protinaji se na pfimce C v ko-
neénu.
JestliZe 00, X 0dpovidi si
v absolutni involuci ITx, je pii-

// 7 slusny linedrni komplex speci-
> ,““j?"ql-‘f 4 alni a sestava z pfitek piimky,
jez protind osu X, a je v roving

Obr. 10. rovnob&zné s obraznou w, jejiz nu-

lovy bod vzhledem k ZX| je v 2jw.
V piipad¢ pak kdy mimo to pHmka C je kolma k sméru z;,
(%30), dostavime dvojnisob singuldrni korelaci, jejiz singuldrni
piimka v druhém (prvém) poli je C a v prvém (druhém) poli
ubéznéd piimka; singuldrni body jsou v prvém poli ab&zny bod
na C (%6) a v druhém poli z,, (ib&Zny bod na C).

- 10. Necht v piedchozim piipadé splynou body =z, z,
vtémz ab&iném bodé&, komplex I' obsahuje osu X a nenalezi-li
svazku (X}, 2,) mé korelace (I") koincidenénf piimku C, jez je
kolma k sméru z,, = 2,,. Korelace (I') je centralni o spoleéném
stfedu v ib&Zném bod§ #,, = s, na p¥imce C a charakteristicks
projektivnost obou svazki je takéd, Ze samodruzné paprsky jsou
v 0 a X,. K uréeni obrazu takového komplexu stadi mimo prim-
ky C znéti je§té obrazy a,, a, jedné jeho pifmky A4, &imZ projektiv-
nost tato je ddna. Patrné vzdédlenosti bodu v prvém poli a odpovi-
dajicf pffmky v druhém poli od p¥imky C jsou v konstantnim po-
méru k. Pro k = —1 dostdvime obraz linedrntho komplexu,
ktery je v involuci k svazku (X, X,) (odst. 8) a (I') je centriln{ invo-
lutorni reciprocitou. - - -

Pro k = 0 je (I") dvojndsob singuldrni o singuldrni pifmce C
v prvém.poli a X, v druhém poli. _
Nélezf-li linedrni komplex I' pfedchoziho ptipadu
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svazku (Z,23), tu tjo = S0 (£, 17) a tedy téZ 2,0 = e a Oba
svazky singuldarnich paprsku splyvaji. V obr. 11 vyzna&en tento
piipad, jakoZ i konstrukce obrazu !g;, g, polary 1@ k libovolné
piimece Q. Pro zékladnf komplex X, je ¢, = s; = p,o & pro X, pak
t, = s, = p, (odst. 1).

Ctyfmocnou soustavu
linedrnich komplexi obsa-
hujicich osu X, oznaéme
pro dalsi £* a trojmocnou
soustavu z téchto, pro néz
Ziw = Zyw Oznaéme 53,

Obr. 11. Obr. 12.

11. UvaZujme o dvou lineadrnich komplexech I', I urde-
-nych v obraze prvky C, z,xz, a C’, 2';2', (obr. 12). Komplexy ty
uréuji svazek linedrnich komplext, jeZ obsahuji jejich spoleénou
linearni kongruenci (I'T"), kterd mé s kongruenci 7),,, spoleéné
piimky M, N, jejichz obrazy jsou v pruseéicich m,,,, n,,, kruznic
C2, C'2. Dalsi komplexy I'* svazku maji za pélovou kruznici C*2
kruznici svazku (020’2) a obraz x;% je na piimece I = z,x’;, a x,*
na piimece II = x,x’, a sice fada z,x 7% ... na I je podobnou
s fadou z,2',7,% ... na II. Ub&iné body piimek I, II prislufeji
totiz ke komplexu svazku, ktery obsahuje tbéZnou pifmku X
a jehoZ koincidenéni kruZnice pf'echézi v piimku m,,.n,,, svazku
(C2C"?) (odst. 9). Stredy ¢, ¢, ¢, ... kruinic C2 C'%, Cx2, ...
tvorf fadu S (¢, ¢, ¢%,...) podobnou s fadou I (a,, 2'y, 2%, .. .).
Spojnice z,x,, ',2’y, xl xz , ... obaluji parabolu dotyka,]ici se
piimek I, 8, I1. Svazek linedrnich komplexti obsahuje dva speci-
alnf komplexy sestdvajicl z pFiek piimky 4, pfipadné B. Uréeme
obrazy a,a,, b,b, piimek A4, B! K tomu uZijeme toho, Ze pHmky
4, B jsou konjugovanymi poldrami k obéma komplexﬁm r,rw.
Body oy, b, jsou na.I a ay, by na I1. K libovolnému bodu z,* na I
nalez{ urdity bod z,* na I a body ty jsou obrazy konjugované pola-
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ry 1X* osy X, vzhledem ke I"%. Konjugované poléry k pifmce 1.X %
vzhledem ke I'a I splyvaji jen tehdy, kdyz 1X x splyne s 4 nebo B.
Meéni-li se komplex I'* ve svazku (I'I") budou prvé obrazy konju-
govanych polér k pfislusnym pi{mkam 1X* vzhledem ku I" a I
tvofitl na piimce I dvé projektivni fady, jichz samodruzné body
jsou v obrazech a,, b, ¥dicich pfimek kongruence (I'I"). Druhé
obrazy a,, b, 1ze obdobné dostati anebo na zakladé toho, Ze tsetky
4,0y, bib, jsou pileny piimkou 8. Zvolme nejprve z,%, 2,* v b&z-
nych bodech ptimek I, II, tu dostaneme na I druZinu bodovou
1=z, I' =',. Dile zvolme z,*, z,* v z;, 2, a dostaneme na I
druzinu 2,, 2, kde 2’ je na chordéle kruznice C’2 s kruZnici opsanou
nad z,z’; co primérem. Stejné pro splynuti z,*, z,* s z'y, 2/,
dostaneme obdobné uréenou t¥eti druZinu 3, 8’e. Ze t¥i druzin 11’,
22', 33’ projektivnosti na pifmce { uréime samodruzné body a,, b,
a k nim body a,, b, na II. KruZnice 42, B? opsané nad a,a,, b;b, co
priméry nalezi k svazku (C2C’2) a jsou obrazy specidlnich linedrnich
komplext svazku (I'T") sestavajicich z pii¢ek piimek 4, B. V obraze
piimky A4, B jsou realné a kongruence (I'I”) je hyperbolickou
o Fidicich piimkach 4, B. ,

V ptipadé, kdy x,2'; | x,2’p, t. j. polary 1X,1X’ se protinaji,
zname piedem jednu Fidici piimku na pf. B, jeZto protind osu X
a mé ubéiné obrazy b,», byo a specidlni komplex (B) mé obraz
v chordile kruznic C2, C'2.

12. Libovolny ' svazek linearnfch komplexti v soustavé 5%
(odst. 10) obsahuje dva komplexy soustavy 53, jeito projektivni

Obr. 13.

fady bodové z;...A 2,... na X, maji dva samodruzné body. .
Mgéjme v obr. 13 dany dva linedrnf komplexy I, I nalefejici k 5
a sice koincidenénimi pf{imkami C, C' a Gb&inymi stiedy #;, 8, t';, 8’5
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singularnich svazkd. Dal$f komplex I'” svazka (I'I") ma koinci-
denéni pfimku C” jdouci prisedikem (CC’). Pifslu¥né Gb&iné body
t";, 8", 1ze stanoviti dvojim zpisobem. Libovolny bod a, (b;) na C”
je druhym (prvnim) obrazem jisté pfimky A kongruence (I'I"),
k némuz najdeme prvni (druhy) obraz a, (b,) na zakladé toho, Ze
piimka ta je v obou komplexech I', I''. Udava pak spojnice a,a, (b,b;)
bod 2”10 (8"50). Jinak lze uiiti projektivnost #t';"; ... A 8:5'e8"s A
ACC'C" ... Sestrojime tedy libovolnym bodem ! rovnobé&iky se
sméry uréujicimi tyto abézné body, piipadné s koincidenénimi
pifmkami. Samodruznymi body ™ = s,™ a t,* = s, prochazeji téz
koincidenéni pfimky C™, C», jezto p¥islu¥né k nim komplexy nale-
Zeji soustave Z3 (odst. 10). Maji proto tfi tyto vzdjemné projektivni
svazky o stfedu ! tytéZ dva samodruzné paprsky z dvou zndmych
odpovidajicich si jejich trojin (£,s,c, ¢';8's¢’) 1ze proto uréiti spoleénou
direkéni osu O a pomoci ni lze obrazy komplexu svazku (I'T”)
dopliiovati. Pro specidlni linedrni komplexy svazku musi sméry
bw?, bo? stati kolmo k smérim s,,%, 8307 & Proto SMEry s, Sge’
jsou samodruznymi paprsky projektivnich svazki I (sp, 8’5, ...) A
N l(xg, 2’3, . ..) (v obraze 13 nesestrojovano).

13. Maji-li linearni komplexy I',I” byti v involuci,
musf v obr. 12 obrazy z,, 2/; byti harmonicky sdruZzeny k a,, b,

Obr. 14.

a tudiz téZ (w,ax'pasby) = —1, t. j. projektivita urdujici body
@, b, (ag, ;) na pifmce I (II) je involuci. K tomu postaéi, aby
2" =3 a tedy chordala P kruinice C’? s kruinic{ opsanou
nad z;2'; co primérem, byla totoZna s chordalou kruznice
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C%s kruznici majici z,2'y za praumér (obr. 14). OvSem plati téz
gsoucasn®, ze chorddla P’ kruZnice C? s kruZnici o praméru z,z’;
splyva s chordalou kruinice C'? s kruZnici priméru z,2’,. Din-li
linearni komplex I ﬁtvary C?, x,x, obrazny, lze pro linearni{
komplex I, ktery je s nim v involueci, zvoliti body z';, «’, libovolng,
ale kruznice (2 sestroji se jiz snadno z piedchozi podmlnky Z této
podminky pro involutornost komplexd I" a I vyplyvé ihned, Ze
_speciélnf komplex sestavajici ze seen pi{mky A je v involuci s I,
jestli pfimka A4 je obsaZena v komplexu I'. Jestlize komplex I
obsahuje Gbéznou osu X, obrazny z, tu aby byl v involuci s obec-
nym komplexem I' (C2, z,,) (obr. 15), mus{ podle hofej#f podminky
primka €’ prochazetl priseéikem kolmic sestrojenych v z, a z,
k smérim z'y,, ;0.

Obr. 15. Obr. 16.

Eckhart v uvedeném pojednanil) ve v&té& 6 uvadi jinou
podminku pro involutornost komplexi I, I". Abychom tuto pod-
minku odvodili, poviimnéme si v obr. 16 pifipadu, kdy I'jev mvo-
luci se zakladnimi komplexy 2}, 2, (odst. 8), t. j. 2’y = &', =¢'.
Zvolime-li podle pfedchoziho obecného piipadu linearni komplex I™
v involuci s I', jdou chordaly vSech vytknutych kruznic tymz
bodem p, ktery je k stfedu ¢’ kruznice ('? involutorné sdruzen
v korelacl (F) v ni% se zobrazuje komplex I'. Jest patrné z';p | 2,%,.
Body z'; = ¢’ a p jsou harmonicky sdruZeny vzhledem ke koinci-
denénf kruZnici C? a proto kruZnice C’? protini kolmo kruz-
nici C2.

VSechny komplexy linearni, jeZz jsou v involueci
k linedrnimu komplexu I', tvofi ¢tyfmocnou soustavu
a ta mé s trojmocnou soustavou komplexu I, jez jsou
v involuci k X, a 2, spoletnou dvojmocnou soustavu
linedrnich komplexi, jichZ koincidendn{ kruZnice proti-
naji kolmo kruznici C3.
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Mysleme si nyni v obr. 14 je$té linedrni komplex I'”, ktery je
v involuci ku I"a jehoZ z", = z", = ', a tudiZ p¥isludna kruznice C"?
protind kolmo C?% Komplexy I, I'" jsouce v involuci ke I', uréuji
svazek (I"I'"), jehoz viechny komplexy jsou ke I' v involueci.
V tomto svazku (I"I'") je téz komplex obsahujici osu X, ktery
je tu specidlnim komplexem, jehoZ piimky se¢ou piimku 4 jdouei
pélem p, obrazny n vzhledem k zdkladnimu linedrnimu komplexu X,.
Koincidenéni atvar korelace (4) je v koneénu chordala C® kruZnic
C'2, C"2. Aby tento specialni komplex byl v involuci 8 I', musf podle
hofejsi podminky chordala C® prochéazeti bodem z,. Tento vztah
je Eckhartovou podminkou involutornosti komplexa I, I'".

Dva linedrni komplexy I'(C%, z,x,), I (C'2, «’,z',) jsou
v involuci, jestlize chordéla kruznice C'? s kruZnici o stte-
du ', a protinajici kolmo kruZnici C?, jde bodem z,.

Z odvozeni patrno, Ze v této podmince lze zaméniti C2, C'?,
pii soudasné zaméné z’; a z,, anebo zaméniti z,, z'; za x,, ',.

Obr. 17.

14. Uréeme podminku involuce dvou lineidrnich kom-
plexta I', I soustavy &% (odst. 10)! BudiZ jeden tento komplex I’
d4n koincidendnf pfimkou C a Gbéznymi body ¢,, s,, kdeZto pro druhy
komplex I zvolme bé&iné body ¢';, s, (obr 17)! Vyhovuje zde oo!
komplexii I a jich koincidenéni pfimky C’ jsou spolu rovnobé&iné.
Abychom uréili smér téchto p¥imek, zvolme dva linearni komplexy
_I'", I'", jek jsou v involuci s I" podle obr. 16, a jichZ svazek (I""I"")
obsahuje jeden z komplexd I". Zvolime z", = 2", kdekoliv na
pifmece C a jim vedeme p¥imky sméfujici k abéZnym bodim z',
a a5, na nichZ tfeba zvoliti 2", a z”, tak, aby jimi jdouci pfimky
SMErl 4w, 850 protinaly se na pfimee C. Libovolné kruZnice C"2, C"2
opsané kolem stiedt z”, a pulicim bodem ¢” tGsedky z",2",, jsou
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koincidenénfmi kruZnicemi takovych dvou komplexi I'”, I'”.
Chordala kruZnic C"2, C"* udévé smér koincidendnf pHmky (',
ktery je téZ kolmy k spojnici z",¢”. v

15. Svazek linedrnich komplext (I'T”), jehoz €2 = ('3,
mé v¥echny koincidendni kruZnice totoZné a obsahuje komplex
svazku (X,Z,), jehoZ obraz mé vSechny body primétny za samo-
druZné a totozné singulirnf svazky obrazu maji stfed v ib&Zném
bod® kolmic k spojnici z,2’, (odst. 10). JestliZe shodné fady z,,
x'y, ..., %y &'y, ... jsou na téze pifmce jdouef stiedem kruznice
C? = C%, tu svazek (I'I") obsahuje jeden komplex I trojmocné
soustavy linedrnich komplext.involutornf k svazku (ZX,Z,), jehoz
z,° = x,0. Priuseéiky spojnice 2, s C? v poslednim:p#pad& jsou
poly ;% z® nebo 2 = x,%, x? = z, dvou specidlnich lineirnich
komplexi tohoto svazku, jichz parametr = 0. Komplex linedrni I
je pravotodivy jeito je v involuei k zdkladnimu komplexu X,
ktery je levotodivy a svazek .(I'X;) mé redlné specialni kom-
plexy. Jest proto lineidrni komplex I, jehoZ z, a tudiz i «,
lezf uvniti koincidendni kruznice C? pravotodivym a
lezi-li vné levotodivym.

16. Linedrni komplexy I,IY, v jejichz obrazech
x', =, a 'y =z, uréuji svazek, jejichz koincidenéni kruZnice

jsou soustfedné a piisluiné obrazy konjugované polary 1X splyvaji.
Svazek (I'T") obsahuje linedrni kongruenci o ¥dicich pfimkach
1X, X . Specidlni komplexy I's, I'® svazku tohoto maji koincidenén{
kruzZnice (8, C?, z nichZ prvéd mé primér z;z, a druhé nekonednd
veliky. Svazek obsahuje téZ komplexy, jichz kruZnice koincidendni
jsou imagindrn{ a které jsou levotodivé a jich spole¥né piimky
8 kongruenci 7,, tvofice imaginirni plochu 2°, jeZ je spole&na
tfem stejné vinutym linedrnim komplexim. Zvolime-li realného
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zéstupee imagindrni kruznice C? kruznici C,? (obr. 18), tu korelace
(I") urduje se obdobné jako p¥i redlné koincidenéni kruznici. Na pf.
bodu a, odpovida pfimka 4,, ktera je chordalou kruznice C? a kruz-
nice opsané nad a,r, jakoito primeérem. Chordilu A, moino
obdrZeti téZ uvaZzovanim o svazku linedrnich komplexi o spoledné
kruZnici koincidenéni C2, pfi némZ probihd bod =z, primér cz,.
P¥imky A, odpovidajici bodu a, v obrazech téchto linearnich
komplexii opisuji svazek. Splyne-li z, se stfedem ¢, tu odpovidajici
piimka 14, je antipoldrou k a, vzhledem C,%, a je-li z; Gb&Znym
bodem, odpovidajici piimka 24; jde bodem a, kolmo k cx;. Odpovi-
dajici pfimka 4, v (I") bodu a, jde priseéikem (L424) kolmo k cen-
trale kruznice C? a kruZnice opsané nad prumérem d,z;. Z kon-
strukce ihned patrno, jak se tato zjednodusi, kdyby kruZnice C?
méla polomér = 0 a piesla v minimalni pifmky bodu c.

17. T¥i linearni komplexy I, I",I"" nenalezejici témuz
svazku uréuji dvojmocnou soustavu linedrnich komplexi zvanou
té% sit komplext linedrnich. Linedrnf komplexy, jez jsou v involuci
s témito tfemi zdkladnimi komplexy I, I, I'" a tudfZ s celou siti,
tvoii opét sit linearni linedrnich komplexa A, A’, A", kterd obsa-
huje komplex A° trojmocné linearni soustavy linedrnich komplex,
jez jsou v involuci k svazku (X, X,). I musf koincidenéni krui-
nice 02, Cy, O, ... sit8 [I'T'I"...] kolmo protinati koinci-
dendéni kruznici L%° komplexu A° Podle toho 1ze snadno sestro-
jiti koincidenéni kruZnice komplexu sité [I'T'I""]. Jsou-li ¢, ¢’ s
¢”, ... sttedy kruznic C?, C'%,C"% ..., tu musi pole bodové c, ¢,
¢’,... byti afinni se soumistnym polem z, 2y, 2", .. ., jeito
odpovidajici si fady bodové, pfinilezejici témuZ svazku linedrnich
komplext obsaZenému v sfti, jsou podobné. Afinita téchto dvou
soumfstnych polf mé jedéen samodruZny bod ¢’ =z,° v koneénu,
k némuz patiici komplex I' je v involuci se svazkem (2, X,) a jeho
kruznice koincidenéni C%° protind kolmo kruzmce komcldenéni
sité [A44'A"].

18. Ctyti linedrni komplexy I, F’ I, r”, které nejsou
v téze siti, uréujf linedrni trojmocnou soustavu linearnich komplexi,
jezjev involuci k linedrnimu svazku linesrnich komplext /A, A, . ..
Koincidenéni kruZnice L2, L2, ... protinaji kolmo kruZnici C%°
patifei k siti [I'7"I""] a kruznici 1C%° patifci k siti [I"]""I""] a proto
fada 1,0, ... stfedi koinciden¢nich kruinic ]e na chordale obou
té&hto kruinic a ]e podobnd s Fadou z}, z,¥, ... bodd patiicich
k4,4, ... Dva pary odpovidajicich si bodu obou #ad Ize snadno
urditi. Kdyby komplexy I', IV, I'", I'" byly speciélni, -dostali by-
chom urden{ svazku linedrnich komplexﬁ étyrml paprsky spoleéne
kongruence linearni.

19. M&jme koneénd p&t linedrnich komplexa I, ..., I'lY,
které nejsou v téze linedrni trojmocné soustavé, tu uréunji jeden
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linedrni komplex A,k tery je k nim vinvoluci! Koincidenéni
kruznice .L? komplexu A protind kolmo vSechny kruznice C2°
nalezejicf k tfem komplexim z danych péti, jichz je (3) = 10. Ke
konstrukei této kruznice L2 tfeba urditi jen tii z téchto kruinic,
na pt. v sitich [I'I"I"), [I'T'T™), [I'T'TY]. Piisluény bod x urdi
se na zakladé toho, Ze komplex A je v involuci s dvéma komplexy
z linedrni soustavy [[ ..., I''V]. Jsou-li komplexy I, ..., IV
specialni, dostdvime uréeni linedrniho komplexu A péti jeho
‘paprsky a soudasné sestrojeni korelace (A) obsahujici absolutni
involuci a pét danych pariu sdruzenych bodu.

Komplex linearni obsahujici osu X, je uréen Styimi svymi
paprsky a pii ureni jeho koincidenéni piimky L setkavame se
s tlohou, jeZ je feSena pii jiné piileZitosti.?)

*

Sur une représentation linéaire spéeiale de I’espace des droites par
la variété des couples de points dans un plan.

(Résumé de l'article précédent.)

Cette représentation est un cas spécial remarquable de celle
que l'auteur a considérée dans son traité ,,Sur une représentation
linéaire de I’espace des droites par la variété des couples de points
dans un plan‘‘, Mémoires de la société royale des sciences de Bo-
héme 1936, numéro 1. Dans ce travail la droite était représentée
par la couple de traces de ses droites conjuguées par rapport a deux
complexes linéaires fondamentaux X, X, sur un plan z. Ici on
choisit , pour X, X, deux complexes linéaires & gauche ayant le
méme paramétre d et dont les axes perpendiculaires O,, O, sont dans
le plan . La homographie remarquable I7x est ici une involution
sur la droite & l'infini X, du plan z déterminant les points cycliques
du plan zn. La figure de coincidences c’est & dire la congruence
linéaire T, = (X, 2,) est ici de révolution; son axe Z | xn passe
par le point s° = (0,, 0,).

Les images des figures fondamentales sont les lieux des ima-
ges des droites incidentes avec les figures. Par exemple un point
est représenté par deux droites normales, un plan par une simili-
tude, dont les droites correspondantes sont perpendiculaires. On
a résolu les problémes fondamentaux d’incidence, concernant
a) le point d’intersection d’un plan et d’une droite, b) la trans-
versale par un point de deux droites et c) les transversales com-
munes de quatre droites. Le résultat concernant ce dernier cas
résout aussi un probléme de la géométrie plane (fig. 5) & savoir la

) Klima: ,,0 problému projektivnosfi pfi orientované poloze dvou
obrazi‘‘. V&tnfk Kral. deské spolednosti nauk, roé. 1929.
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construction de la couple de points &y, 5 (y;, ¥s). tels que les droites
joignant ces points avec les points correspondants de quatre couples
des points a,as,, byb,, ¢,c,, d\d, sont perpendiculaires.

Un complexe linéaire I" est représenté par une corrélation (I”)
qui contient l'involution I7x. Les coniques de coincidences de la
corrélation (I") sont un cercle C? et une conique. Les foyers de cette
conique se trouvent aux images z,, ¥, de la droite conjuguée a
P’axe X, par rapport au complexe I'et le grand axe de la conique
en question coincide avec un diamétre du cercle C2. Dans son
traité!) M. Eckhardt en appliquant la congruence de révolution est
arrivé aussi 4 la représentation d’un complexe linéaire par 1’élément
point-cercle x, — C2. Il considére seulement les droites du complexe
I’ qui sont en méme temps des droites de la congruence 7',, tandis
qu’ici on considére les images de toutes les droites du complexe.
Dans la fig. 7 on a construit les images 1g,, iq, de la droite conju-
guée a la droite ¢, dont les images sont g,, g,, par rapport au com-
plexe I'. Ensuite on donne la construction du plan polaire d’un
point donné et du probléme réciproque. La fig. 8 montre la con-
struction des images o;, 0, de 'axe O du complexe I' (C?, z,); on
y applique la projection centrale a la distance d, qui est égale au
parameétre des complexes X, X,; s° est le point principal de la
‘projection. Dans les articles 8, 9, 10 on considére les images des
complexes linéaires ayant des positions particuliéres c’est a dire
qui sont en involution avec X, et X, ou bien qui contiennent 1'axe
X et se trouvent ou non dans le faisceau (X,2,). Ensuite on con-
sidére le faisceau de complexes linéaires determiné par deux
complexes I', I et on trouve la condition pour les images de deux
complexes linéaires qui sont en involution. On arrive 4 une condi-
tion différente de celle que M. Eckhardt a établie mais on déduit
aussi celle-ci sans aucune espéce de difficultés. Dans le cas ou les
deux complexes I', I contiennent la droite X, la condition de
Pinvolution se trouve établie dans ’article 14. Dans les n°® 15 et 16
on explique comment on trouve des images quand le complexe
linéaire est & gauche ou & droite. Dans les derniers articles enfin,
on considére les images d’un réseau et de systémes de complexes
linéaires déterminés par trois, quatre ou cinq complexes ainsi que
les images des complexes linéaires qui sont en - involution avec
eux,
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