Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Zygmunt Zahorski
Sur les courbes dont la tangente admet sur chaque arc toutes les directions

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 74 (1949), No. 3, 233--235

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/109429

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1949

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/109429
http://project.dml.cz

SUR LES COURBES DONT LA TANGENTE ADMET SUR
CHAQUE ARC TOUTES LES DIRECTIONS.*)

ZYGMUNT ZAHORSKI, Lédz.

Je donne la solution du probléme de M. J. Krzyz concernant les
courbes dont la tangente admet sur chaque arc toutes les directions.
Je me sers de deux définitions suivantes: 1° L’axe tangént est la
limite de ’axe joignant le point fixe au point variable, le sens étant
déterminé par le signe de la différence des valeurs du paramétre. 2° La
droite tangente est la limite de la droite sécante, lorsque la différence
des valeurs du paramétre tend vers 0. L’existence de la droite tangente
- constitue une condition plus faible que celle qui exige que le contingent
(au sens de M. G. Bouiicanp) de l'arc partiel soit situé sur la droite.
Le terme ,tangente tout court signifie 'une ou l'autre de ces deux
notions, tandis que le terme ,,direction® de la.tangente dans le cas ol
il s’agit de ,,l’'axe tangent*, doit étre remplacé par le terme ,,sens‘.
Je démontre deux théorémes.

Théoréme 1. 8ila courbe (au sens de PEAN0-JORDAN) posséde la tan-
gente partou sauf dans un ensemble de points au plus dénombrable, la
tangente me peut prendre sur chaque arc deux différentes directions fixées.

Théoréme . Il existe un arc simple rectifiable, dont U'axe tangent
admet sur chacun de ses arcs partiels tous les sens.

Comme il résulte des travaux de M. G. CHOQUET et des miens,!)
la courbe rectifiable posséde wne représentation paramétrique partout
dérivable avec les dérivées bornées. On obtient du théoreme I, que V'arc
du théoréme IT posséde sur chacun de ses ares partiels un ensemble
de points de puissance du continu, dans lesquels I'axe tangent n’existe
pas. Ainsi, Uensemble de valeurs du paramétre, pour lesquelles les premiéres
dérivées de toutes les coordonnées sannulent simultanément, est dense,
ce qui est d’accord avec le résultat de M. Cz. Ryrr-Narpzewskr. On
peut généraliser les théorémes I et IT aux courbes dans les espaces aux
dimensions quelconques finies. Je démontre le théoréme II.en me servant
de la transformation continue de ’ensemble de CaNTOR en segment
et de la courbe de Praxo qui remplit le carré. Nous pouvons construire
par des moyens analogues un arc simple dont Uaxe sécant admet sur
chacun de ses arcs partiels tous les sems (réponse & une question posée par
M. K. Borsuxk). J’ai signalé en 19462) sans le démontrer, ’'exemple qui

*) Le texte complet de cette communication doit paraitre dans ,,Casopis
pro péstovéni matematiky a fysiky*.
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est, en un certain sens, contraire. Il s’agit de larc simple possédant
partout un axe tangent dont Uindicatrice sphérique (différente du point),
méme aprés la fermeture, est un ensemble O-dimensionel. La démon-
stration a été envoyée en 1947 au ,,Journal of the Chinese Mathematical
Society‘; je ne sais pas si elle est parvenue & la rédaction de ce journal.

M. Krzyz a démontré, en employant certains résultats de MM. A.
DErsoy et A. BIELECKI, le théoréme suivant: la courbe en Ry qui posséde
partout une tangente et telle que sur chacun de ses arcs il existe une tangente
paralléle & la corde qui joint les extrémités de Uarc et dont Uindicatrice est
de dimension moindre que 2, est plane. On peut donner facilement 1'exem-
ple d’une courbe en R,, qui posséde partout une tangente continue et dont
Vindicatrice (pour chaque arc partiel) a la dimension 2,

*

Streszczenie. — Résumé.

-O krzywych, ktérych styczna przyjmuje na kazdym tuku
' wszystkie kierunki.*)

ZYGMUNT ZAHORSKI, LédZ.

Rozwiazuje zagadnienie P. J. Krzvza dotyczace istnienia krzywych
o wlasnodciach wymienionych w tytule. Przyjmuje dwie definicje:
1) osi stycznej, ktdra jest granica osi laczacej punkt staly z sgsiednim
punktem zmiennym (zwrot osi okreslony jest przez znak réznicy wartodei
parametru), 2) prostej stycznej, ktdra jest granicq prostej siecznej-przy
réznicy wartosci parametru dazacej do 0. Istnienie prostej stycznej jest
warunkiem slabszym niz warunek, aby kontyngent (w sensie P. BouLi-
6¢AND‘a) tuku czeSciowego lezal na prostej. Termin ,,styczna‘ oznacza
tu jedno lub drugie z tych poje¢, zaé§ termin ,kierunek®, gdy mowa
o osi stycznej, powinien by¢ zastapiony przez termin ,,zwrot‘. Udowad-
niam dwa twierdzenia.

Twierdzenie . Jesli krzywa (w sensie PEANO-JORDANA) ma styczng
wszedzie za wyjatkiem najwyzej przeliczalnego zbioru punktow, styczna nie
moze prayjmowad na kazdym tuku 2 réznych kierunkéw stalych.

Twierdzenie . Isinieje tuk zwykly prostowalny, ktérego od stycana
przyjmuje wszystkie zwroty na kazdym jego tukw czesciowym.

Jak wynika z prac P.CHOQUET A i moich, krzywa prostowalne posiada
przedstawienie parametryczne wszedzie rézniczkowalne z  pochodnymi
ograniczonymi. Z twierdzenia I wynika, ze luk o ktérym mowa w twier-
dzeniu IT ma na kazdym tuku zbiér mocy kontinuum takich punktéw,
w ktérych o$ styczna nie istnieje. Wobec tego zbidr wartosci parametru
dla ktérych znikajq jednoczesnie pierwsze pochodne wszystkich wspdlrzed-
nych jest gesty, co zgadza sie z wynikiem P. Cz. RYLL-NARDZEWSKIEGO.

*) Pelny tekst tej pracy ma sie ukazaé w ,»Casopis pro pdstovéni matematiky
a fysiky«<‘.
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Twierdzenia I i II mozna uogdlni¢ na przestrzenie o dowolnym wymiarze
skodczonym = 2. Dowodze tw. II poslugujac sie odwzorowaniem
cigglym zbioru CaNTORA na odcinek i krzywa PEANY pokrywajaca
kwadrat. Przy pomocy analogicznych §rodkéw mozna skonstruowaé
tuk 2wykly, kidrego oS sieczna przyjmuje wszystkie zwroty na kaidym jego
tuku czgsciowym. (OdpowiedZ na pewne pytanie P. K. Borsuka). Przyklad
w pewnym sensie przeciwny, mianowicie fuku zwyklego, majgcego
wszedzie 08 styczng, kidrej indykatrysa sferyczna (rézna od punkiu) nawet
po domknieciu, jest zbiorem O-wymiarowym, podatem bez dowodu w r.
1946 w C. R. Acad. Paris. Dowéd zostal wystany w r. 1947 do ,,Journal
of the Chinese Mathematical Society* i nie wiadomo nawet czy doszed}
do redakeji tego czasopisma.

P.Krzvz dowiédl, korzystajac z pewnych Wymkow PP. A. Dexyoy
i A. BIELECKIEGO nastepujacego twierdzenia: krzywa w R,, majgco indy-
katryse o wymiarze < 2, taka, Ze styczna istnieje wszedzie, a na kaidym jej
tuku czedciowym styczna przyjmuje kierunek cieciwy Iqczqeej kofice tego
tuku, jest plaska. Mozna latwo podaé przyklad krzywej w R,, majgcej
weszedzie styczng ciqglq 1 ktérej indykatrysa dla kazdego fuku czesciowego
ma wymiar 2. .
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