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Pozndmky ku geometrii trojiihelniku.
Dr. Jos. Toma$, professor v KroméFiZi.
(Pokraéovéni.)

Piimka Tuckerova i pffmka J maji zvldstni, jednoduchy
vztah ke dvéma harmonikdldm trojihelniku. Vztah tento vysvitne
z ulohy:

11. Sestrojiti body, jichz vzddlenosti od vrchold trojthel-
niku maji se k sobd jako piisluiné vysky. Tyto body, stied
kruhu o trojuhelnik opsaného a bod Lemoinedv lezi v piimce.

Rozbor: Budiz P bod, jehoZ vzddlenosti od vrehold A ABC

jsou pffmo umérny pfislu§nym vyskdm; pak jsou nep¥fmo imérny
protilehlym strandm, na pf.: AP : BP = v, : v, = b :a. LeZi
tedy bod P na Apolloniové kruznici K,, kterd jest geometrickym
mistem vSech bodd, jichz vzddlenosti od krajnich bodiv dsetky
"¢ jsou v poméru stilém. Vedle K, obdrzime je§té kruZnice K,
a K,. Viechny tfi se protinaji ve dvou bodech P, a P,, takZe
kazdym z nich vSecky t¥i prochézeji, ¢ehoZ dilkaz je na snadé;
nebof K, a K, se protinaji v bodech P, a P,, profeZ

Viecky body kruZnice X, vyhovuji podmince
AX:cx =11,
a c

ale také jen tyto body. PonévadZ pak

1

AP, : CP, = AP, : CP, = - —i—

musi také -body P, a P, leZeti na kruznici K,.

Dle toho se body hledané sestroji. (Nejlépe jest voliti
trojdhelnik tupodhly.) Odtud patrno, Ze stfedy kruZniec Apollo-
- mniovyeh O,, O,, O, lezi v pfimce — spoletné centrile. Pfimka

P, P, je chorddlou kruznic K,, K,, K,; dokéZeme, Ze na této
piimce lezi stfed M kruZnice, jez jest o /\ ABC opséna.
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Uhel MBO, skladd se z Ghlu MBm a Ghlu mBO,; m jest
stted kruznice do ,/\ A BC vepsané.
y—a
2
Jestit thel AMB =2 (2R — y), tudiz <t ABM =1y — R (pro .

tupy thel y); < mBO, rovnd se twhlu, jejZz svird osa < B se
stranou AC, tedy

<)ZMBm=y—-R+—g—=

2R—(7+—g—), dli R — ”';“,

tak e <t MBO, = R. Jest tedy MB tetnou kruhu K, a MA
tetnou kruhu K, coZ se podobné dokdZe. Ponévadz pak MB=— MA,
lezi bod M na chorddle kruhtt K, a K,: ptimka, jdouci body
P, a P, prochdzi i bodem M. Zéroveil patrno, Ze vSechny
kruZnice Apolloniovy protinaji kruZnici X, o trojihelnik opsanou,
kolmo.

Chordély ti#f kruht se protinaji v jednom bodé, — pokud
oviem neprochdzeji vSecky tfi kruZnice tymiz dvéma body, srv.
kruznice K,, K,, K, —. V na§f tloze chordily kruznic (K,
K)), (K, K,), (K, K,) protinaji se v bodé L, jim% prochdzi i spo-
le¢nd chorddla kruhti K,, K,, K;. I jest L ¢&tvrty bod, jenz
lezi v pfimce (P, P,).*)

MP, . MP, = MA®? = * (mocnina vné&jitho bodu M

vzhledem ke kruznicim Apolloniovym). Dle toho jest kolmice
v jednom z obou bodd P,, P, na piimce AL vztytend poldrou
druhého bodu vzhledem ke kruZnici K. V bodé L se protind
&tvero chordél. I jest

LP,.LP,=LA.LA,=LB.LB,=LC.LC,
—— (2 — MLY). ..

mocnina vnitfnfho bodu Z vzhledem ke kruZnicim Apolloniovym
a ke kruznici K. Body 4,, B,, C, jsou druhé priseky kruznice K
s kruznicemi Apoll. Body M, L, P,, P, tvoii harmonickou ttve-

*) Laskavy &tendf ratiz si prislusny obrazec nakresliti.
29*
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Finu; nebof na pf, A4, jest polirou bodu M vzhledem ke kruz-
nici X,, a proto

MP, LP, _ | grp . 2.MP . MP,
MP,  LP, — ’ — MP, + MP,
o 2r? .
(harmon. primér) — P, + 3P, Oznatime-li ML =1, urd
2
se MP, =z, MP, = 2, z rovnic 2,2, =% 2, + 2z, = 2%- ,

t. j. z kvadrat. rovnice

9 ——
22 — 2ZL 2+ r2=0, z,= —’;—(r T Vre—12),

2

vzd4lenost pak bodu M od piimky 0,0,0, jest d = ’T

Chorddly AA4,, BB,, CC, protinaji strany trojahelniku
ABC v bodech 1, 2, 3, z nichz kazdy je se stfedem p¥fsluiného
kruhu Apolloniova harmonicky sdruZzen vzhledem ke krajnim
bodim pisluiné strany. Prisek L chorddl jest Lemoineovijm
bodem A ABC, coz dokizeme takto:

PonévadZ viecky kruZnice Apolloniovy protinaji kruznici K
kolmo, jsou chordily 44,, BB,, CC, zirovei poldrami bodiv
0,, 0,, O; vzhledem ke kruZnici K i poldrami bodu 4 vzhledem
ke kruZnicim Apolloniovym. Z toho plyne:

Bl BO, _ .02 00, _43 40,
C1°Co, — 42° 40, — B3 BO,"

— 1=

Urtime na pf. hodnotu poméru ‘;8* . Polomé&r o, Apol-
3

loniova kruhu K, jest — 0,S;, je-li S; prisek osy <y se
stranou AB. AS,:S,B=10b:a =834 : §,B, kde §; je prisek
osy vnéjstho dhlu p¥i C s prodlouZenou stranou BA.

be ' be |,
m, S3A:aTb’ b3A+ASS:293=

__ abe A0, _ oy — AS, __ b?
& =gi_gm Wi = e =g

2abc
a® — b¥

AS; =
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2

3 -
Jest tedy pomér 43 =— -bu—g, a to jest 1 pomér, ve kterém

B3

symmediana A\ ABC, jdouef vrcholem C, sele stranu .4B; nebotf
pomér vzdédlenosti kteréhokoli bodu téZnice #. od stran AC,

S'I;n o a
BC ]est = SW A -,

bodu piislu$né symmediany od tychZ stran jest — % Dle

q Y 2
toho bude g;’, =— % = — 2—2,. je-li 3' prisek sym-
mediany se stranou AB. I jest 3' = 3, a tedy chordédla C3C,
symmedianou ,\ ABC; ze stejnych divodd jsou i chordély
AlA4,, B2B, symmediany. Spole¢ny priisek L viech tii chordal

je tedy Lemomeovym bodem A ABC.

Pifmka MP,LP, jest pfimka Tuckerova a body P,, P,
stfedy dvou kruznic Tuckerovych. Tyto dvé kruZnice bychom
sestrojili, uzijice véty, dokdzané v odst. 7. Byl tam totiz dokdzdn
vztah MT — TM'. kde T je stied kruZnice Tuckerovy, M' pak
stfed kruZnice opsané o trojihelnik, jehoZz priiseky se stranami
/\ ABC urtuji kruznici Tuckerovu, a jenZz jest trojihelniku
danému podoben dle spoleéného bodu Lemoineova jako stiedu
podobnosti; stied 7' kruhu Tuckerova pili vzdalenost MM’
V nafem pfipadé by bylo MP, — P,M', MP, = P,". Kruhy
K (M) a K'(M') jsou si podobny dle stfedu podobnosti L,
tak Ze

ML :| M'L|=r:r podobnd ML:| M'L|=r:r".

Dle téchto umér sestroji se k danym sttedim P, a P,
dvou kruznic Tuckerovych poloméry r‘, » pomocnjch kruZnic
K' a K, jichz priiseky (patficné vyhledané) se symmedianami
daného trojihelniku ABC urtuji trojihelniky, podobné danému
dle spoletného bodu Lemoineova L jako stfedu podobnosti.

Piimka 0,0,0,, kolmd na p¥imce Tuckerové, jest harmo-
nikéla bodu Lemoineova L. Stanovi-li totiz 3 p¥itky, vrcholy
trojahelnfku jdouci a v jednom bod& @ se protinajici, na proti-
lehlych strandch body H,, H,, H,, a sestrojime-li ke kazdému
z t&chto bodi na piisluiné strané (po piip. prodlouZené) bod -
‘harmonicky sdruZeny vzhledem ke krajnfm bodim této strany,

tudiZ pomér vzddlenosti kteréhokoli
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lezi tyto body H‘,, H',, H'; v pfimce, kterd sluje harmonikéla
bodu @ vzhledem k trojihelnfku. Dikaz je snadny, uZije-li se
véty Cevovy a Menelaovy.

Harmonikdla 0;0,0, bodu Lemoineova L jest poldrou to-
hoto bodu vzhledem ke kruznici X, o trojihelnik opsané; nebof
pii¢ky O,L, O,L, O,L jsou kruznici K harmonicky rozdéleny
dle bodd (0,, L), po p¥ip. (0,, L), (04 L); jestit L bodem
poliry kruhdi K, a K vzhledem ku pdlu O,, podobn& jest L
i bodem poldry kruhit K, a K, po piip. K, a K vzhledem ku
pélim O,, 0,. Je tedy barmonikila 0,0,0, bodu Lemoineova
polérou kruhu K vzhledem k bodu Lemoineovu jako pdlu.

Rovnici této harmonikély odvodime takto :

Prochdzejic body O,, O, bude harmonikila miti rovnici
N, p, 0y

Ny pe
N; ps g3

srv. odst. 9.; px, gx jsou vzddlenosti bodiv O,, O, od stran
/\ ABC.

=0,

A

p, =0, p,=—p,sin 0,4C, < 0,AC = < ABC = §;
nebot 0,4 = ¢, jest tetnou kruznice X, o trojihelnik opsané.
P, = —o0, sin B3, podobnd p, = ¢, sin QR — y) = ¢, sin .

Stejné odvodime
= sing ¢, =0, g, =g, sin QR — y) = ¢, Sin 1-
I bude rovnice harmonikdly 0,0, 0, bodu Lemoineova:

N, 0 sin o
N, —sin 0
N, siny —siny

=0,

Gli N, sin g sin y + N, siny sin « 4 N, sin a sin = 0, neb

N, N N, _
sina+sinﬁ+siny— ’

Obecny tvar rovnice harmonikély. pro urdity bod @ troj-
Ghelnfku : "
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Budiz bod ¢ dén rovnicemi N, 4+ AN, =0, NV, 4 udV,
— 0; pti¢ka, jdouci vrcholem B trojuhelniku a prisedikem @
obou onéch piitek, musi miti pak rovnici

N, — liu N, =0, neboli &, + »N, = 0;
soutinitelé 4, p, » musi vyhovovati podmince Auy — — 1.

Paprsky &, =0, N, 4+ AV, =0, N,=—=0, N, —AiN,=0
tvofi harmonicky svazek; podobné v obou ostatnich ptipadech.

Paprsek N, — AN, =0, prochdzejici vrcholem C trojihel-
nfku, protind protéjsf stranu 4B v bod& H';, jenZ jest s pri-
sekem H; strany AB a paprsku /V, 4+ AN, — 0 harmonicky
sdruzen dle bodiv 4, B. Body H‘, H',, ', lezi v ptimce,
jejiz rovnice jest

(Ny —AN,) + EN; =9 [(V, — ulN,) + (N, ] =0,
odtud
N, Q=) — Ny, (A+n)+ Ny ¢ + ) =0,
n = -~ 4, §=1p; i bude rovnice harmonikily bodu @:
N, — AN, -} AuN, = 0.

Tato piimka obsahuje vedle bodd H‘;, H’; také bod H',;
nebof pondvadz Auv — — 1, mozno psiti rovnici také takto:
— (N, + »N,) — AvN, =0, neb (N, + »N,)+ iv. N, =0,
coz jest rovnice pfimky, jdouci bodem H',.

K bodu Z bude harmonikdla ddna rovnief

sino sin «
N‘+N”W+N3'm'_w— )
¢ili
N

XA

N,
sin 3

Ny
siny

+

jsouté rovnice symmedian N, sin 8 — N, sin ¢ =0 atd., tedy

+

’

sin o . simp

sin B’ = simy’

A= —

12. Dvéma kruZnicemi Apolloniovymi daného trojihelnfku
jest urtena i tfetf; nebof tato musi prochdzeti spoleénymi pri-
setfky obou prvych a vSecky tii musi protinati kruZnici, o troj-
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Ghelnfk opsanou, kolmo. Poloméry véech tﬁ kruinic Apolloni-
ovych jsou na sobé z4visly vztahem ——+ . —l-?-__ 0, bere-
\l 2
me-li polomé&ry algebraicky.
Dikaz: V odstavei pfedchdzejicim (11.) odvozena hodnota

poloméru ¢, kruhu K;: ¢, = po abcbg ; absolutni hodnoty ostat-

nich dvou polomérd budou. je-li ¢=>a=b,

abe abc

|91|:m’ 92=ca_aa‘

Kdybychom odvodili ¢,, ¢, cyklickou zdménou z poloméru

0s, bylo by
__ abe . abc
Ql—b_q—'__—_c_fz—<07 €= g e

> 0.

I bude, utvoiime-li pfevratné hodnoty,

———l— +———_O nebo——l—e—q (’lxll

Opisujme kruance K,, K,, K,, vychdzejice od stejnolehlych
bodi (tfebas od spoleénych priseki kruZnic, stran a os Ghli
/\ ABC) smérem k vrcholim pfislusnym; i bude opsdna krui-
nice K, ve smyslu zdporném, ostatni dvé kruZznice viak ve smyslu
kladném. Dva z poloméri maji znaménko stejné, tietf mé
znaménko protivné.

V rovnoramenném /\, v némz b — a, bude

93 T 0 (6}
tili ¢ = -— ¢,; v rovnostranném /\ jest
1 _ 1 1
Q| 92 —(’—3— -

Pro trOJuhelnik pravothly plati hofejsi obecny vztah; vedle
toho jest |.9,0, | = c* = 4r% jeli ¢ podpona trOJuhelniku,

V[E] -

nakreslime p¥isluiny tvojihelnik pravothly,-vedeme-li spole¢nou

tg «. K danym kruznicim Apolloniovim K,, K,, K,
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(vnéjif) te¢nu kruhd K,, K,; usetka této tetny mezi body do-
tyénymi jest pfeponou, t¥eti vrchol lezf na kruznici K,.

Pozndmka: Zevrubngji rozbor vede mimo jiné k tomuto
vysledku: Vedle A\ ABC md i A A4,B,C,, do téhoz kruhu
vepsany (/\ jest urten druhymi krajnimi body chorddl 44,,
BB,, CC,) tyz bod Lemoinetv L, tytéZz kruznice Apolloniovy,
touz harmonikilu. Pifimka tato jest Pascalovou piimkou Sesti-
thelnfku ABCA,B,C,; v bodé O, se protinaji pfimky BC.
C,B,, v bodé O, piimky AC, C,A4,, v bod8 O, piimky BA,
A, B, ; vedle toho se protinaji ptimky B,C, C,B, 44, v jednom
bodé O’ na harmonikile, podobné piimky C,4, 4,C. BB,
v jednom bodé 0" a piimky BA,, AB,, C,C v bodé¢ 0 na
bharmonikéle, tak Ze na pf. paprsky BA,, AB, jsou harmonicky
sdruzeny vzhledem k chorddle C'C, a k harmonikdle bodu L.

13. Body P,, P,, M, L tvofi involuci a pifimka P, P, jest
osou této involuce, jejiz zdkladni body jsou P, a P,. Jsou-li
dany t¥i kruZnice K,, K,. K,. jez viechny prochdzeji tymiZ
dvéma body P,, P,, a sphiuji-li poloméry jejich podminku

— ——.—0
91+92+

kde nejmen3i polomér (¢,) md znaménko protivné ke znaménkiim
obou ostatnich, a leZi-li sttedy obou nejvétSich kruhd@ na riznych
strandch piimky P, P, tak, ze délka stiedné

0,0, = V@g + 005 + ¢35

kdezto stfed kruhu nejmensiho (O,) je se stiedem (0,) nejvétsiho
na téze strané piimky P, P,, jsou kruZnice ty kruZnice Apollo-
niovy soustavy trojihelnikd, jejichz body Lemoineovy a stiedy
kruznic opsanych tvoii s priseky P,, P, kruznic Apolloniovych
piimodarou involuci. Kterykoli z trojihelnikiv obdrzime, protnouce
kruznice Apolloniovy kolmo kruznicf, jejiz stfed lezi na ose
involuce. KruZnice X tvoii svazek orthogondlnich trajektorif
kruznic Apolloniovych; k nim patif i mezné atvary: kruZnice
nullové v bodech P, a P, jakoz i poldra (harmonikédla) O0,0,0,
bodiv L (Lemoineovych).

Vypotitime délku stiedné 0,0, = c;, z_/\ 0;B0, neb
N\ 0;40,. Y A O,B", jest 0,8 = o3 + 838, BO, = ¢,;




458

S, jest priisek osy <t C se stranou AB.
< 0;B0,= 8 + a =2R — y;

je totiz <¢ CBO, fthel usekovi (mez. tétivou CB a tetnou BO,),
tudiz = «;

a’e
S:;B == m, O3B =m,
05 je totiz = %cbg (srv. odst. 12.). 1 bude dle véty Car-
notovy
. a® + b — c?
c3o = 038 + 05 + 2. 033.92.——-——2r,
kde
al + b2 — 2
2ab
dosazeno misto cos y; miZeme psiti
03B=——qbc— i:-%—pw

at— 02" b
i obdrzime: '

€5 = 'bl_z‘{“ggg + b%3 + 0505 (@ + 1% — )}
Ponévadz

003 =(a"—1¥%:(c* —a?,
bude

c? =

a® (0o -+ ¢3) — b0
?
. @
tudiz dosadime-li do rovnice.pro c3,:

1 qQ
C €y = 5zl {a’es + b%0; + 05 (b, + b%; — a293)}’
¢ = Vo3 + 0:05 + o3
Je tedy ¢y, z4vislo jen na polomérech kruznic K,, K.

Oznatme prisek harmonikily 0,0, s pi¥imkou Tuckerovou
pismenem V! '

0! — O,N* = ¢! — NO!, &ili ¢ — o} = O,N* — NOZ

€39 7= O3 N 4 NO,.
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Délime-li ob& rovnice, bude .

2—
% —% —og,N— NO,

C3o
tudiz
v — Cis + 0F — 0} _ ¢t ol —os
03N - 2632 ’ N02 - 2032 ¢
2 ’ 20, + 03)
0N = 932( 03 1 04) , NO,= 922( ate
2 V(’z + 0:0; + 04 2 V@z + 0,0; + 05
NO; : O,N = 95 (205 + 0,) : 0, (20, + 04)-
Budiz
— 2,2
Py By =2p; p*=¢; — NO; = Seses

T4 (03 + 0,05 + 03)

- - 3
PP, =2 =
1473 p 9293\/934‘9

203 + 03’
1 \/1 1 1 1
—— _..___1.__. —1.
2p 3 (9: 9293+ 93)

Urtiti polom&r kruhu X, je-li ddna vzddlenost jeho st¥edu
od harmonikdly 0,0, a poloméry g,, ¢, dvou kruZnic Apollo-
niovych.

Budiz dand vzdédlenost MN — d! V odst. 11. byly odvo-
zeny vzorce

PP, =% = _Zl_’\/r:T MP, =" (- — =D,

r2 7.2
I bude d:MPl-I-p:—t, l:—d—,
2 2 .
tedy 2p . %:gg— Vd: — »2,

P -— —_— 2
p=PN=\d*—r% r=\d?— pY l:d—%.

Za p jest dosaditi hodnotu difve vypottenou. M4-li byti
kruh K redlny, musi d =p =1 P,P,; pro d = p jest kruh
nullovy. Rozumi se samo sebou, Ze moZno sestrojovati kruhy
K také od bodu P,, kdybychom prodlouzili osu involuce ve
sméru P:;’ﬁ.

Ponévadz p jest vyjddfeno poloméry ¢,, ¢;, a pro dany
trojahelnik (a. b, ¢) jsou tyto poloméry jiz zndmy (srv. odst. 12.),
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1ze z rovnice
r ——
p= —l' Vr [ l"

vzdilenost ! bodu Lemoineova od stiedu M kruZnice, o troj-
Ghelnik ABC opsané, vyjadfiti prvky a, b, c.

Abychom vypotitali vzdélenosti bodu P, (po pifip. P,) od
vrcholi A\ ABC, jak v dloze 11. vytéeno, oznaéme

AP, ==z, BP,—=y, CP,=2z!

=

cgig— 1.1, 1

x.y.2—7. b ‘e
Budiz < AP,C =¢, < CP,B=n1p.
I bude b? = a4 22— 222 cos @

a® = 2% 4 y* — 2yz cos ¢
c? =z + y* — 2zy cos (p+ ).
Vyloutice z t&chto t¥{ rovnic hly ¢ a v, obdrifme rovnici
anZ [(yQ _'_ 22) — m2 ,4_ (b2 + 62) —_ a2] + b2y2 [(ZQ + x)) — y‘l
+ (c* 4+ a®) — 0%+ %2 [(&2 9P — 2"+ (a® 4 b%) — ...
e — (aeyaza + b%%xt + c“x”y’) — a%h2?.
Uzijeme-li hotej§i iméry, obdriime konein& rovnici:
x* . [a%? 4+ b%?% + c%? — (a* + b* + )]
+ %% (a® -+ b% 4 ¢%) — bt = 0.
Kladné koteny této rovnice jsou:
"~ be
21,0 = - .G
‘ V2[a® 4 bt c* — (a%b% 4 b%c® + c%a?)] "’
kde jsme polozili

0=Va2 15 + ¢ \BR(«H*+ 6%+ o%a®) — (@ + b+ ]
2 (a%? + b%*% +c%a?) —(a* + b* + ¢*) =4a?? — (a% 4 bT—c?)?
=[a+ b — ] [c* — (@ — b)"]
=2t.s(s—a)(s—b)(s—¢) =164%
21y = bo \/ a? + b 4 ¢ F 44 . \/3
=00 VoTai b + o8 — @ = 6% + )]’
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Jsou to vzddlenosti bodd P, a P, od vrcholu A.

b2
Va“ + bt 4 ¢t — (a%% 4 b%® + c%a?)
Y10 = ac. V, Zl,fg == ab. V,

x, .x, = AP, . AP,

V_\/ a4 b% + ¢® - 44\/3

— Y 2[at+ bt 4 ¢t — (a%® + b2+ c%a?)]’
xu:ylo:zpz'bc:ca:abzi:—l—:—l—

’ o a b ¢

Dtive bylo vypoiteno

\/1( 9293+ 1‘)’

1
s +9293+ 93

2b"c {(c — a4 (c®* —a?)(a®—b*) + (a®-— bu)n}
mb— {a4 + o* 4 ¢t — (2?2 4 b3 + C’a"’)};
tedy

% = P, P, = abe \/

3
a* + bt F ¢t — (a%® 4 b%? I c%a?)’

N 3%\/6 (a% 4 b2 4 ¢ = 44 \3).
2bcp V3

T, .

14. Body, ve kterych osy vné,;éich thli trojihelniku pro-
tinaji protilehlé strany, lezf v piimece — harmonikdle stfedu
kruznice, do trojdhelniku vepsané. Tato harmonikéla stojf kolmo
na piimce J (srv. odst. 10.), jeZ prochdzi stfedem = kruZnice,
do trojahelnfku vepsané, a bodem G, isogondln& inversnim
k bodu Gergonnovu. Harmonikdla bodu m jest poldrou bodu G'
vzhledem ke kruZnici K, o trojahelnik opsané.

Dikaz:
Body 8, 8, 85, priseky os vngjiich dhld A ABC
8 protilehlymi stranami, lezf v pfimce, harmonikdle stfedu m
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kruhu do trojihelnfku vepsaného; platit o nich véta Menelaova,
analyticky pak obecn& dokdzdno v odst. 11. Rovnice pffmky
5388, jest N, + N, + N, =0, kterou mozno trojim zpi-
sobem psdti: .

N, + N,)+ N, =0, N, + (N, + N;) =0,

. N, + NV, 4+ N;) = 0.
Ponévadz N, 4- NV, = 0 je rovnice osy vnéjdiho dhlu pii C,
jest jednak

. Ny (85) + N, (85) =0,
jednak

N; (8'5) =0,
tudiz i
N, (8%) + N, (8) + N, (8'5) =0,
a pod. v obou ostatnich tvarech.
Opiseme-li z bodd S',, S, 83 jako stfedd kruznice K,
K'Y, K'; tak, aby kruZnici K kolmo protinaly, budou vSechny
tfi prochdzeti dvéma body @, a ¢,, soumérnymi dle harmoni-
kédly 8/, S‘;; nebof proto, Ze kruZnici K protinaji kolmo, sekou
se chorddly v8ech tii kruZnic v bod® M, jsouce vSak chorddly
kolmy na spoletné piimce stiedné S’;8‘,S’,, splyvaji v pt{mku
jedinou, jeZ prochdz{ spoleénymi priseky kruznic @, a @,.
Body M, Q,, @, lezi tudiz v pfimce. XKruZnice K jest jedna
ze svazku kruZnic, protinajicich kruZnice K*,, K’;, K’; kolmo.
Stfedy kruznic tohoto svazku redlnych leZf na pfimece @, Q, —
s vylukou tsetky @,Q,; k nim nale?f i oba krajni dtvary:
body @,, @, a pfimka (harmonikdla) S’;8,S",, kolmd na 2 Q, Q,.
Chorddly kruhd (X, K'), (K, K,), (K, K';) se protinaji

se spoletnou chorddlou @, 0, kruznic K‘,, K’,, K'; v bodé G'
z piftin podobnych, jak uvedeny v odst. 11.

MQ, . MQ, = AM* =r*= MP, . MP,. ..
mocnina vnéjitho bodu 4/ ke kruznicim K‘,, K';, K%, K,,
Koy Ky L
G'Q, . G'Q, = — (r* — MG")...
mocnina vnitfntho bodu G’ vzhledem ke kruZnicim K, K',,

K, K';. Bod G’ je spoletny prisek chorddl I, II, III kruZnic
(K, &), (K, K"), (K, K'3) a pHmky @,Q,. Body M, G
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Q,, @, tvofi harmonickou &tvetinu. Harmonikdla S’38,8’, bodu
m je ziroveli polirou bodu G’ vzhledem ke kruznici K —
z piftin podobnych jako v odst. 11.

Bod G' je vnitinim bodem podobnosti kruznice X a krui-
nice %, do A ABC vepsané, coz dokdzeme takto: Piimka AS,,
t. j. osa @hlu A, protind chorddlu I v bod& S, na stran& BCj;
nebot I jest zdroveil poldrou bodu S’, vzhledem ke kruznici K,
a ponévadZ

es, [ CS _ _
BS', " BS, T
lezf bod S; na pfimece I. Paprsek S 4 stoji kolmo na AS,
(jakoZto osa vné&jstho uhlu pii 4), S, M | I, je tedy
< A8\ M = <t mS,G'.

Vedme v bod$ M rovmobdtku ME k S,4 a MF [ Il —
E jest prisek s pfimkou I. I bude

A MFE co A MFS,;

F jest pata kolmice S',F* | ME; kolmice ta prochdzi i bodem
4, jelikoz S84 | 8,4 a S, A|| ME, tudiz
FM: ME = F'M : MS',,
ME.FM=FM.MS, =%
nebot A\ MDS', je pravoihly, DF jeho vyska. D jest jeden
z prisekd kruznice K s kruznici K', a leZi na chorddle I. Po-
névadz tedy

1,

ME . FM = > = AM®,

jest_trojthelnik EAM pravoihly; nebof piSeme-li ME.F M
= AM* jako \iméru, jest pravodhly A MF'A cO A MAE dle
2. poulky o podobnosti. Jest tedy <t £AM — R, a tudiZ paprsek
EA tetnou kruhu K, paprsek S8, 4 polirou bodu E vzhledem
ke kruznici K. ProdlouZenou tetnu KA oznalme EAX! Jest
pak <t XAV, thel Gsekovy v kruznici K, proto jest

< XAV, = < ABV, = + S =< 05,a=R—"5F,
V, jest druhy prisek prodlouZené osy 4S8, Ghlu A s kruZnici K.
Trojahelnik, jehoZz zikladna jest AS, a druhé dvé strany maji
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smér AX, S,C, jest rovnoramenny.
<X MEA = < 8,4X = < A8,C,
nebot
AS, || EM.
Vedeme-li z bodu E druhou tetnu ke kruhu X a oznaéfme-li
jeji bod dotyény pism. D’, bude
<t MED' = <« MEA = < AS,C,
tedy
ED'||8,C
ve sméru protivném. Budiz 7, bod, ve kterém se strana BC
dotykd kruhu %! I jest
A 8,mT, ™ A EMD'
a to homotheticky, S,G’E =1 jest paprskem podobnosti. Troj-
thelnfky jsou ziporn& homothetické, pomér podobnosti jest

—-2, jei ¢ polomér kruhu . Je tedy chordila I vnitinfm

paprskem podobnosti kruhi X, k. Z podobnych divodid budou
‘i chordaly II, III vnitinimi paprsky podobnosti obou kruhi
K, . Ponévadz se v8echny protinaji v bodé G', jest G' vniti-
nfm bodem podobnosti kruhii K a %; tento bod jest (srv. po-
zndmku ke konci odst. 9. a 10.) isogondlné inversni ku bodu
Gergonnovu. Body M, G, m, N', kde N’ jest bod isogonilné
sdruZeny ku bodu Nagelovu, lezf v pfimce, kterou jsme v odst. 10.
oznatili jako p¥imku J.

Vysledek: Piimka .J, jeZz obsahuje vedle bodiv M, G, m,
N‘ také spoletné prisetiky @,, @, kruznic K';, K%, K’;, stoji
kolmo na harmonikéle S‘,S‘, bodu m.

Bod N' bychom lehce sestrojili: nakreslili bychom vnéjsi
kruznici trojahelniku ABC, tfebas kruZmici %4, pfi strané BC,
a urlili bychom vnitini bod podobnosti I, kruhi K a £,.
Ponévadz S, je vnitinfm bodem podobnosti kruhdi % a %, (jesti
BC spoletnou teénou vnitinf, piimka A4S, pak pimkou stfed-
nou), musi dle véty Mongeovy*) o bodech podobnosti tfi kruhi

*) Pozn. Ti kruhy maji 3 vnéj8i a 3 vnitfni body podobnosti:
Eqgy Eggy Egqy Iygy 134, Igy. Ony tii lezi v piimce, vnéjdi ose podobnosti
E 4Ey4Ey,. Vedle toho maji tfi kruhy tfi vnitini osy podobnosti: 7,975, £4¢,
2y3lg1Eygy Ig3719E,.

Ty
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vnéjsf bod podobnosti N kruh@t K a % lezeti na paprsku 1,8, ;
lezf v8ak také na pi¥imce J: prisek paprsku I,S, a pimky
MG@G'm jest bodem N'. Chordédla I, jez jest vnitinim paprskem
podobnosti kruznic K a %k, je zdroveii vnitinfm paprskem po-
dobnosti kruznic & a %, a tedy dle véty o bodech podobnosti
tff kruh@i vnéjifm paprskem podobnosti krubhi K a k,, takZe
prochézi vn&jsim bodem podobnosti kruhil t&chto. Podobné vztahy
ke kruznicim %,, %, maji i chorddly II, IIL

Pifmka AG' jest isogondlné soumé&rna ku piitce AG, pro-
chdzejici bodem Gergonnovym G; podobné BG’, CG' vzhledem
ku BG, CG. Piimky AG', BG’, CG', jsouce vnitfnimi osami
podobnosti kruhi (X, %, %,), (K, k, k), (K, k, k;), obsahuji
vnitini body podobmnosti kruhi (X, %,), po piip. (X, k,), (X, k),
coZ plyne z véty Mongeovy. Podobné piimky AN‘, BN', CN'
jakozto vn&jsi osy podobmosti onéch tif trojin kruhiv, obsahuji
také vnéj’f body podobnosti kruhi (XK, %,), (K, k), K, k).
Téchto vlastnosti 1ze mnohdy vyhodné uZiti ke konstrukei ptitek
AGY, ... CG AN',... CN' a tedy i ku ptesn&j§i konstrukei
bodiv G*‘ a N

O krivosti Fezii na rotatnim kuzeli a véalci.

). Zdarek, assistent techniky v Praze.

Vztahy, jez zde odvodime, jsou jen specielnim piipadem
theorémd Dupinova a Meusnierova, platnych pro obecné fezy
viech ploch vibec. Vysledkid nabytych pouZijeme ke konstrukei
teten ve dvojném bodé proniku dvou ze tff ploch: rotaéniho
valce, kuZele a koule.

1. Budiz dén rotacéni kuzel dotykajicf se stranorysny
podél piimky A | ». Piadorysnym stopnikem s jeho osy O
prochézejz osa rotatnfho vdlee o podstavné kruZnici L, do-
tykajiciho se stranorysny taktéz podél pfimky 4. Potom obé
plochy, majice ve stranorysn& dvé soumezné pifmky spoletny,
budou se protinati je§té v ellipse E. Je-li o vrchol kuZele, v jeho
vyska, 2« vrcholovy thel, K jeho kuZzelosetka ptidorysn4 o polo-
osich a, b, excentricitd e, jednom ohnisku f, 'o stfed, u polo-

30



		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T13:56:27+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




