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0 orthokonchoidé.
Napsal V. Jerabek.

1. Bud ddna pifmka 4, a mimo ni lefcf bod e v roving
= ndkresnou znizornéné (obr. 1.). Bodem e vedeny kterykoliv
paprsek protind A, v bod& m, ; postavme v tomto bodé kolmici
na em, a nanesme na ni stdlou délku m,m, = m,n,’ =1. Je-li
m, pohyblivim bodem p¥imky 4,, vytvoii body =,, n’, kiivku
N,, kterou nazval Neuberg orthokonchoidou *).-

Je-li eo = a vzddlenost bodu ¢ od ptimky 4,, a jsou-li
A,, eo osami soufadnymi X, Y, jest

@' +ay— ) =20 —y"
rovnief orthokonchmdy Jeji dvojné body d, d’ maji na ose Y
potadnice y =—1 (a + \la® 4 1%), bod d’ pod osou X jest
isolovanym bodem dVOJnym Kromé toho md kiivka tietf dvojny
bod @béZny na ose X, jehoz tetny (asymptoty) maji od osy
X vzddlenost 1.

Nyni ukéZeme, Ze orthokonchoida N, ]est primétem pro-
niku hyperbolického paraboloidu s plochou véleovou.

K tdmto plochdm dosp&jeme t&mito ivahami: Pfedeviim
jest patrno, Ze piimka m,n, = M, obaluje parabolu, jejimz
ohniskem jest bod e a vrcholovou tetnou piimka A,. Myslime-li
si bodem o vedenou piimku A tak, aby se svym primétem A,
tvofila thel 4,04 = &, na pf. « = 45", pak primétu m, pfi-
nédlezf na pfimece A bod m, a vedeme-li timto bodem p¥imku M
rovnobézné s M,, kterd je té% rovnobéZna s primétnou z, bude
geom. mistem piimek A hyperbolicky paraboloid (M), jemuz
nalezi pffmka A i osa X. Polozme bodem m rovinu u||z a
mysleme si v nf kruh (m, 7) o stiedu m a poloméru ! tak, aby
jeho primétem byl kruh (m,, 7). Geom. mistem kruhu (m. [)
jest plocha vilcovd, jejiz osou jest A a stopou kruh (o, I).

*) Dr. H. Wieleitner, Spezielle ebene Kurven, str. 69.

Viz broZuru ,Sur un nouveau curvigraphe“ par V. Lebeau et ,,Sur les
lignes tracées par le curvigraphe V. Lebeau* par J. Neuberg. Liége (E. Clou-
bert), 1904. Extrait des Mémoires de la Société royale de Sciences de Liége,
3e série, t. V, 1904, pag. 80.
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Piimka M a kruh (m, 1) majf své praméty v M, vesp. (m,, 1),
protez jsou prisetiky n,, »', primétu M, s kruinici (m,, 1)
priméty bodd n, »” a N, primétem kfivky N. Tedy:

Orthokonchoida jest priamétem proniku hyperbolického
paraboloidu s plochou vdlcovou.

Teéna kivky N,. Polozime-li v bodé # rovinu tefnou ¢
k hyp. paraboloidu a rovinu <’ k ploe valcové, jest prisetnice
rovin teénych 7, «' tetnou kiivky & v bodé » a jeji pramét
tetnou primétu N,.

Stopa Pr roviny z je rovnob&zna s povrikou M || M,, jde
nim tedy jesté o sestrojeni jejtho jednoho bodu. Bodem =
jdouci drubd povrika P hyp. paraboloidu md svij pramét v P,
a svou stopu v bodé p, v nédmz P, seée povrSku X hyp. para-
boloidu, lezfei v primétné ». Priméty P,, M, jsou tetnami
zdénlivého obrysu paraboloidu, ktery je parabolou uréenou
ohniskem ¢ a vrcholovou tetnou X. Body em,n,p lezi v téie
kruznici, kferd prochdzi jests druhjym bodem £ osy Y. Bud
nye 1 X pofadnici bodu =, ; je#to en, je primérem kruznice
em,n,p, stoji jeji t&tiva fn, kolmo na ose ¥ a md smér osy JX.
, Lichob&znik pm,n,f je vepsin do kruhu, jsou tedy pf
a m,n, jeho stejnd ramena, a Ze jejich orth. priméty na pod-
stavé pm, jsou té% stejny, je op = m,x. Z toho jde jednoduché
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sestrojeni stopy p povriky P, jakoZ i stopy Pt roviny teéné v,
kterd bodem p prochdzi a je rovnobézna s povrikou M || .

Zbyvé ndm sestrojiti je§té stopu P¢’'. Jiz difve jsme se
zminili, Ze plocha vilcovd m4 svou stopu v kruhu (o, 1) a osu
v piimce 4. Vedeme-li tedy bodem » pfimku ¢ plochy vilcové,
bude jeji primé&t @, || X prochdzeti body =,, f. Rovina piim-
kami 4, @ proloZend obsahuje osu 4 a protind primétnu =
v piimce, na niZ je polomér og kruhové podstavy (o, I) rovno-
bézny s m,n,. Koncovy bod ¢ ¥eteného poloméru, lezci té% na
Q,, je stopou povriky @, a tetna kruhu (o, {) v bodé ¢ davd
stopu Pz’ roviny tetné z'. Nynf jiz vysviti, Ze spojnice bodu
n, s priseéfkem (PrP:')=r je hledanou te¢nou kfivky ..
Poviimnuti zasluhuje, Ze trojihelnfkem pravodhlym pgr, jehoZ
pfeponou je pofadnice pg bodu ¢ a jednou odvésnou teéna gr
kruhu (o, !) v bodé ¢, 1ze pfimo sestrojiti druhy bod » teiny n,s.

Vedeme-li v kruhu (o, I) tétivu gpq’, a prodlouzime-li rp
k bodu #' osy Y, bude pg = ¢'p = »'0; tim vychdzi na jevo,
ze body p, »' jsou paty kolmic spuiténych s bodu ¢’ kruZznice
(o, !) na osy X, Y. Tedy: Stopy Pt rovin teénjch hyp. para-
boloidu v bodech n krivky N obaluji astroidu majict své body
wvratu v bodech, v nichZ osy X, Y protinaji kruinici (o, I).

Je-li ¢ patou kolmice spu§téné s bodu ¢’ na teinu pr’
astroidy, jest bod ¢, jak zndmo, bodem dotytnym této tetny.
Ve shodnych trojihelnicich pgr, pq't strana pr — pt. Pohybuje-li
se bod # po kfivce N, popi%e jeho tetna »r na primétné =
kiivku R, jejiz body » jsou soumérny k bodim ¢ astroidy dle
bodi p, v nichZz tetny Zp protinaji osu X. Kiivka K jevi se
zaroveil jakozto geom. misto vrcholu # pravého whlu ¢rq, jehoZ
jedno rameno dotykd se astroidy a druhé kruhu (o, 7). Normaila
kiivky R v bodé » pili tedy tsetku /g, a na tom zaklddd se
strojeni normdl i teten kiivky R.

Budtez X, Y osami pravoihlé soustavy soufadnic. Abychom
nadli rovnici geom. mista bodu » (x, y), znamenejme #'*) orth.
primét bodu » na ose X a dhel pog = ¢. Bude tedy

g=op+pr, y=r

1) V obrazci neni bod »/ vyznagen.
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Snadno najdeme, Ze

op = oq cos ¢,
pr = pr €0S ¢ = pq sin @ ¢0s ¢ = 0q 0q sin? @ cos (p,
r'r = pr sin ¢ = pq sin® @ = oq sin® @,
protez
z=1cos ¢ (1 4 sin® @)|
s ®
y=1sind¢ |
Vyloutfme-li ¢ z téchto rovnic, dostaneme rovnici kfivky
R. K tomu cfili umocnéme je na druhou a settéme; bude pak
po nékolika redukecich

2% 4 y2 — 12 =12 sin? ¢ cos® @, @

protez
(x4 y* — 123 = 1° sin® @ cos® g,
a ze ‘
sind g = %,
obdrzfme
(= + y* — 193 = 1*y® cos® . ®3)

Prvni z rovnic (1) upravme takto:
x?=1% cos? @ (2 — cos® ¢)* =12 cos? ¢ (4 — 4 cos® ¢ + cos*¢),
se zfetelem k rovnici (2)

x? = 42% -} 4y? — 412} 12 cos® @
odkudz
1% cos® ¢ — 412 — 32% — 492
Z rovnice této a (3) obdrzfme kone¢né rovnici hledanou
(@2 + y* — 197 = 1%* (4I* — 32® — 4y").
Kiivka R je tedy stupnd Sestého.

2. BudteZ ddny dvé kolmé pifmky X, Y (obr. 2.) v bodé o’ se
protinajici; na prvnf z nich zvolme pevny bod o, a nanesme
od bodil o, o’ na ptimky X, Y stejné délky om,, o'm/,. Kruh
(m,, 1) o stfedu m, a stilém polom&ru ! protind spojnici m,m’,
v bodech »,, =';, jejichz geom. mistem je konchoida Diire-
rova ). .

1) Dr. A. Wieleitner, Spezielle ebene Kurven, str. 68; ZLoria, Schitte,
Spezielle algebraische und transcendente ebene Kurven, str. 211, 1. vyd.
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Pohyblivé body m,, m', vytvofuji shodné ¥ady bodové
X(my...), Y(m',...), protez obaluje piimka m,m' = M,
parabolu dotykajici se piimky X v bodé o a pimky Y v bodé&
0", tak Ze oba tyto body jsou od bodu o’ stejné vzddleny. Stfed
e tsetky 0o je ohniskem a piimka ¥, kolmo pilfci tisetku o'e
tetnou vrcholovou paraboly. Bodem #, jdouci druhd tetna P,
paraboly utind na X, Y délky stejné op = o'p’. Je-li f pri-
setikem teten M,, V,, jest tihel efn, pravy, lze tedy konchoidu
Diirerovu obdobn& sestrojiti jako orthokonchoidu, s tim vSak
rozdilem, %e na rameno M,, které obaluje parabolu, nanéiime
stdlou délku I od bodu (M,X)=m,, ne v3ak od prisetfku f
piimky A, s vrcholovou te¢nou V', paraboly.

Abychom poznali, Ze kfivka (n,) je té% priimétem proniku
(n) jistého hyp. paraboloidu s plochou vélcovou, poklddejme ro-
vinu XY za primétnu =, a bodem o mysleme si vedenou
piimku A svirajici se svim primétem A, = X stily thel
A,04 = @, na pi. ¢ = 45° Déle vedme bodem o' pfimku B, jejiz
primét B, =Y, kolmo k X a odchylenou o thel B,0'B=—ea=—45°
od primétny ». PHmky A a B jsou tak vytknuty, Ze do zvo-
lenych bodd m,, m', promitaji se jejich body m. m' o stejnych
vySkich m,m, m' m' nad primétnou ». Je tedy piimka M = mm’
rovnobézna s primétnou, a jeji primét ptipadd do M,. Geom.
mistem piimek M je hyperbolicky paraboloid, jehoZ zdédnlivim
obrysem je parabola o ohnisku e a vrcholové tetné V ). Po-
lozme pifmkou M rovinu g rovnob&iné s = a vytknéme v ni
kruh (m, 1), majicf svij primét v kruhu (m,, I). Geom. mistem
kruhiéi (m, 1) je plocha vélcovd o ose A a kruhové stopé (o, !).
Jezto povrika M a kruh (m, l) lezf v téze roving u, sekou se
v bodech #, n’ kfivky (), v niZ hyp. paraboloid a plocha vil-
covd se pronikaji. Aviak body n, »' maji své priméty v pri-
setnych bodech n,, n’, primétd M, a (m,, 1), & ze kiivka (n)
jevi se jakoZto geom. misto bodd x, #', jest (u,) priimétem
kiivky (n). Protez: Kv¥ivka (n,) je primétem proniku (n) hyp.
paraboloidu s plochou vdlcovou.

Tetnu kiivky (n,) v nékterém bodé =, sestrojime jakoZto
primét prisetnice rovin tetnych <, ' poloZenych v hod& n
k hyp. paraboloidu, resp. k ploSe vélcové.

1) V obrazci neni parabola sestrojena.
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Potftdme-li pffmku A/ k prvni soustavé povrSek hyp. para-
boloidu, pak bodem 7 prochdzi jeho pfimka druhé soustavy majict
sviij primét v n,p = P,, a Ze povr§ka X prvni soustavy lef v pri-
métné z, md na nf povrska P svou stopu v prisetiku (P, X) =p,
Vedeme-li tedy touto stopou rovnob&zku P || M, || M, obdrzime
stopu roviny teiné z. Povrchovd pifmka @ plochy vdlcové, bo-
dem n jdouef, md svij primét @, v rovnobézce vedené bodem
n, k 4, a svou stopu v prisetfku ¢ kruznice (o, 1) s @Q,, ktery
lezf v pravo, nebo v levo od primétu »,, je-li » nad, nebo
pod primétnou szz. D4 ndm tudiZ tetna Pt’ v bod& q kruhové

Obr. 2.

stopy (o, I) ploehy vdlcové stopu roviny teéné ¢’. JeZto v pri-
setfku (PrP?’) =r md telpa, t. j. prisetnice nr rovin z, «’
svou stopu, jest spojnice =,r tetnou kiivky (n,) v bodé n,.

Konstrukei tuto, jak uvidime, lze jests zjednodusiti. Za
tim utelem otitejme paprsek P, okolo bodu p’, pak tsetka
pg = o'm', a kolma ku X posunuje se rovnob&ind s Y, a jejf
koncov§ bod BZine se po pifmce N||X jdoucf bodem n/,.
‘Vznikne tedy svazek paprskovy p’ (P, ...), kterym promitd se
fada bodovd M, (n, ...) do fady X (p ...) a tato ve sméru osy
Y do fady N(g...). Je tedy fada M, (n,...) zX(p...)
#N(g.... Myslime-li si paprsek P, kolem ' ototeny do
piimky Y, sjednoti se projektivné sdruZené body m,, g fad
M,(n,..)aN(g...) s prisettkem (M,N)=m’,, protoZe
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pak pg = o‘m’;. Jsou tedy tyto Fady perspektivné majici za
promitku svazek s (K, L, ... G ...) o stfedu s, v némz sekou
paprsky K, L stojicf kolmo v bodech #,, p’ resp. na X, Y.
Nebot ptijde li bod p po piimce X do bodu m,, dile pak do
jejfho bodu ub&zného, stane se v prvnim pfipadé trojahelnik
pgn, usetkou m k= pg kolmou ku X, kdeZto v piipadé druhém
zapadnou body p, ¢ ve sméru piimky X do nekonelna, pii
¢emz bod n, po M, piijde do rovnobéizky vedené bodem p'
s pifmkou X.

Nyni dokdZeme, Ze paprsek gs = G stoji kolmo na oo".
K tomu cili protnéme piimku pg rovnobézkou, vedenou vrcholem
m', obdélnika o'm,sp’ s Gsetkou pp', v bodé % ; tim vznikne troj-
thelnik pravouhly gm h a shodny s trojihelnfkem o'pp’, tedy
gh = p'o' = sm,. Ctyruhelnik sghm, m4 prot&jsf strany rovno-
béiny a stejny, proéez gs“hm1 a gs:hm Vime, %e om,
=o'm',, op = op’, tedy pm, = p'm';, = ph. Piisluiné od-
vésny rovnoramennych trojihelnikd pravodhlych pm,h, o 00"
stoji na sob& kolmo, a Ze gs||km,, je téz gs 1 oo”, coZ nim
bylo dokézati. Piitka gz, jsouc rovnobéZna s pfeponou hm,
- pravouhlého trojihelnika rovnoramenného m,ph, utini na jeho
odvésndch tseky stejné pr = pg = o'm’; = om,. Odetteme-li
od stejnjch délek om,, pr jejich spoletnou délkcu ox, bude
m,z = op. Shodné trojihelniky m,xn,, opgq (myx = op, myn,
= og, thel xm,n, = pogq) maji stejnolehlé strany m,ni, oq
rovnob&zny, jsou tedy i jejich pFislusné strany an,, pg spolu
i s m,h rovnob&ny, a ponévadz wm h stoji kolmo na p¥imce oo,
jsou k ni téz kolmy xn, a pq. Je tedy pfepona pg trojihelniku
pravouhlého prq kolma na oo” a odvésna pr na tetné gr. Na
tom zaklddd se jednoduchd konstrukce bodu » a tim i teény rn,.
TymZ zpisobem je téZ sestrojena jedna teina v dvojném bodé
d’, ktivky (»,).

Prijde-li og do poloméru oq’ nebo og” kolmého k oo”,
sjednoti se tetna M, paraboly s jeji tetnou ub&znou, bod p pfijde
do bodu o, a tetna P, stane se tetmou X paraboly.v bodé o.
Bod #, vzd4li se pti tom po ktivce (n,) ve sméru osy X dva-
krate do nekonetna, a body g, » splynou v bod jediny ¢’ =17/,
nebo ¢* = r". Rovnobdzky, vedené body ¢’, ¢* s piimkou X,

34
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jsou asymptoty k¥ivky (»,). M4 tedy kfivka jeden dvojny bod
v nekoneénu, druhé dva jeji dvojné d,, d‘; jsou na pfimce oo”.

Znati-li r* prisetik stopy Pr (obr. 3.) s piimkou jdouci
sttedem o kruhu (o, ) rovnobézné s osou paraboly ¢ a tedy
rovnobéZné s pq, pak v rovnobéiniku pgor’ strana pr‘ rovmni se
stdlému poloméru og — I; prote# obaluje Pr Sikmou astroidu.
Postavme v bodé p kolmici na osu X a v bodé » na 0b, kol-
mice tyto protnou se v bodé ¢’ na kruZnici o stfedu o a polo-
méru ob, jenZ jest pfeponou rovnoramenného trojihelniku pravo-
hlého aob, jehoZ odvésna oa je polomérem kruhu (o, 7). Spustme

Obr. 3.

8 bodu ¢’ kolmici na Pr, jeji pata ¢ je bodem dotyénym teény
Pr astroidy. Myslime-li si &tyftahelniku opg‘r’ opsanou kruZnici,
jest o’ jejim priimérem a pr‘ tétivou; body «, ¢ jsou pravo-
thlymi priméty koncovych bodd o, ¢’ priméru og’ na tétivu
pr'y tedy pt=ur, a ze trojihelniky grp, our’ jsou shodny, je
téz pr — ur’, protez pt = pr. Z toho jde, Ze body ¢ astroidy
a body r ki'ivky R, kterou popile teina nr (obr. 2.) ktivky (),
jsou soumérny dle bodd p, v michz ¢{r a X se protinaji.

- Jezto kiivka R jevi se jako#to geom. misto vrcholu 7
pravothlého trojuhelniku ¢7g,” jehoZ odvésna jedna je teénou
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astroidy a drubhd kruhu (o, 1), jest spojnice bodu » se stfedem
piepony #g normélou kiivky R, tak Ze lze téz jeji teénu v bods
sestrojiti.

Pozndmka k asteroidickému problému tii téles.
Napsal Ladislav Benes.

Asteroidicky problém tif téles — dvé hmoty koneiné ve-
likosti na koncich téze spojnice konstantni délky otdleji se
v kruZnicfch kol spole¢ného t&zité v jisté pevné roviné a pii-
tahuji nekoneiné malé téleso v téZe roviné se nachizejicf —
jest zevSeobecnénim problému, kdy obé& konetn4 télesa jsou pevnd.
Tento jednoduchy problém d4 se pfevésti na kvadratury, a uéinil
tak nejprve Euler. Upottebi se pfi tom s vyhodou elliptickych
soufadnic, to jest soustavy konfokdlnich ellips a hyperbol, jejichz
spoleénymi ohnisky jsou ob& kone¢né hmoty. Zavedl jsem také
do asteroidického 'problému elliptické soufadnice. a doufim, Ze
rovnice, které zde podivdm, nebudou bez zajimavosti.

Nechf vzddlenost konednych hmot m, a m, (m, = I,
my = my, = 1) jest rovna 2¢ = 1, potom jsou vzdélenosti t&chto
hmot od spolegného t&2i8t& v poméru m, : 1. Nechf jsou dile
& a 7 pravotihlé soufadnice tfeti hmoty s vzhledem k osdm
prochizejicim t&ziitém obou hmot m, a m,, z nichZ osa £ leii
stdle ve spojnici m,m, a ¢itd se kladné od leva na pravo ve
sméru m,m, ; kladnd ¢4st osy 7 lezl od kladné &dsti osy & o 90°
ve sméru rotace obou koneénych téles — ve sméru protivném
pohybu rutitek hodinovych. Jsou-li = a y pravoihlé soufadnice
télesa m vzhledem k podobnym osdm, av8ak prochdzejicim pi-
lictm bodem spojnice m,m,, plati potom

_ 11—m _ , 1 _
x—g__é_l—{—m,_g 2k)y‘_'17'

Volime jednotku tasu tak, ze gravitaini konstanta jest rovna 1;
thlovd rychlost otifeni konelnych téles jest ndsledkem toho
ddna vzorcem

n=\TFm,

34*
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