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Redukce svazku bilineárních forem a systému 
relací mezi periodami nedegenerovaných singu­

lárních Ábelových funkcí tří proměnných. 
Dr. techn. Václav Hruška, soukr. docent a asistent české vys. školy technické 

v Praze. 

Odvodim nejprve pomocnou větu: 
B u d co («) (..) 

(S) fa (Xu X.it... Xn) = 0,„ JC,3 -+- fl„2 X,' X, + . . . -f On, n, n X ,;1 

(a= 1, 2,. . . m) 
systém m ~Z. 4 kubických n- drnich forem o celistvých racionálních 
koeficientech o NSM (největší společné mířej D a nechť je možno 
vybrati dvě z proměnných xlt x2,.. . xn tak, aby položime-li ostat­
ních (n-2) proměnných rovno nule, mezi takto vzniklými m binár­
ními formami byly aspoň 4 takové, že determinant utvořený z jejich 
koeficientů je od nuly různý. Nejsou-li splněny kongruence 

(r<) («) («) («) 

(K) Oi, i, ,• 0, a,, i, k -i a,, k, k 0, a,, k,, 0 (mod 2D) 
(/, k,l=\, 2,... n; i< k < l; a = 1, 2,. . . m) 

lze zvoliti za xu x»,... x„ takových n celých racionálních čísel, 
že m čísel f„ (xlt x2,... x) md za NSM D. 

1. Mějme systém m \~\\ 4 kubických mnohočlenů jedné pro­
měnné o celých nesoudělných koeficientech racionálních 

(«) 3 («) 2 (a) («) 

'„ (x) = a, x -f- o2 x + as x + at 
(a= 1, 2, - ..m) 

a buďte p, q, r... vespolek různá prvočísla větší než 3. Vždy lze 
zvoliti x tak, aby m čísel / , (x) (a = 1, 2 , . . . m) nemělo míry p. 
Musí to dokonce nastati v případě, že x = 0 nebo JC = 1, nebo 
x EE 2, nebo x = 3 (mod p). Kdyby totiž byla všechna čísla /„ (x) 
(a = \, 2, ...m) ve všech těchto případech dělitelná p, bylo by: 

(«) 
a, = 0 

(«) («) («) («) 
o. -j- a, + a3 -f- at = 0 

(«) («) («) («) 
8a, -j- 4a, -f 2a3 -f a4 = 0 

<«) («) <«) <«) 
27a t -r- 9a„ -f- 3a3 -f- a4 = 0 

(a = 1, 2,...m) 
a odtud by proti supposici plynulo 

(«) 
«, = 0 (mod p) (/ = 1, 2, 3, 4; « = 1, 2 , . . . m). 

(mod p) 



Stačí tedy vyšetřiti / , (0), /« (1), ./'„ (2) a / , (3). Nechf na př. 
fa (.«/>) (a = 1, 2, . . . .72, (ip = 0 neb 1, 2, 3) nemají společné míry p. 
Patrně též m čísel /« (x) (a = 1. 2, . . . m), x EE /.,, (mod p) nemá 
společnou míru p. Stejně nebudou všechna /„ (x) = 0 (mod q) 
(a = 1,2,... m), bude-íi x = /.„ (mod q), kde /<,, je vhodně voleno 
rovno 0, 1, 2 neb 3. Atd. 

Je-li tedy x, řešením systému kongruencí 
x = (ip (mod p) 
x = fiq (mod q) 

jejž vždy lze řešiti, nebudou všechna /,. (x) (a = 1; 2,, . . m) děli­
telná ani p, ani a,.. • 

V 

(a, §, y, 6= ], 2,...m) 
o nichž předpokládáme, že nejsou vesměs rovny nule. 
Buď A = 2" 3° pz q" . . . (p, q . . . vespolek různá prvočísla > 3) 
NSM všech V « § 7 ň (a, [i, y, ó = 1, 2, . . . m). Bude možno vo­
liti x = x, tak, aby nebyla všechna /« (xx) (a = 1, 2 , . . . m) děli­
telná ani p, ani q,...; každé x = x, (mod pfl . . .) pak má tutéž 
vlastnost a NSM ff„ [x]) (a = \, 2,... m) bude tvaru M=2X 3<" 
(JI, W celá kladná racionální čísla). 

Aby však všechna čísla /« (x) (a = 1. 2, . . . m) byla dělitelná 2, 
musí býti splněny kongruence 

a"= 0 (mod 2) když je x EE O (mod 2) 
(a) (a) («) (a) 

fl* + As + #3 + «4 = 0 (mod 2) když je x = 1 (mod 2). 
Jelikož mezi řešeními kongruence x EE x1 (mod pq. ..) je neko­
nečně mnoho sudých a nekonečně mnoho lichých, tu aby všechna 
čísla /„ (x) (a=\,2,...m),x~x1 (mod pfl . . .) byla. dělitelná 2, 
musí býti splněny kongruence 

2 — 1, 2, . . m ) d l všecky determinanty 

(«) (") («) («) f, fl., a3 
at 

(.«) "да (:') (ř) 
, Û , ű., Û4 
(;•) "<;•) (ľ) (•/> fl2 

ű , «4 
(<Ч (<Ч '('*) (<!) 1 ű., A;i «4 

(!) 
fl4= o 

(«) («) 
fl2 + fl3EE Oj 

(mod 2) ( a = 1 , 2 , . . . m ) 

Jsou-li splněny kongruence (1) tu všechna čísla /«(x) (a= l ,2, . . .m) 
jsou dělitelná 2, af je x jaké chce. Nejsou-li splněny, lze zvoliti 
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takové řešení x, kongruence x = x, (mod pq . . .), že nejsou 
všechna /« (x.) (a = \, 2, . .^jrí) dělitelná ani 2, ani p, ani q,... 
Tutéž vlastnost má každé x = x, (mod 2pq...). 

Aby nyní všechna čísla /„ (x) (a=\,2,...m) byla dělitelná 3, 
musí býti splněny kongruence: 

(«) 
a4 = 0 (mod 3) při x = 0 (mod 3) 

(«) (a) (a) (a) 

at + a2 + a, + a4 = 0 (mod 3) při x = 1 (mod 3) 
(«) (a) («) («) 

8oj + 4a2 + 2as + a3 = 0 (mod 3) při x = 2 (mod 3) 
Aby tedy veškerá čísla /„ (x) (a - 1, 2,... m), x = x, (mod 2 pq...) 
byla dělitelná 3, musely by býti splněny .kongruence 

(«) 
a4 = 0 

(2) a"+ aT= 0 í ('"od 3) (« = 1, 2,..,m) 
('«) 

a, = 0] 
Nejsou-li splněny tyto kongruence, lze zvoliti takové řešeni x3 kon­
gruence x = x, (mod 2pq ...) aby nebyla všechna /„ (x3) (a = 
= 1, 2,... m) dělitelná ani 2, ani 3, anip, ani q ... Pak tedy/« (x3) 
(a=\,2,...m) musí býti nesoudělná, neboť jejich NSM musí 
děliti z/ = 2<" 3" px qf . .. Patrně tutéž vlastnost mají čísla /« (x) 
(a = 1, 2,.. . m), x = x3 (mod 2 .3.p .q ...). 

Nejsou-li tedy splněny kongruence (l)ani (2), lze zvoliti x tak, 
aby /„ (x) (a = 1, 2,. . . m) nebyla nesoudělná. 

2- B1"* (a) 3 (a) 2 (a) 3 
/„ (x„ x2,. •. x„) = a lx xx + a112 x, x2 + ... + annn xn 

( a = 1, 2, ...m) 
systém forem vytčených vlastností a mimo to buďte koeficienty 
a"k, i (i, k, l = 1, 2,... n; a = 1,2,... m) nesoudělné a nechť na 
příklad právě determinant 

Di = 

(i) 

(4) 

(1) 

a„ 

(1) (1) 

a„,.., 
(2) 

a,,,,, 
(2) 

a„,,, 
(3) 

Ü2, 2, 2 
(3) 

a„ 2 , 2 
(4) 

a.„ ,,, 
" (4) " 

a„ s, 2 
at, 2,2 

Ф o. 

Srovnejme formy dle mocnin x t: 
(a) 3 («) 2 

/« (X„ X?, . . . X„) = a„ „ j Xt + £ , (X,, . . . X„) Xj + 

+^2 (x,,... x„) xl-{-gi (x2,. .. x„) (a = 1, 2 , . . . m) 



(«) («) («) («) 
(.') JЄi 

(.') (íí) 
JЄs 

(,') û l l l 
(ľ) 

.•Єi 
(ľ) 

Jřs 
(;•) (;•) 

(<») Jft 

(<!) % £з 
<<5) 

Û t t i 5t g> J?з 

kde gi (x, x") jsou (/?-/) -árni stupně /'; pak nejsou všechny 
determinanty 

V « ; -• * = 

(a, p,y, ó — \,2,...in) 
identicky rovny nule. Neboť tyto determinanty jsou (n-1) -árné 
formy 6. stupně a koeficient při x„6 v V„„, 3 ) 4 je D„ 2, 3, 4 += O. 

x, nebude možno zvoliti tak, aby/„ (x„ x»,... x„) (a = \, 
2,.. . m) byla nesoudělná pouze tenkráte, budou-li pro každé x2, 
x3,... x„ splněny kongruence (mod 2) 

(«) («) 3 («) 2 («) 2 

g, (x„,.. . x„) = a,,,, 2 x, + fl,,.,, 3 x„ x, + a,,,, 3 x2 x3 + 
(«) 3 («) 3 

+ 03> 3.3 xs + •.. + a„ „, „ x„ = 0 
(«) («) («) 

(I') Au i. i + Jfi (*.. • • • X„) + _ (X„, . . .Xn) = 
(«) («) («) («) («) 2 

= au „ , + A„ „ „ x, + a„ „ 3 x3 + ... + A„ j „ xn + fl„ ,,.., x2 + 
(«) («) 2 («) 3 

+ o„ 2,3 x„ x3 + fl„ 3I 3 x3 + . . . -+- o„ „, „ x„ = 0 
(a = \, 2,... m) 

nebo kongruence (mod 3) 
(«) («) 3 («) 2 («) 2 

£3 ( x , , . . . x„) = a,, , , , x2 •+- a,, 2, s x„ x3 + fl„, 3, 3 x., x3 + 
(«) 3 («) 3 _ 

+ «3,3. 3 *s + • • • + a„, „, „ x„ = 0 
(«) H N («) («) 2 («) 

(2') fl„ „ , + g. {Xn, ..-X„)= fl„ „ ! + fl., 2l „ X. + A„ ,, 3 X. X3 + 
(«) 2 («) 2 

+ fl„ S. 3 *3 + • • • + fli, n, n X„ = 0 
H («) (<«) («) 

5! (x2,...x„) = A., „ , x„ + a„ „ 3 x3 + •.. + fl„ „ „x„ = O 
Kongruence (2') nejsou splněny pro každé x,, x3,... x„. Opak by měl 

(«) 
totiž za následek, že by všechny koeficienty a,-, ki / (a='\, 2 , . . . m; 
/', k, l = 1, 2 , . . . rí) byly dělitelný 3. Vidíme to dosadíme-li vesměs 

(mod 3): x, = 0 (/' = 2, 3, . . . rí) dává «" 1>1 = 0; xk = \, x, = 0 
H H _ («) 

(/' = 2,3,. . . n, í + i) dává aki K k _ 0, fl„ „ * = 0, fl„ „' t -+-
H («) 

+ fli, *, k = 0 a tedy též fl„ *, * = 0; x* = l, x, = 1, A += l, x, = 0 
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(«) («) _ («) 

(/ = 2, 3 , . . . //; / #- k, i f ^ dává fl»- >• * + ">• »•' = °' fl*- *• * + 
(«) («) <«) <«) i i i /, i „ —n 

+ «*,*,/+«*,,,,+fl,,,., = o, fllll)1 + fl..*.*-rfli*.H fl,././=o 
tedy nově a\,\, , — 0; „ * — 1, i , _ l . ^ = 1, A + / 4= r, Ar 4= r, 

x, = 0 (/ = 2, 3 •.. n, i + k, /' 4= l. ' =F r) dává pak a „ „ * + 
(«) («) («) («) (r<) (<<) (r<) 

+ fli,i./ + fl-.. , r _ 0 , / / „ „ + 0, ,* ,*+ fl
J.*,/+fl,,/,/+fl1,*,r + 

(«) («) («) («) . (r<) , (,<) , (r<) . 
fli. r. r + fli /, r = O, Í7*, *. * + flt.-Jl, / + fl*. '• ' + «'.<.' + fl*. *. r + 

(«) («) («) («) , (,<) _ n . , 
-| fl* r r + flr r r + «, / r ! A/ r r fl*. '. '' = °- t e d y n 0 v ě 

(«) ' ' ' («) _ 
fl*, , r = 0. Skutečně by muselo tedy býti ak,i,r = 0 (k,l,r = 
= \,2,... n (mod 3.) 

(3) 

Buďte tedy xt (i = 2, 3 , . . . rí) takové hodnoty proměnných, že pro 
ně nejsou splněny kongruence (2'). Patrně pro každé řešení kon-
gruencí x , _ ^ ( m o d 3 ) (/ _= 2, 3 . . . . n) 
platí totéž. 

Aby nyní byly splněny;kongruence (V) pro každé x2, x 3 ) . . . jcn 

muselo by býti (mod 2) : pro x, = O (/ = 2, 3 , . . . /2)*fl„ ,,, = 0; 
~ , (c<) " < r < ) 

pro xk = \, x,- = 0 (/ = 2, 3, • • • n; / 4= Ar) a*, *, * = 0, fl„ „ . -f 
(«) («) _ 

+ fl,, i, A- , «,, *, * = 0; pro Xk = 1, x, = 1, A: + /, x, = O, (/ = 2, 

0 . , , . , ., (r<) , (r<) («) («) («) 
3 , . . . n; i 4= k, i 4= /) «*, *, * -f- ak, *, / _ ak t<, + fl/ ,., = o, A „ „ , -f-

(«) («) («) («) (,() 
+ fl„ „ * + fl„ „ / — A„ *, * + o , t, , -f A„ /, / = 0 ; a pro xk = 1, 
xi=\,xr=\, k 4= / 4= r, A- 4= ''. J C / = O (/ = 2, 3,...//; /' 4= Ar, 

<«) («) («) ((() („j („) 
/' 4= l, i + Z") «*, *, * + «*, *, / + fl*. /. / 4- 0/ / / + fl* *, r + A*, r, r + 
, (,<) , (r<) , (r<) , (r<) -. («) ' («) («) 

+ Ar, r,r+ fl, ,, r + A,, r, r^fl*, ,, r => 0> ,, f + ^ j f , + 
+ -. , , , -: fl„*,A-+fl„*,,+ fl,,/ / + fl

(^ r + C , ř + fll.u.EE 0. 
Odtud usuzujeme, ze by muselo byt, 

(«) fl/, /. / ^ o | («) («) u • 
<3} a'- '• k + °^ * ^ 0 j (mod 2) fli, *, / Ă ; 

( 4 * , / = 1 . 2 , . . . n ; ř 4 = „ 4 = / . / ! | :
,

/ t a _ = I f 2 f . . . - ) . 

Nejsou-li splněny kongruence ( ^ ^ ^ £ « . . . x ® . k f 
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' (2) 

aby nebyly splněny kongruence (T). Pak též pro x, _- xt (mod 2) 
(/' = 2,3,. . . n) nebudou (1') splněny. Jelikož lze současně vyho-

(2) (3) 
věti x, -_ x, (mod 2) a „,• = x, (mod 3) (/' = 2, 3,.. . n) — řešení 

( i ) 
buď x,;(/' = 2, 3, •.. ri) — možno zvoliti „ 2 , . . . x„ tak, že nejsou 
splněny ani (1') ani (2'). Totéž pak platí pro řešení kongruencí 

(i) 
x =_ Xi (mod 6) (/' = 2 , 3,.. . //). Tato řešení (x.,, . . . x„) nenoví 
ani (1') ani (2') a tvoří diskrétní množinu (n-1) — rozměrnou. 

Uvažujme nyní hodnotu V «, p;r, i v bodech této množiny. 
Nemohou všechny \7 „, ,,,.., a ve všech bodech této (n-1) — roz­
měrné množiny býti rovny nule; v opačném přídadě by totiž 
A a, JÍ, ;•, s muselo se rovnati nule identicky, neboť to jest forma 
(n—1) -arní. Avšak všechny A «,,;, r, a nejsou identicky rovny 
nule, nebof dle učiněného předpokladu nejsou rovny nule všechny 
determinanty A «,,;, ••, a při x„ = /, x, = 0 (/' = 3, 4,. . . n). 

Můžeme tedy určiti x1 tak, aby všechny 
(«) («) («) 

fa (X,, X,, . . . Xn) = tfj, i, i Xys -f- £"i (x„, . . . „„) X,2 - j - ^ 
(«) 

(„., . . . x„) Xi -;- & (x2, . . x„) (a = 1, 2, . . . n) 
neměly společné míry. 

Věta tvrzená na počátku pak je samozřejmá. 

II. 
3. Mějme bilineární alternující formu o celých racionálných 

koeficiantech 6 

(4) A = 2 at,kXiyk 
i. k = \ 

a formu o determinantu 1 : 
(5) E = x1 yt — „4 yt -f- x„ >'s — x3 y, -+- x3 y. — „a y3 =-

Chceme redukovati svazek 4 — Ž E na nejjednodušší tvar 
pomoci kogredientní transformace o celých racionálných elementech, 
transformující tormu E v samu sebe. Buď 

6 _ 

[ X," = —' ClQ Xg 1 

(6) C ' I 1 _ ( i , * = 1,2,. .6) 
y* = -?«-.í'. I 

a=\ 
libovolná lineární kogredientní transformace a označme pruhem 
nahoře útvary transformované, tedy transformovanou formu*) , 

') Význam symbolů z theorie bilineárních forem viz P. Muth, Theorie 
und Anwendung der Elementarheiler. 
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CAC = A = 2a„,oX,x,; 
o.« =' 

jest _ e 
(7) a0,a _ v a c Cka (Q,O=\,2,...6) 

/,* i 
Transformuje-H c ještě E samu v sebe, CEC = E, takže 

(8) ě ^ = « - , . (C "= 1,2, . . .6) 
tu rovněž forma 

0 (1) (1) (i 
2a,,k x, yk = A = A — o E = _ (a,,* — wf,,*) *,• j / * 

(kde co jest libovolné číslo) se transformuje touž transformací C v 
o - (i) —(i) — 

± aQ,a x0 ya = A = A — w E 
kde tedy je 

_ d ) -
(9) a,,k = ai,k—o,eik (i, k = 1, 2, . . . 6). 
Označme (/̂  /„ . . . i,h) pfaffian*) o 2/7 indexech, utvořený z ele­

mentů matice A a (123456) = A". Označme při r<.s koeficient při 
ars v K násobený (-l) r + s - ' stručně Krs; při r>s jest Krs = 
= — A-rs, Krr= o (r, s = 1, 2, . . .6). 

Výrazy 
(/O) K, L = ~ (ATU + Af.25 + A-3a), Aí = - (a.. + «7ÍB -f- <rso) 

jsou invarianty formy ,4 vzhledem k transformacím, které nemění 
formy £**), t. j . ~K = K, 1 = L, M = M. Dostaneme je tak, že 
utvoříme pfaffian 

(11) P(X) = Ar + _ 1 + M / Í 2 + /* 
z elementů pseudosymmetrické matice A — X E. 

Předpokládejme v následujícím, že P (X) je v oboru racio-
nálných čísel irreducibilni. 

Jelikož matice I -p? = A~l, bude po transformaci 
II **• II 

(12) Kf, „ = J AT,, * y,9 y*° (Q, a = 1, 2, . . 6) 
kde matice 
_ (13) | y r , j | = C - » <r (s = l ,2, . . . 6 ) ; 
Kva je utvořeno z aQ,a právě tak, jako byly A',,* z a,,*. 

*) Pfaffiany, jich tvořeni, rozvoje a věty o nich viz E. v. Weber, Vor-
lesungen liber das Pfafťsche Problém, kap. I. 

**) O systémech singul. relaci... odst. 6. Časopis pro pěstování mathe-
matiky a fysiky, roč. 48. 
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(i) (O 
Buď dále Ki.k utvořeno z O,,A- právě tak, jako byly K,,k utvo­

řeny z a,,k. Bude: 
in 

M (» w1 

(14) 

(1) (1) 

K, = кt, (o ai:, AV,= AГ.„ — o) a,„ 
(1) ( i ) 

A\3 = A',.,, o) alľ, K.л = K»t—o>aз:, 
( i ) ( i ) 

Ҝtt = Ҝtt 
O) (7, , -- MOJ ù) K:,t = KЗІ — ojatR 

( i ) (0 
A V Klt " J ű - J 4 AV, = AV,- oja.„; 

(1) 0) 
K\Л — KÌГ, -('•>«,, A"..,, = A";ł(i w fl,л 

(1) 0 ) 

ҝ.,г—ҝ.:i-~ "J #:,!! Kt, = Ҝt- war, 
( i ) ( i ) 

ҝ.„=ҝ,t 
<'Jí71:, 

m 
Ktr=KiП ыau 

A;„ = K Г, "-> Û 2 3 

AÍOJ 

(i) 
Ar(l), £<", Aí") které jsou utvořeny z a,-* právě tak jako byly K, 
L, M utvořeny z o,,/; budou rovny 
(75) A""> = K LOJ j- M o/- -*- w3, L"' = Z, -f 2 Aí w -j 3 w2 

A?"> — M 3 M. 

(i) (O 
Utvořme K,,k z o,-,* právě tak jako Ki,k bylo utvořeno z a,,,; 

pak A"/ k bude vyjádřeno pomoci A'„, „, ae, D, M = M právě tak, 
(o 

jako bylo A',^ vyjádřeno vzorci (14) pomoci Ar
(1,„, a0il!i M- Uva­

žujme matici 

(16) Ki:'K""K' '•K:" K">K>>K'-' K"> K<--K^ K^> KM.KM> K.u K» 
a .,, (7,,, Í Í ,J , a, , a,,., a..„ a.,„ a..-,, a.,„, o1 4, ax-„ a,t.„ ai:„ aK, t/-,, 

(D/č' 0 0 1 0 0 0 Ó 1 0 0 0 1 0 0 0 

Matice tato je hodnosti 3. Kdyby totiž byla hodnosti 2, tu by 
matice (D/it), která vznikne z (D/í) odečteme-li v ní sloupec KXI, 
a14, 1 od sloupců K,„, a,;„ 1 a K3n, a3B, 1, byla hodnosti 1 
a tedy by systém rovnic lineárních 

(i) 
(77) K,,s=o (r,s= 1,2, . . . 6 ; r -I- s (mod 3), 

(i) (i) (i) (O 
Kti—K25 = o, Klt — Ku = o 

měl řešení, neboť právě (D/&) je jeho maticí. Pak by ovšem též 
(i) 

A"14 muselo býti rovno nule, jak ukazuji identity, kde na pravé 
straně jsou píaffiany o dvou stejných indexech, resp. v posledních 
dvou rozdíl dvou stejných čísel: 
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' (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) 
-is A\, + a3 2 A\4 - ű „ /ґГll J o„, Kлv = (122356) = 0 

( i ) ( i ) ( i ) ( i ) ( i ) ( i ) ( i ) ( i ) 

йп Ku -\- fl,3 /ґ,4 + fl„3 A\4 - яя:ч /Г,u — (132356) := 0 
(i ) ( i ) ( i ) ( i ) ( i ) (D ' ( i ) ( i ) 

я,r, Ku + fl, A\4 + fl3, A\4 + oГl, /Г,u = (152356) = 0 
( i ) ( i ) ( i ) ( i ) ( i ) ( i ) ( i ) ( i ) 

0,a A u + o,0 A\t -f fl3„ /ґ : u + ű,„ /ґ.l4 = (162356) = 0 
(П (П (1) (1) (1) (1) (1) (1) 

"••;, Â'н Г ttia !Лг, + O.a ^V, «ľ,3 A\, + 
(1) (1) (1) 

+ ö,a (K,, - Ku) (132346) z = 0 
(П (1) (1) ( 0 (1) (1) (П (1) 

tт.. Ku + o,3 Ҝu + ű,Гl /ґlf, + o,„ /ґ,„ = (242356) = 0 
(i) (i) (i) (i) (i) (П (П (i) 

o,„ Ҝu 1 o1(1 A\r, + o3„ /ґ3„ '-o4„ A\, - г 

( i ) ( i ) ( i ) 

+ o,„ (A\, - Ku) = (261346) — 0 
(i) (i) (i) (i) (i) (i) (i) (П 

я з l A\4 - o3, /ґ„ + fl3, /ґ l s |-o3„ A\„ = (342356) = 0 
(i ) ( i ) ( i ) ( i ) ( i ) o> (i ) ( i ) 

o»r. Ä\4 + fl3, A-,, + o;u / Ґ , H o,„ /ґ,„ - г 

(1) (П (1) 

+ o5, (/ґ,r, - /ґu) = (351346) = 0 
(1) (1) (1) (1) (1) (1 (1) (1) 

я,fi /ґ u j-fl.r. /-",- + oзr, AГ, ; ;+ «„, /ґ l n = (452356) — 0 
(i) (i) (n (i) (i) (П (i) (П 

я l n / ґ u + fl,„ /ґ„ + ű311 A\3 + «,„ /ґ1Гl = (462356) = 0 
(i) (П (1) (1) (П (1) (П (1) 

-.-.« !<н Л " - i« * . i "> flsa /f.s + A40 Iґ,4 -L-
(П (1) (П 

+ Я,„ (A\„ - Ku) = (561346) ==; 0 
(1) (I) (1) (I) (I) (I) 

(fl,5 - flu) Ku + fl,r, (A\G - Ku) -
(i) (i) (O O (i) (i) (') (i) 

— fl3S /T3r, + fl4, A\5 + fl„„ Kci + air, K1S — 
( i ) ( i ) ( i ) ( i ) (O ( i ) ( i ) ( i ) 

— a., A-.4 o-,, !<34 — A. 4 K., - fl„4 A„4 = (123456) -
- (123456) = 0 

(i) (O (i) (i) (i) (i) (O (i) 

( « 3 „ - o 1 4 ) A \ 4 + f l 3 0 (!<.,„-A\4) + o1 0 A\0 + 
( i ) ( i ) ( i ) ( D ( i ) ( i ) ( i ) ( i ) 

+ fl»r, K.M + ain A\„ - a : i6 A\„ - fl,4 A\4 — 
0) (i) (O (i) (i) (i) 

— A34 A\4 - fl,4 A-,4 — fl64 ATC4 = (123456) — 
— (123456) = 0 

(i) £ (i) (i) 
Potom by ovšem K = - fl(1 Kil= 0, což by odporovalo tomu, 
že K1 = K + L w + Aíw2 + w3 je ireducibilní v oboru racionál-
ných čišel. 
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Věta I. Matice (21T) je hodnosti 3. 
Označme 1, c,, c,c„ její elementární dělitele.*) Pak elemen-

KrV 
tární dělitelé matice (m [ l )) = I a',% která je rovněž hodnosti 3, 

I «/,* 
jsou též 1, <?„ <?,e„, jestliže transformace C nemění formy E a má 
racionální celistvé elementy cQ, „ (Q, T = 1,2,... 6). Označme na 
okamžik element/.rní dělitele matice ( m m ) 1, c, e,e;. _ 

Kr , 
Předně matice (m"') vznikne z matice (m) = //,,;, odečte-

.1 '.•, ží­
ním (o nás. druhé a (Mio-\- co-) nás. třetí řádky od první a a> 
nás. třetí od druhé, takže (m ( l )) a (m) mají stejné elementárně 
dělitele 1, ť l , c~~~ a stejnou hodnost. Dosaďme dále za**) 
(19) y„, = c„ + 3, , -r 3, y„,,. + 3 — <•.. + 3, ,., 

X« - 3, ,. = — c„, , + 3, ;'„ + 3, ,• + 3 = c, , (.», i' = /, 2, 3); 
seznáme, že každý determinant utvořený z elementu (m) jest line­
ární homogenní funkci o celých racionálných koeficientech v deter­
minantech téhož řádu, utvořených z elementů matice (Zít). Jsou 

tedy ť | , —'"• čísla celá. Avšak naopak též ' a " 4 ^ jsou čísla celá, 
~ e, cy-ť. ť C e,-c.s ' 

neboť z , 4 = C '/. C ' jde 

(7') «,. * - 1 5^7 .',«, .'*.. 

(;.?') *r,-./. = -- /f,,в f í г f * r 
(/, k = l,2....6) 

takže naopak též každý determinant z elementů matice (m) je line­
ární homogenní funkcí o celých racionálných koeficientech v deter­
minantech téhož řádu. utvořených z elementů matice (m). Jest tedy 
(?.= <;,, ě. = f., a hodnost (m) je 3. 

Věta II. cu e, definované pomoci elementárních dělitelů ma­
tice (ITT) jsou numerické invarianty svazku A - /-E vzhledem k line­
ární kogredientni transformaci o celých elementech, zachovávající 
formu E a vzhledem k transformaci paramentru X = w -|- XX. 
Rovněž hodnost matice (íli) se těmito transformacemi nemění. 

4. Buď í/1, = NSM (a,„, a13, au„ aia, a,3, a,4, a,„, a34, a35, 
oib, fl4fi, flS6.

 flu o,5, fl,4—a36)- v závorce jsou determinanty 
2. řádu utvořené z elementů 2. a 3. řádky v matici (m), takže je 

*) Elementární' dělitele matice (ITT) můžeme psáti v tomto tvaru, jelikož 
následující je dělitelný předešlým. Viz cit. Muth, Elementartheiler. 

**) Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, str. 137., vzorec VI. 



d1 o 
- číslo celé. Zvolme w1 tak, aby byly všechny a, k = a,, * — 
M 
— w i £i,k== O (mod ďj); to lze a stačí k tomu zvoliti w, tak 
aby bylo ( | ) 

(20) <7U = au — Wj = 0 (mod d,) 
( i ) 

Potom budou ovšem všechny Kiik dělitelný d^-, takže všechny de­

terminanty 2. řádu utvořené z elementů matice ( W > ) 
AT/ 

£i, k 

b u d o u děl i te lný dj, t a k ž e í i b u d e též číslo c e l é ; j es t t e d y <?! = ďy. 
di 

Jelikož /f,!,". jsou dělitelný d* = <V, jest ef celé číslo, neboť de­
terminanty 3. řádu z elementů matice (2Třll)) jsou vesměs dělitelný 
ť,a, kdežto jejich NSM jest V t V 

(2) (1) 
B u d &> l ibovolné celé r a c i o n á l n é číslo a o z n a č m e at k = at k — 

(2) 
— e1 w s,- k(i, k = 1, 2, . . . 6) a utvořme Kr s(r, s = 1, 2 , . . . 6) 

( i ) ' ( i ) 
z a, k obdobně jako jsme utvořili Kr,. za, A (vzorce 14). Pak ma-

K^s 
k t e r á m á r o v n ě ž e l e m e n t á r n í děl i te le 1, <?i,t?i,f?2 t ice (Ítt<2>) 

£ i, k (2) 

m á též tu v la s tnos t , že NSM (o,, *) = <?, (/, k, = I , 2 , . . . 6 ) . 

T v r d í m , že lze zvolit i za w = OJ2 t ak , a b y A tSAí (AV, s ) = 
<?,,<?», (r , s = 1, 2 , . . . 6 ) . K tomu s tač í v y h o v ě t i k o n g r u e n c í m 

'(21) (K?\) = 0 (mod ei,es) (r, s = 1, 2 , . . . 6). 
Tyto kongruence jsou equivalentní s kongruencemi (mod <?1(<?2): 

(2) (1) (1) _ (2) (I) (1) _ 

K]t = Kin_ — <?! w a 4 6 — 0 A'34 = A"34 — <?j w fl16 — 0 
(2) (1) (!) _ 

Ku = A"13 — t?j w fll0 = 0 
(2) ( I ) (1) 

A"IS = Kn — <?i w o , 4 — 0 
(2) (I) (1) _ 

Kin — KUÍ — t?j tu o 3 4 — 0 

(27') IЧ3 = A"23 — ex w aм = 0 
(2) ( I ) ( I )  

A"24 = A"24 — <?! w <7K, — 0 

(2) ( I ) 

A*20 = " 2 0 

(2) (I) (1) _ 

K,v, = K^ — <?i w a.2B — 0 
(2) (1) (I) _ 

Ki{, = A"4S — <?! co A 1 2 — 0 
(2) ( I ) (1) 

Kin = Kifí - e, w alt = 0 
(1) (2) (1) (1) _ 

Kitt = KM — <?, w att — 0 
(2) (2) (1) (1) 

Zť,. — KZi = Klt — A"26 — 
(i) (0 _ 

- e1 w ( A 1 4 — o 2 6 ) = 0 
(1) _ (2) (2) (1) (1) 

<?i w fl35 = 0 Klt — A ^ = Ku — A"3„ — 
(i) (i) _ 

— ex w (au — fl30) — 0 
(Pokračování.) 
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