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směrnice tečen v těchto bodech (dle A = —) 
y 

As=-^(ч + Vчi'-2l»f), 

a vložíce tyto hodnoty do vzorce 

A - * . 1 -f- AtA2 

nabudeme jakožto rovnici uvažovaného geometrického místa 

P ( 2 | + p ) 2 = 4 ( y - 2 p ! ) . 

Příspěvek ku geometrii lichoběžníka. 
Napsal 

Josef Langr, 
c. a k. inženýr námořního dělostřelectva v Pulji. 

1. Jest dán lichoběžník ABCD (obr. 1). Protilehlými 
vrcholy A, C vedeme libovolné rovnoběžky, jež protínají ramena 
lichoběžníka v bodech E, F. Spojnice těchto průsečíků s dru­
hými protilehlými vrcholy B, D jsou rovnoběžný. Tedy, je-li 

AE\\FC, jest DE\\FB. 

Důkaz odvodíme snadno. Poznamenejme k vůli zjednodušení 

AB = ax, ĎČ=a2, AĎ = bl, BC=b2, 

a, AF BE 
P a -^t

z~~v' <** FD EC 

Průsečík ramen buď O. 
Pak jest 

W:W=~OĚ:~OA, 

a OC\\TĎ=~OB:~OA 
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čili 

a 
tedy 

pročež 

a musí tedy býti 

OC.OA = OF.OE 

TЮ.ЂA = ÖĎ.Ш 

Ш.Ш=ÖD.Ш 

Ш:UD=0B:Ш 

Ш\\FB. 

Spojnice EV jest ovšem jen ve zvláštním případe rovno­
běžná s AB. 

o 

2. Výše uvedené indexy poměrové a, \i a v spojeny jsou 
zajímavým vztahem, který tuto odvodíme. 

Jestiť 
ÀF BE__ 

FĎ' ~~ilVl 

avšak 

41—21 
~ C~ ÕC 

BE__ OĚ 
FĎ~Ш' 
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tedy 
OF.OĚ UC.ÓA a. 

(1) uv = _— = = —t- = «. 
' OC.OD OC.OD «_ 

Zmíněné dva páry rovnoběžek určují kosodélník EKFL, 
jehož plochu označme 2_/. Jestliže zavedeme dále pro plochy 
A ABL = _f., A CDK= _/2, jest 

(2) _/2 = _/,_/2. 
Jesti totiž 

J:JÍ = FL.ĚL:AL.BL, 
J J2 = FK.EK:Ď~K.'ČK, 

. _ FL.EL.FK.ĚK 
a _/2 = 4. _/, . _=_—=__-___—___ . 

AL.BL.DK.CK 
Jelikož však 

FL EL FK 1 JEŽ. 1 

jest 
Z>__ *** Gff "' _4L f* ' • JEłІ v 

ď = Jx4%. 

Poněvadž trojúhelníky z/, a _/s jsou si podobny, jest v plat­
nosti též věta 

(3) __^:--,
í = «^ 

z čehož plyne 

(4) z/ = « _ í 2 = l z / 1 . 

3. Označme plochu celého lichoběžníka ABCD = P, a jeho 
díly ABEF= P,, CDEF= P 2 , a hledejme další relace. 

Zaveďme též symboly 

AALF=zl>i, BLE = J\, FKD = J*, KCE = á\. 

Pak jest 

™ P,=_fl+._/? + _/l+_f, 
w P,=_íJ1 + ^ + .^ + -/. 

Uvážíme-li, že 
A _ -*. _ 
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a 
J'' v ' Җ ц ' 

j st 

(6) JгJ, — àчà'i a Axdг=i/rxá\л 

a také 
Jţ Җ — á\A\. 

Substitucí do rovnic (5) docílíme 

v 
= z/(«-f-^-(-i;-f- 1) 

P.—Ja4-J~ + J — 4-4 x ' v џ 

a podobně 
ґч — 

a 

z čehož srovnáním plyne 

(8) pi:p2 = a, P1 = a^rv r, = £i-

Dělí tedy příčka EF plochu lichoběžníka na 2 díly, mající 
se k sobě jako přilehlé základny lichoběžníka.*) 

4. Studujme nyní vlastnosti útvarů vzniklých vedením úhlo­
příčky KL. Tato protíná základny lichoběžníka v bodech G7 H. 
Označme poměry 

AG-.GB^a, a ĎH:HČ = cc2 

a určeme blíže jich hodnoty. 

K tomu účeli poznamenejme 

A-4<?L = z/;, GBL = A'v, 
DHK=ď, HCK=J"V. 

Jestliže střed rovnoběžníka FLEK označen jest S, má se 

*) Plocha trojúhelníka OFE jesi konstantní,, a obaluje tedy při 
různých /*, v příčka EF hyperbolu, jak známo. Táž hyperbola jest geom. 
místem bodu S půlícího EF. 
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J^-Ą^ÅL.LG: EL . LS=џ. -~ 

J:-ţ: 
v 2 

LG 

z čehož plyne 

(9) J : J = џ : v. 
fl V * 

Poněvadž však 

Г = # i . 

J П 

V jest 

(10) ax =-£-. 
V 

Analogicky lze odvoditi rovnici 

(и) V 
Яo= — . 

2 Џ 

z čehož plyne zajímavý výsl dek 

(12)' aг a2 = 1 
6ІH 

ÃG:BG = CH:DH. 

Pro plochy trojúhelníků snadným zpûsobem pak obdržíme vzorce 

J -. 
j« 

A CÍЏ av 
— J . —, J = J. —, 

б ' v б ' 

J" : - J . — , Л" = Л . — , 

kdež 
б = џ-\-v. 

Z t chto vzorcf \ získám úm ru 

(13) 
GĂ_GB _ 
HC~ HĎ~a' 

která praví, že příčka HG prochází průsečíkem U úhlopříček 
lichoběžníka ABCD, nebot jest 



281 

• • GU_ 
HU~ "' 

Lze tedy vysloviti obecnou větu: Méní-li se poměry [i, v, otáčí 
se úhlopříčka HG okolo svého bodu U, který jest průsečíkem 
úhlopříček daného lichoběžníka. * 

Poměr UL: UK lze vyjádřiti následovně: 

UL_ UG — LG _VH.tt — KH.to_ 
UK~ UH--KH'~~ UH-KH ~~ *'•' 

Dělí tedy bod U úhlopříčku KL na 2 díly v poměru a. 

5. Úhlopříčka GH dělí lichoběžník na 2 díly, jichž plochy 
označme Pfl a Pv. Tyto lze vyjádřiti následovně: 

p, = 4 + _̂  + _*; + < + _f. 

P — A (« + g + l ) ( « F + v) 

Příslušným dosazením vychází 

__ 

P —j ( « + g + l)( g ^ + ^ 
v aa 

S ohledem na dříve získaué vzorce pro P1 a P 2 lze psáti 

__ «f» + v _ p _+•_ 
'' x « ( ? '- <? ' 

P -_ p «W + f _ P „ _ _ 
ť" — ťl~~a0 —r* a > 

a Pf,: Pr — (a;* -f v): («v + fi). 
Úhlopříčky E£ a oZÍ dělí lichoběžník na 4 čtyrúhelníky, 

jichž plochy označme 

AGSF= P*, BGSE =P\, 
FSHD = P(l, SECH=Pr. 

Vzorce pro tyto plochy jsou 
20 
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2vø 
- • . - - ' • 20 X , — - ZJ . 2бг 

5 )

 г*_< P* + 2tf-t-2,. 
ťt—"' 2øp ' p ; = A . Vб -Ь2(Ӯ + 2 

2V(7 

Zajímavý jest rfsledek 

(16) (P:-PO'-(^-- - * ; ) = = t; :џ 

a lze jej snadno na základe vzorců (15) odvoditi. 
6. Vzpomeňme ještě následujících vlastností: 

O 

Obr. 2. 

Spojíme-li bod L s vrcholy C, F> a bod K s vrcholy A, P, 
vzniknou ná stranách rovnoběžníka FLEK průsečíky M, N, P, 
Q, a jest 

.WPII4? -a Mžil CB, 
což vysvítá z úměr 

DM:ML = FP:PL = l:ii, 
a CN: NL = EQ: QL = 1 :v. 

V dalším chceme poukázati ještě na jinou vlastnost lichoběžníka. 
7. Mysleme si lichoběžník ABCĎ (obr. 2.) daný v soustavě 

os pravoúhelných souřadnicemi 
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-!(.*,., 0), B(x2,0), C(xs,h), D(xt,h) 

a rozdělme jej libovolnou přímkou GH na 2 nové lichoběžníky, 
kde G, H jsou průsečíky na základnách, a souřadnicích 

G(x5,Q), H(x6,h) 
a označme plochy 

ABCD = P, AGHD = P w GHCB = Pv 

a průsečíky úhlopříček U, U^, Uv. 
Tu platí věta, že všecky 3 průsečíky nalézají se na jediné 

přímce a 

Ú\ZU:~UvU=Pv:Pfl. 

Označíme-li souřadnice průsečíků 

umu n,\ uv(šV} Vvy a u& ri), 
jest 

t ^2^3 XЛ 7, 

.S- — 2P-- h> 
h2a, 

П=W, 

**- 2PЏ

 Һ> 
h2aß 

Щ(l - 2PU ' 
». x2x% OC^XQ , i ™ a v 

ř v - 'XPV'
 h a nv-~w¥-

kde značí a1 = AB, a^ = AG, av = GB. , 
Náležitým upravením docílíme výsledků 

Šr — S = Pv , 7hLZZ.Hzz:3L 
Š—Šv Pf* V — Vv Pfc 

čili 
5* — Ž = fy - 7l 
l — řv y — yv' 

to jest body U^, ř7v, U leží na společné přímce a 

UUft:UUv = Pv:Pfl, 

kterážto věta upomíná na větu platnou ohledně těžisek. Jsou-li 
totiž Tfl, TVJ a T těžiska našich 3 lichoběžníků, jest 

TTfl:TTv=zPv:Pfi: 

20* 



284 

Poznámka redakční. 
1. Že plocha trojúhelníka OFE jest konstantní, jak na 

str. 279. se tvrdí, lze odůvodniti takto: 
Označíme-li obsah trojúhelníka ODC písmenem Q, jest 

Q:(P+Q) = a\:a\ = l:a\ 
tudíž 

P 
Q = - , «2 — 1 ' 

potom jest však 
aP 

« 2 - l ' 
AOFE=Q+P2 = • 

Obsah trojúhelníka OFE nezávisí tudíž na ^, v čili na 
směru příček AE\ OF, nýbrž jen na P a a,' t. j . na ploše da­
ného lichoběžníka a na poměru jebo půdic. 

2. Věta, že body U, U^, Uv leží v jedné přímce, jest jen 
zvláštním případem věty platné o dvou libovolných přímkách P, 
Pl v rovině: 

Jsou-li v příince P body a, 6, c a v přímce P x body a,, 
č>x, c l f leží průsečíky spojnic 

aftj , ax 6, 6^, bx c, caj, «-_ a 

v jediné přímce O. 
Tuto větu znal již Pappus. Přímka O slově v novější 

geometrii osou řad projektivných určených družinami aax, 
bbx, ccx. 

Z téže věty plyne, že body K} L, U (obr. 1.) jsou v jedné 
přímce. 

3. Srovnávajíce obsahy 4X, ^ 2 , A s obsahem P licho­
běžníka, přijdeme k výsledku 

A — é.*— .A - L 
«2 « ~ 1 - (a + l)(ft + l)(v-t-l) * 

Maximální hodnoty nabude z/ a tudíž i obsah kosodélníka 
EKFL, }e-li EF\\AB; potom jest 
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EF= ^AB. CD, 

ft = v = \a, A = 
(« + i)(Y« + i)- • 

Tyto výsledky vyvoditi zůstavujeme ku cvičení čtenáři. 

ctyrúhelník o největší ploše. 
Napsal 

Ant. Sýkora, 
professor v Rakovníku. 

Vyšetřme, který ctyrúhelník, jehož za sebou jdoucí strany 
jsou a, b, c, d, má největší plochu. 

Vedme úhlopříčku se, jež dělí ctyrúhelník na trojúhelníky 
o stranách a, &, x\ c, d, x\ plochy jejich jsou . 

4X = -j-V(a + b-\-x)(a-\-b — x) (as -j- a — b) (x — a -f- b) 

=\t^ -V *)2 - *2] t*2 - ( « - m . 

z/2 = 7̂-V(c + d -|- #) (<?-+ d — a?) (# -f- c --- d) (x — c-\- d) 

= ^V[(* + <*)* - *aj [*2 - T 1 1 ^ ] - • 

a plocha čtyrúhelníka 

u = ~t(a + 6)2 - я2] [>2 - (a - 6)a] 

1 ,, 
4 

Znamenáme-li tu 

(a + by = a, ( a - 6 ) - = Д 
(A) (C + cž)2 = y, ( C - a ) 2 = ď, 

* 2 = l, 
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