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d) Bud ddna hyperbola redlnou osou svou a asymptotami,
M4 se sestrojiti te¢na rovnobézné s danou piimkou. (Obr. 2.)

Vz4jemn4 poloha obou priméten budiZ jako v obrazei 1.
Asymptoty M,, 'M, budtez obrysovymi p¥imkami asymptotické
rotaénf plochy kuZelové, obalové to plochy ve§kerych rovin asym-
ptotickych, jejiz ptimky jsou rovnobéZné s povichovymi pfim-
kamni hyperboloidu. Dand piimka P,, s nfz maji byti teiny
rovnobézny, budiz drubym obrazem pifmky P, jejiz prvni obraz
mdme stanoviti. Vrcholem plochy kuZelové o vedme 'P, || P,
a bodem r, (a,r, 1 X,2) rovinu ¢|| =, kterd protind plochu
kuzelovou v kiivce kruhové, jejiz prvni obraz sjednocuje se
v tomto pifpadé s K, a piimku 'P v bodé m, jehoz prvni obraz
jest na K,. (S druhym obrazem bodu » sjednocuje se téz druhy
obraz bodu » — oba body jsou na plo§e kuZelové.) Spojime-li
m, nebo nm, S 0,2, obdrzfme prvni obraz pifmky 'P. Ke K
sestrojme teény P)|| P ||'P,, ¢imz obdriime body dotytné w’,
u|, z nichZ odvodime !, w, a tim hledané tetny T,|| T || P,
s body dotyénymi #,, ¢,. [Pffmkami P’, P” jest urtena rovina
asymptotickd, jez se dotykd plochy kuZelové.]

Uloha. Ku hyperbole dané v d) sestrojiti tecny bodem
mimo kFivku danym.

Geometrické misto vrcholu uhlu, jehoZ ramena
dotykaji se krivky druhého stupné.

Antonin Sykora,
professor v Rakovniku.
a) Pro uhel pravy.
1. Pitimka y = Az + B dotykd se ellipsy
b2 4 a%y? = a%?,
je-li
B? = A%a® 4 b2
Jest tedy
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O y = Az + VA%® - b2
rovnice tetny ellipsy o smérnici A, a rovnice teény o smérnici A,

y=Ax +VATa® %

Strmi-li tato na oné kolmo, jest AI:——%, a proceZ

x 2 .
) y=—La\E

rovnice tetny, jez na pfede§lé kolmo stojf.

O prisectku (x, y) teten (I) a (II) plat{ obé& rovnice z4-
roveii; eliminujeme-li z nich ménlivy parametr A, nabudeme
rovnice geometrického mista tohoto priseéfku. Za tim tcelem
piSme ony rovnice ve tvaru

0y (y — Azx)* = A%* -+ b*

(I1) (Ay + 2)* = a® 4 A%?
a seltéme je; zkrdtice 1 -+ A% nabudeme

(1) a? y* = a4 B>

Této rovnici vyhovuji soufadnice prisetfkd tecen k sobé
kolmych; pozndvdme, Ze geametrické misto jejich jest kruh
s ellipson sousttedny o poloméru » = Va® — b%

JelikoZ rovnice (I) a (1I) jsou vlastné rovnice dvojic teten
rovnobéznych o smérnicich A a A, , jest rovnice (1) geometrickym
mistem vrcholtt obdélnika ellipse opsaného. — VSecky obdélniky
opsané ellipse jsou vepsdny do téhoz kruhu.

2. Jinak lze rovnici tohoto geometrického mista odvoditi
takto:

Rovnice tecény ellipsy

) b*x? + a’* = a*?
v bodu (x, y) jest
an X + a’yY = a®?

kdez X, Y znadf soufadnice ménlivého bodu teény; prochdzi-li
tato bodem (&, %) lezicfm mimo ellipsu, vyhovuji «, y rovnici
19
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(110 brxs + a’yny = o™

Soufadnic dotyénych bodd teCen bodem (&, %) k ellipse
vedenych nabudeme, roziesfwe-li rovnice (1) a (I1I) dle nezndmych
x, ¥, a vloZzfme-li hodnoty jejich do rovmice (II), nabudeme
rovnic tetnych bodem (£, %) vedenych. — Jak patrno, jde tu
tedy o eliminaci nezndmych soutadnic x, y bodu dotyéného; tu
pak lze vykonati nejsndze, vypotteme-li z linearnych (dle =, y)
rovnic (II) a (III), bz, ay, totiz

a* (Y — 1)
Xy — Y&
b X—Y
— X9p—YE&’

a vlozime-li tyto hodnoty do rovmice (I); tim nabudeme
a* (Y — )’ 4 0* (X — §)* = Xy — Y&)*

jakozto rovnice dvojice teénych bodem (&, %) k ellipse vedenych.

Uspotdddme-li a rozieSime rovnici tuto dle Y, nabudeme
rovnic téchto tetnych jednotlive, totiz

Y2 (@' — &) —2Y (@*—X§ =Xy — a*y® — b (X — &),
Yo 1@ —XE* X—) VE L@’ — aF

br = —

a* —§&*
Smérnice jejich jsou soucinitelé ménlivé usetky X, t. j.
Al _ = VPR e
AT a? — &
a majf-li t;zény na sobé kolmo stéti, tfeba, aby
AAH+1=0,
tedy . .
2(E2 2 B2(E2 __ o2
TE—BVE—d)

a konecné

§2+7]2:a2+b2.
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Této rovnici vyhovujf soutadnice bodd (&, %), z nichZ teény
k ellipse vedené jsou na sobé kolmo. PiSeme-li v rovnici této
— b misto 4%, nabudeme rovnice geometrického mista vrcholu
pravého dhlu, jehoz ramcna dotykaji se hyperboly
b2t — a’y® = a2b?,
totiz
§2+n2:a2—b2.

Z toho vyplyvd, Ze toto misto jest kruh, je-li a>bd;
jedinky bod, je-li @ =25, t. j. je-li hyperbola rovnoramenni;
tu lze vésti k hyperbole jedinou dvojici teden k sobé kolmych —
asymptoty; a kone¢né kruh imagindrny, je-li a <<b; tehdy nelze
k hyperbole vésti teten k sobé kolmych

3. Médme-li obecnéji kuZelosetku v poloze sttedové

Az® 4 2Bzy + Cy* = F,
najdeme snadno pro priseciky jeji s pifmkou

y=mx+n
rovnici
z* (A + 2Bm + Cm*) 4- 2nx (B + Cm) == F — Cn?

a za vyminku doteku
(AC— B*)n* — F (A 4 2Bm -+ Cm*) = 0.
Vypoéteme-li odtud tdsek » pifmky na ose Y,

__F (A4 2Bm 4 Cm?)
- AC—B®

9
n*

a vlozime hodnotu jeho do rovnice jejf, nabudeme rovnice tecny
o smérnici m

F (A 4 2Bm + Cm?
s

Rovnice tetny k ni kolmé vyplyne, zaménime-li zde m

hodnotou — i ,
m

_ = 11/F(Am*— 2Bm 4 C)
y=—mtwm AC =B

19*
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Pigice tyto rovnice v podobé

F (A + 2Bm + Cm?)

—_— 2 e
F (Am* — 2Bm -+ C)
(my + 22 = —= ==

a sebtouce je dostaneme

F(A
4y = JotE

jakoZto rovnici geometrického mista vrchole pravého thlu, jehoz
ramena se dotykaji kiivky stanovené rovnici v tele poloZené.

4. Pro priseciky paraboly

Yy = 2px
s primkou
y=Axz+ B
dostaneme

@ = Kl—z [p — AB + Vp*— 2ABp],

a tudiz vyminku, aby se piimka paraboly dotykala,
p = 2AB;

vypoiteme-li odtud édst B, jiZ pfimka na ose Y odtind, B = 2A
a vlozime-li ji za B do rovnice pfimky, nabudeme rovnice teény

paraboly o smérnici A
— b
y=Az+o5
Rovnice te¢ny k nf kolmé odtud vyplyne, zaménime-li A

hodnotou —-%&—, ¢imZz dostaneme
z Ap

y=—%x "%

Rovnici geometrického mista prisetiku téchto tecen na-
budeme, eliminujfce wénlivy parametr A ; to pak stane se, ode-
cteme-h je od sebe,
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s+ +Lat =0
¢ili

w—{—%:o, x:—%.

Geometrické mfsto vrcholu pravého thlu, jehoZ ramena
dotykajf se paraboly, jest jeji pffmka Fidici.

5. Kueloseéka v poloze obecné

Az? 4 2Bxy + Cy*+ 2Dz + 2Ey 4+ F =0

ddvd za prisetfky s pifmkou y = mz + n body, jichZz asetky
stanoveny jsou rovnici

x° (A + 2Bm + Cm?) + 2x (Cmn + Bn + Em + D)

~+ F —+ 2En 4 Cn* =0,
z nfz odvodime vyminku, aby se pfimka kiivky dotykala,
[#(B -+ Cm)+ D + Em]*— (F + 2En + Cn?)(A+2Bm +Cm?) =0,
jeZ spordddna dle » (iseku pfimky na ose Y) znf
n? (B2 — AC) — 2n [AE — BD + (BE — CD) m] + (D + Em)®
— F (A + 2Bm -+ Cm? = 0.

Hodnoty »,, n,, jeZ rovnice tato pro » poddva, jsou hod-
noty dsekdi obou rovnobéZnych tefen uvazované krivky, pif-
slu§nych smérnici m.

Eliminujfce z rovnice této a z rovnice piimky

y =mz—+n,
hodnotu », nabudeme rovnice téchto tetnych

(B* — AC) (y — mx)®* — 2[AE — BD + (BE — CD) m] (y — ma)
= F (A + 2Bm + Cm?) — (D + Em)*.

Z ni vyplyne rovnice tefen k nim kolmych, zaménfme-li
smérnici m hodnotou-——i—:

(B? -— AC) (my + z)* — 2 [(AE — BD) m — (BE — CD)j(my + x)
=F(Am*—2Bm + C) — (Dm — E)*
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Geometrické mfsto priseétkli tecen témito dvémi rovni-
cemi stanovenych najdeme, eliminujice z nich ménlivy para-
metr m; to stane se, seteme-li je a zkritime pak 14 m?;
takto nabudeme

(B* — AC) (#* + y°) — 2y (AE — BD) + 2z (BE — CD)
—(@A+C)F —D?—Ez

Tato jest tedy rovnice geometrického mista vrchold ob-
délnfka, jehoz strany se dané kuzelosecky dotykaji; z ni po-
zndvdme, Ze pifslud8f{ kruhu, jehoZ polomér a poloha stfedu se
objevi, uvedeme-li ji na tvar

CD __BE.? AE _ BD,?

(@ - c) T (=B —x0)
[A+CF— D2— E”] (132 AC)+ (AE—BD)2 + (CD—BE)?
= B — AC)?

__ P(A+0)(B*-AC)+AC(D*E?) + AE*-2A BDE+C*D*-2BCDE |
®B*—ACy}

Stied jeho splyva tedy se stiedem kuZelosetky.
Jeli viak B?— AC =0, t. j. je-li kiivka parabolou, re
dukuje se toto geometrické misto na piimku

2z (BE — CD) — 2y (AE — BD) = (A + C) F — D* — E?,
kterdz, jak by se dalSim vySettovdnim objevilo, jeji Fidicf pFimce
ptislusf.

b) Pro dhel libovolny.

6. VySetime nynf geometrické misto vrcholu libovolného
Ghlu @, jehoZ ramena dotykaji se ellipsy

b*x® + a’y? = a%?
Jakz jsme v &l 1. vidéli, jest rovnice teny ellipsy o smér-
nici A .
@ y = Az + VA%? + b2

M4-li druhd teéna, jeji% smérnice budiZ A,, s touto svirati
iihel @, jehoz tg ¢ =k, bude



A1 - A_ —k
I+ AA, —
a tedy
Atk
METR
a jejf rovnice
(I) y=Ax+ VA a®F b*

¢ili
dD [ — ARy — (A-+k) z]* = (A +k)%a® + (1 — Ak)%*%
Geometrického mista prisecfkid obou teten (I) a (II) na-
budeme, eliminujeme-li z téchto jejich rovnic ménlivou smérnici
A; toho pak dojdeme nejsnize ndsledovné. Uvedme téZ rovnici
(I) na tvar
Y] (y — Ax)® = A%* -+ %,
pak zndsobivSe ji neurcitym Einitelem 2 pFictéme ji k rovnici
ptedeslé, ¢imZ nabudeme, uspotddajice zdrovein dle z, v,
[(L—AR)*4 &]y*—2 [(1— AR)A+E)+ Ad] 2y + [(A+h)+-A%e?
=[(A 4k +A%]a® - [(1 — Ak)* 4]0
anebo
[(1 — AR 4] (4 — b9 + [(A + &)? -+ A%](* — a?)
— 2((1 — Ak) (A+Fk) + AdJery = 0.

Volme nynf 4 tak, aby zmizel souéinitel u xy, t. j.

A= DA +7)
— AR

pak nabude prede$ld rovnice po.krétké redukei tvaru
(Ak — 1) (4 — b%) + A (A + k) (2" — a¥) =0,
anebo, srovndme-li ji dle A,
A2z —a?) + Ak (2 +y* — a®*—b%) — y* +b6*=0.
Z této pak a z rovnice (I)
A% (2* — a®) — 2Axy +y* —b* =0,

eliminujeme A, sefteme-li a odeCteme je,
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2A (2% — a®) =22y — k (2* + y* — a® — b?),

Al2zy 4k (22 4t — a* — b)] =2 (4 — DY),

a tyto posledni rovnice délime; tak dostaneme
4x%* —k* (@ + y* — a® — b?)? — 4 (@® — a?) (y* — b?)

anebo koneéné

k2 (2% 4 y* — a® — b3)? = 4 (b2 +- a¥y? — a%?)
jako rovnici Zddaného mista geometrického.

7. Jinak lze rovnice této nabyti, uvdzime-li, Zze dle ¢l. 2.
jsou smérnice tecen vedenych bodem (&, %) vné ellipsy leZfcim

- &+ \/bzgz F e — a%?

Al a? — g2
"“577 . Vbzfz H%__ aznz_ a’b?
A, = CRT :
a®— ¢

Zavedeme-li hodnoty tyto do vyrazu

A, —A,
14 A A,

=k,

vypoltouce po Fadé

_ 2V

A, — A = £ qg?
AL — g2 — b — a‘z;?z + a*b? _ (£2 — a?) (g% — b%
142 — (52 . a‘z)z - (52__ (112)2 —_
7t — b2
:g-r:azs

2 2__ 2 __ B2
14+ AA, =T —e—b

Rp— ’

dostaneme koneéné

2 vb2§2 + a2772 _ a”lf .
52"*"72" a?—p* —

k
¢ili
4 (b2§2 + a2n2 —_ a2b2) —_ k2 (52 _+_ ,172 —_— u2 _— b2)2-

Zaménfce b* za — b* nabudeme rovnice geometrického



273

mista vrchole thlu ¢, jehoz tang @ — % a jehoZ ramena dotykajf
se hyperboly
b?xil _— a?yZ — a?b?,’
totiz
k? (x2 + yz . a2 + b‘.’.)‘l — 4 (a‘.’,y‘l —_ b‘.’.x‘l + a‘.’.b‘.’.)_

Je-li v predeslé rovnici b =a, t. j. je-li zdkladni kiivka
kruh, ptejde pifslu$nd ktivka ve dvojici kruhovou; jest totiz -

(a2 + y? — 2a?)?

-t y?—a®) =0,

¢ili
(@ 42— 20 — 28 (@2 — o) =22
anebo
o 1 k
@t by — 20t TR s =2 gy
a koneéné

x-+y-_—_ o (1+k2+V1+k"

Jeden z téchto soustiednych kruhd piisludi dhlu ¢, druhy
jeho vypliku # — ¢; nebof obecnd rovnice pldtl patrné pro oba
tyto dhly, jelikoz

tang (x — @) — —tang o —= — &,
aviak pii — % se ona rovnice nezméni, ano
(— k) =k

Rovnéz piejde ona ktivka ve dvojici kruhovou, je-li ve-
dlejs{ osa ellipsy & = 0; rovnice téchto kruhi jest
xauf__y2_a2:tg_](:_y
. il

. 2 )
P+ @F L) =R,

V pifpadé tomto prochdzejf ramena (hli ¢ a (= — @)
dvéma pevnymi body, (a, 0), (— a, 0).
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Je-li £ = o, t. j. qa:;, nabudeme rovnice ¢l. 1.

8. Pro parabolu y* — 2pxz méme dle &l. 4. rovnici tetny
0 smérnici A

— P
y=As+ 45
a rovoici teény o smérnici A,
— P
y=Azxz+ T
Mé-li tdhel ¢ témito tecnami sevieny byti takovy, aby

tgp =k, t. j.
A1_A —

1+A&_h
tedy
Atk
A=

nabude rovnice druhé teiny tvaru

) A+Ee—A+k1—Aby+E-(1— Ak =0;
r(;vnici prvé teény pak piSme
(I A%~M+%:Q
Z rovnic téchto jest eliminovati A; to utinfme takto:

zndsobme (I) neuréitym soutinitelem A, a odettéme od rovnice
(II), ¢imZ nabudeme

[(A4k)? — 1A% 2 — [(A + k) (1 — AR) — 2A]y
+%RL—My—ﬂ:a

Uréfme-li nynf 1 tak, aby soucinitel

(A+%) (1 — Ak) — 1A =0,
tedy
L A+ B (1 — AR
= T ,
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dostaneme z piede§lé rovnice

_pr 1—Ak
A+k)z= Sy
¢ili
A2z+A(kx+’f—f) —%:o.
Pritouce pak a odectouce rovnici (I) nabudeme

2Am:y—kx-—]£2}2,

p=AG+ha+D)
a k9neéné, zndsobice tyto rovnice,
2pr =yt — k(@ + &)
éili k? (= 4 %)2 =y — 2z,
jakoZto rovnici geometrického mfsta vrcholu dhlu ¢, jehoz ra-
mena dotykajf se paraboly.

Rovnice tato piislusi hyperbole; polohu a délku poloos
jeji sezndme, uvedeme-li ji na tvar

2 o 14 %2
Blot+do+or—sr=p LY

stied jeji jest na ose X ve vzddlenosti —%(1 +%) od po-
¢4tku souradnic a délky poloos jsou
a:%\/1+1¢7, b:%\ll-{-k‘f.

Chceme-li rovnici tohoto mista geometrického vyvinouti
navodem &l. 7., najdeme soufadnice dotyenych bodd teten para-
boly vedenych bodem (£, %); tyto jsou

2
/AR
1?1,2:% ——§:t—1;\/ *—2p¢,

1,2 =1+ Vi® — 2pE;



276

smérnice tecen v téchto bodech (dle A = —z—)
D S v mrs o
A =gg Vn* — 2pk),
1 —_
Ay =g (n —+ Vn* — 2p¥),

a vlozice tyto hodnoty do vzorce

Ae“A1

1+ A,A::k’

nabudeme jakoZto rovnici uvaZovaného geometrického mista

k* (28 +p)* =4 (n* — 2p8).

Prispévek ku geometrii lichobéZnika.
Napsal

Josef Langr,
c. a k. inZenyr ndmofniho délostfelectva v Pulji.

1. Jest ddn lichobéznik ABCD (obr. 1). Protilehlymi
vrcholy 4, C vedeme libovolné rovnobézky, jez protinaj{ ramena
lichobéznfka v bodech E, F. Spojnice téchto prasetikd s dru-
hymi protilehlymi vrcholy B, D jsou rovnobézny. Tedy, je-li

AE|| FC, jest DE|| FB.

Diikaz odvodfme snadno. Poznamenejme k vili zjednoduSeni
AB:al, ﬁé:az, A—D_:bl, B_C’_:bz,

a, AF BE

— =, iy 17 a —_ = .

a, FD EC
Préiseik ramen bud 0.

Pak jest

a

0C: OF=0E: 04
a 0C:0D=0B:04
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