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ktrickou pomérné s malym rozdflem potentialu a za to velkym
mnoZstvim elektrickym.

0 nejjednodussim odvozeni soudinitelt rady, pie-
~vratnou hodnotu polynomu stupné n-tého o jedné
proménné predstavujici.

Napsal
Dr. F. J. Studniéka.

V pravé vydaném 1. sefitu XV. roé. ,Jahrbuch iiber die
Fortschritte der Mathematik“ uv4ddf se na str. 326:

Faa de Bruno, ,Sur le développement des fonctions ratio-
nelles¢, Sylv. Am. J. V. 238—240. :

Der Coefficient von «# in der -Entwickelung der Function

@)= :
a + a2+ a2* 4 ..} a2

nach steigenden Potenzen von x ldsst sich darstellen als De-
terminante

a, a, 0 0

a, . a a, 0
1 Jag a o ... O )
T aptt | , '

Qp—1 Qp—2 Op—3 .. a,

Ay Ap—1 Ap—2 ¢+ 'al

Dieses wird bewiesen mit Hiilfe eines Satzes, den der
Herr Verfasser schon 1855 in Tortolini Ann. gegeben hat, nim-
lich: Hat man eine Function O(y), Wo y = w(2), so ist

' @ ( )"( ©” )h ( o®) )kp
D=3 —, De oo o
() (o) - .+ (Rp) 1.2 1.2...p
‘unter der Bedingung, dass...“*)

*) Srovnej 8 tim Je¥ek ,Uiber das formale Bildungsgesetz der Coeffi-
~ - cienten des Quotienten zweier Potenzreihen“ Sitzungsber. d. kon. b.
" - Ges, d. Wiss. 1884, pag. 127.
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Na prvnf pohled vidéti, Ze tu k dikazu tak jednoduchého

vzorce, jakym se jevi byti (1), uZito prostiedkd zbytecné roz-

sdhlych, jelikoZ se zcela jednoduchou a p¥fmou cestou prijde co
nejrychleji k témuz vysledku, jakoZ chceme tuto ukazati.

UZijeme-li methody neuréitych souciniteld, coZ tuto jest

dovoleno, obdri{me patrné
1 ' _ .
ay+ oy + a4 ... 4 a2" =htAetAat ..,

takZe bude, prevede-li se jmenovatel se strany levé na pravou,
1= ayAy F aA, [ + aoA, |2+ aAy |23 5. ..

a, A, a, Ay l a A,
a, Ao : a, A,
azA,

Z &ehoz jde, porovndme-li soudinitele stejné vysokych mocnin
na obou strandch,
@ e A,=1,
a, Ag~+a, A =0,
a, Ag+a, A +a, A =0,
(3) Jas A +a2 l+al A2+ao 3—"0

ap_le + ap_zAl + co e + aoA,_,_l = 0, '
@ Ao+ apady + ...+ g Ap 1 =—a, A,

Soustava lmearnich p rovanic (3) obsahuJe p neznidmych
a sice, vyjme-li se A,, velifiny

Ao, AL A,y ool Apg ‘

mozn4 tedy kterou koli z nich ur€iti zndmym spéisobem. UZi-
jeme-li determinant& k urcenf nezndmé prvé, obdrifme
' 0 gq o ... 0
0 a a ... 0
0 a, a4 ... 0

0 Gp—2- Gp—3... Gy
T %A Gp—1 Apz... @y -
kde? A, znaéf determinant ve vzorci (1) obsazeny. Citatel tuto
~uvedeny jest viak determinant, majfc{ v prvnim sloupci za prvky
"samé nully, vyjmouc prvek poslednf; hodnota jeho:jest tedy*)

*) Viz Studnitka ,0 determinantech pag. 16. a 21.
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| ay 0 0O ... 0|
» a, a@ O ... 0
—(=1paph) % O = rpan,.
ap_z ap—a DRI ao I
I bude tedy podlé toho, uZijemeli vzorce (2),
A (—‘ l)papAp 1
0= d ao k]
takZe feSenfm podlé A, se ihned obdxii
AP - (_ l)p p+]_ ’ (4)

coZ se aZ na znaménko shoduje se vzorcem (1); rozdil pak stran
znamének se vysvétluje tim, Ze naSi soucinitelové Az nejsou
identiét{ s Brunovymi, coZ by se stalo, kdybychom byli najf
fadé dali tvar
Ag— Az Ayt —. ..
Jak patrno, vystalf se tu prostiedky zcela elementarnfmi.

Pozndmka 1.

Ze ns¥ determinant 4, poskytne 201 Elend, rozvine-li se
v soucet,*) poznd se téZ snadno jednoduchou cestou nésledujici:
RozloZfme-li jej podlé znidmého vzorce Laplace-ova
A=+ 4, . 4, , :
v algebraicky soucet soucinil, z nichZ prvni ¢initel jest determi-
nantem stupné druhého z prvki prvnich dvou fddek sloZenym
a druhym dCinitelem jest determinant dopliikovy,**) obdrifme tu
patrné
a, a, 0 .., lag ay O
@3 Gy Qg .uof Ay d
B R R T A I &

. |ap_1ap_.3a,,_4 .o 'I Ap Ap—3 Ap—4 o6 |

*) Viz Jesek, ibid. pag. 129.
**) Viz Studnitka, ibid. pag. 18
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nazveme-li tedy pocet Clenti determinantu 4, kritce dp, bude
podlé posledntho vzorce, kdeZz subdeterminanty maji stejné slo--
Zenf, jako determinant hlavnf,
0p = 40,2 = 2%, 5. ®)
Rozeznav4-li se tu p sudé a liché, bude tedy, sniZuje-li se
pripona v ptipadé prvém,
02y =22d\2”_2’
Ozn—2= 2%03n—4,
0, =2%,,
z Cehoz plyne, zndsobfme-li na obou strandch,
090 = 22720, ; (6)
v piipadé pak druhém obdrifme podobmou soustavu
dzn-}—l = 2%0351 )
.32:.—1 = 2% 9
Jd, =—=2%,,
z niz se obdrZf zndsobenfm

d‘2n+1 = 22”61 . (7)

PonévadZ pak plati, jak z determinantu ptimo vysvits,
9, =2, ‘ ®)
d9, =1, (©)]

zjedndme si spojenfm vzorce (8) s (6) jakoZ i spojenim vzorce
(9) se (7) spoletny vyraz _ .

0p = 201, 10
zastupujicf vyrok, Ze pocet ¢lend determinantu stupné p-tého (1)
vyjadfuje (p — 1) nf mocnina éfsla 2.

Poznimka 2.

Vzorec (1) se znacné zjednodusf, jest-li
' 1
PO = T aa e
obdrzif determinant, jelikoZ tu pak vSeobecné platf
a,,:O, k>2,

vyznacny tvar
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a; ay 0 0 ...
a a; a, 0
0 a, a, a,

#=o o a, a,

11)

-

jej? nazfvéme determinantem retézcovym. A ten moZnd velmi
snadno vyéfsliti a vyjédiiti fadou, spofddanou podlé klesajicich
mocnin pFi¢kového prvku a, ; budef tu *)

Ay =af —(n— 1), @,a,087* = (n — 2), (2,0,)* a4
takZe miZeme symbolicky i pséti v
=Z (— D* (0 — k) (a000)" o™, (12)

kdeZ soucet konéf, ]est-h p Cislo sudé, hodnotou &k = 1 n,
p n lché, » k= 1(n—1).
Podlé toho jest na pt. i

4, = a; — 3a,a,0; - (0,0,)%
s = a; — daya,0] +3(a,9,)%a,
jakoZ se i pt{mym vyCislenim snadno obdrzf.

Pozndmka 3.

Na tvar determinantu (11) moZnd uvésti determinant p¥f-
buzny, vyjadfujicf soucet n-tych mocnin kofem"x kvadratlcké
_rovnice

a2+ a4+ a, =0 @13)
pomoci koéfficientd a,, a,, a,.

JakoZ zndmo, lze vyjadfiti zvldStnfmi rekurrentnfmi vzorci,
jeZ se obyCejné Newtonovi pripisujf, al jii Girard (1629) né-
které z nich uvédi, soucty m-tych mocnin kofenidi rovnice kte-
1ého koli stupné; z techto vzorch se pak jednoduchym obratem
obdrif vzorec mdependentnl **)

*)'Odﬁvodnén-i l1ze snadno si sestaviti pomoc{ vzorcl, obsaZenjch ve
spise: Studnika ,Algebraické tvaroslovi, pag. 73.
#%) Viz Rehovovsky »Zdkladové vyssf algebry®, pag. 10.
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a a 0 O .. 0

20, a, a, O .. 0

1 8a; a, a, a, e 0
Sa = e 4a, a, a, a, ...0 |, 14)

. NAp On—1Opg Gp—3.++ G
pii CemZ zdkladem jest rovnice m-tého stupné
agx™ 4 a, &+ aya™ - . . .+ Gmor® + G = 0.
Stane-li se tu ve zvla$tnim, vzorcem (13) vytknutém pifpadé
m=2,
promént se determinant vzorce (14) v jednodussf
a a 0 ... 0
20, a, a5 ... O
D.—= 0 Ay ‘al ... 0 , (15)
l 0 0 0 see @y
kteryZ se co do tvaru shoduje s - determinantem (11) a% na
druhy.prvek sloupce prvnfho tplné, takZe moZnd tvar D uvésti
na tvar 4, uvdZime-li, Ze psiti moZnd tu

r 20, = a, - a,
a podlé toho rozloziti determmant D. v souet determinanté
dvou *)
la, a9 0 ... O 0 a O 0
a, a a, ... O a, a, a, 0
0 a a ... 0 + 0 a aqa 0
. N . - )

00 0 ...a| (O 0 0 ...qf

takZe se pak obdri _ .

Dy = dy— @y dn_s. (16)
Uiijeme li tedy vzorce (12) a uéinfme-li, jakoZ byva oby-

dejem, ao =1, obdrifme se zFetelem ku p¥{ponim posledniho

vzorce

dy=a?—(n—1), a,a2*+ (n—2), aa**—(n—3); a a”‘“+

—a, dps=—  a,a" 4 (n—3), ajat— (n— 4)2 d’a"‘"—l—

*) Vlz Studmzka, ibid. pag. 25.
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takZe spojenim obou fad dle vzorce (16) povstane, uvéifme-li,
%e tu v jednotlivich piipadech moZnd koefficienty binomické
slouditi dle vzorce

n—E+ @ —k— Dy = %(n —k— 1), (17)
pro druhy determinant vyraz
Dn'..—_: ar— na,q’}—2 + -% (n—3),a3a"* — % (n—4),a3a7 5. ..
anebo symbolicky '
=Z (g —k—Diadiar®, (1)

pfi cemZ arci vyraz soudinitele binomického pro ¥ =0 nutno
briti za 1. _

Podlé tohoto vzorce mozZné tedy si zjednati soucty kterych
koli mocnin kofend «,, #, rovnice kvadratické

x*+ax+4a, =0,

dle vzorce :
2%+ 2t = (— 1)* D,. 19)

Pozndmka 4.

Ucmfme-h ve zvlaétnim pﬂpadé
—2, a, =1,
obdriime tedy véeobecné

artan =2, 2”‘2+—2—(n—3),2"—4—%~(n—4)2 o S

a ponévadZ tu, jak patrno, plat{
=1 » =1,
a tedy pro. kaZdou hodnotu mocnitele » se obdrf
' ot =2,
plyne Ze vzorce posledniho vzorec zvlaStni

22— .2 (3 —3) 2t — (= 9,2 (20)

Rozlidfme-li tu pi‘ipady, kde n jest sudé a liché, povstanou
z ného vzorce dva, pfi ¢emZ v pfipadé prvnim, kde poslednf
Glen stane sb 2, jiZ moZnd zkrétiti proti 2 na levé strané sto-
: Jici, Jesth n &slo sudo-sudé; obdrii se totiX
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9—92k__ _211“'2%—2 _{_‘?:2’.‘7(2]0_3)1221:—4

2;‘(%—4)22%’°+...+(—-1)*2,
av pi‘fpadé pi’ipomenutém ku konci
0—2dk__ 24k z+ (4k 3), o%- 4____ (4k — 4), 29—,
. —-(4k)2, (1)
kdezto pro lichow hodnotu mocnitele n se obdrif
9 —9t1__ 2k + 1 92k— 1+2k__‘l_"_l 2k — 2), 92k —3

Pl ok g), e (— 1R 12,
z CehoZ plyne, zkrtfme-li na obou stranich dvojkou,
1=2% — ?—’i‘-‘?—l- 22k-2+?1°+}"—1 2k —2), 2% —4

Bl gh— ), ou k1), @)
a provedeme-h podobné zkrécenf ve vzorci pfedchézejicim mezi
(20) a (21) uvedeném,

1= 981 21’“22'= 3-|——(2k——3), o2k~ 5——(2k 4),2%74 .

+ (— 1. (23)
Jak z poslednich téchto dvou vzorcl jde na jevo, moZni
1 sloziti bud ze sudych nebo lichych mocnin éfsla 2, vzatych
v poctu jakém Kkoli.

Poznimka 5.
Jsou-li kofeny rovnice kvadratické

_ x4 a4 a, =0 |
soujemné, coZ nastdvd, vyhovuji-li soucinitelové podmince
a=> 3,
obdrzf, jak zndmo, tvar kanomcky
X, = a (cos g —7 sin 9),

x, = a2 (cos @ |- ¢ sing),
takie tu pak plati

— @t ) =0 =— 2“:1 cos ¢, (24)
o — 2a€ cosn g, : (25)
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‘aneb uiueme-h vzorce ( 18),
2a7 cosng = (—1)*[a? — a,a’l"‘*’ + —;L (n —3), ajart—...];

dosadfme-li sem za a, hodnotu ze vzorce (24) a zkrdtime-li co
moZn4, zjedndme si konecné novy, velezajimavy vzorec *)

cosng = X (— 1)”—]1:- (n —k — 1)1 2 %1 cos"~2* g, (26)
. k=0

kteryZ vyjadfuje cos multipla ¢ pomocf mocnin cos e.
Ze v ném obsazeny jsou pro
=0
vzorce predchdzejicf, jde z plvodu jeho pfimo na jevo. A Ze
naopak vzorec (26) vyjddriti moZna determinantem, téZ snadno
se tu pozndvé; jestit

cosgp 1 0 0 0
1 2coso 1 0 0
10 1 2cosp 1 ... O
CSmE=1o g 1 2c0s9 ... 0 | @0
o 0 0 0 ~ ... 2cosg

Drobné zpravy.
) Napsal
M. Lerch, v Praze.**) .

I. Pojem éisla irracionalniho.

Mathematikové pied Bolzanem nezabyvali se presnymi di-
kazy zdkladnich vét arithmetiky. Zékladnf kdmen pfesné definice -
¢isla irracionalnfho poloZil hluboky ten myslitel v pojedndnf '
vydaném v Praze r, 1817. pod titulem ,Ryze analytlcky dikaz
poucky atd.“, jehoz se dostalo étendfstvu tohoto Casopisu vy-
tetnym piekladem p. prof. Studnitky v roéntku XI. Bolzano

%) Srovnej Studnitka ,0 podtu differencialnfm®, IL. vyd. pag. 126.
: **) Tyto drobné zprévy. majfci za Gdel. sezndmm &tendfe s t. zv. ndukou
o soustavdch bodﬂ odevzdal ndm auktor v kvétru 1884, R
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