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Cary ekvidistantni jako systém konjugovany na plochach:
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O funkci Bolzanové.
Napsal Vojtéch Jarnik.

Utelem tohoto &ldnku jest dokdzati, Ze funkce Bolzanova®)
nemd pro Zddnou hodnotu promnné derivace a pojednati o jejich
derivovanych Cislech.

Funkci Bolzanovu definujeme takto: budiZ ddna dseka y = x'
v intervalu (0, 1); rozd&lme interval (0, 1) na Etyfi intervaly (0, 8 ,),
(/s /s), (*sy 7[5), (°/s, 1) a sestrojme body o soufadnicich (0, 0),.
Cley %/s)y (Yo 2a), Clss *s), (1, 1). Spojme pak vidy dva po sobé&
nasledujici z téchto bodii GseCkou. Tak dostivdme 4 intervaly, je?
nazva ,prvnimi délicimi intervaly“; uvedenych 5 bodfi nazvu ,prv-

#) Viz Dr. M. Jadek, Funkce Bolzanova v 2. &isle tohoto ro. Casopisu..
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nimi d&licimi body“ (po pfip., kde neni tfeba obdvati se nedoroz-
uméni, budu tak nazyvaii i jejich priméty na osu dsecek); lomenou
&aru, spojujici d3lici body a sloZenou ze &tyF asefek, nazvu ,prvni
lomenou Carou* (na obrazku Cerchované vytazena). Nyni nad kaZdou
z t&hto 4 dselek sestrojim lomenou Eiru dle téhoZ predpisu;
t. j. jsou-li (a, A), (b, B) koncové body nekteré z téch isefek,
sestrojim body

(@ ), (o +.Z. (b—a), A-- ;<B~A)).
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Obr. 1.

a spojim vidy 2 po sob& ndsledujfci usetkou; tak dostivdm ,druhow
lomenou Caru®, sloZenou ze 16 usefek (na obrdzku Cdrkovdna),
17 pdruhych dé&licich bodi“ (oviem kaZdy ,prvni dé&lici bod“ je té%
»druhym délicim bodem*) a 16 ,druhych d&licich intervalii“. Tak po-
stupuji ddle; obecné ,n-td lomend tdra“jse skldda z 4" use&ek, z nich#
kazda leZi v jednom z 47  a-tych délicich intervalt“; koncové body
téchto Usefek tvofi 47 4- 1 ,n-tych délicich bodi“. Ma-li pak n&-
jaky délici bod soufadnice x, y, je hodnota Bolzanovy funkce pro
hodnotu prom&nné x rovna y. Tim je funkce Bolzanova definovana
v mnoZing délicich bod&i vSude husté v intervalu (0, 1). Je-li tedy
viibec moZno doplniti jeji definici v intervalu (0, 1) tak, aby
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v tomto uzavieném intervalu byla spojitd, je to mozno jen jedinym
zpilisobem.*)

Tyto pozndmky, védomé& neiplné, uvddim jen proto, abych
objasnil vyznam nazvii, jichZ v dal$im uZivam.

Funkci Bolzanovu znalim v daldim symbolem f(x), symbolem
[x] znatim bod Bolzanovy &ry (t. j. Edry o rovnici y = f (x)) o sou-
fadnicich x, f(x). .

Prededlu je3t¥ dv& pozndmky, jichZ v ndsledujicim budu stile
uzivati.1)

(A) Vlibovolném dé&licim intervalu (a, b) konstruuje
se kiivka Bolzanova z tse&ky o/ /o) tymZ zpisobem,
jako v intervalu (0, 1) z asecky jos /1.

Cira Rolzanova skiada se v intervalu (0, 1) ze dvou shodnych
&asti, jeZ jsou k sob& v ndsledujicim vztahu: jsou-li x, x' dvé& hod-
noty intervalu (0, 1) takové, ze

L R 1
X—x= e if(xX)—f()=,
't. j. spojnice [x/ s [x’] md smé&rnici 1. .
(B) Obdobné: je-li (a, b) libovolny n-ty dé&lici in-
terval a k smérnice n-té lomené Cary v tom intervalu,

potom ku kaZdé hodnot& x v (a, b existuje hodnota x’
rovné&i v (a, b) takova, Ze

RS R
IX'— x|l =, (b—a),

.a %e spojnice |x x' md smérnici k. Tyto 2 body [x/, [x]
nazvu ,body sdruzenymi vzhledem k intervalu (a, b)“.

1

Ptistupme nyni k diikazu, Ze funkce B. nemd v Zidném bod&
uvnitf intervalu (0, 1) konefnou derivaci, ani v bodé x = 0 ko-
nefnou derivaci z prava, ani v bodé x =1 zleva.

K tomu cili provedu ndsledujici dvahu: UvaZujme hodnotu x,
jez neni bodem délicim. Potom bod x lezi uvnitf jednoho z prvnich

*) Dikaz, Ze funkci takto definovanou Ize vskutku tak doplaiti, viz v po-
jednani p. prof. Dra Rychlika ,Uber die Funktion von Bolzano*, Véstnik
kral. Cesk. spol. nauk, kde téZ jinym zpusobem poddn dikaz, Ze f. B. nem3
derivace. V nasledujicim budu pod ,funkci Bolzanovou“ rozuméti funkci spo-
jitou, definovanou timto zpisobem v celém uzavieném intervaiu (0, 1).

1) Spravnost téchto pozndmek a jejich smysl je Ctenafi bezprostiedné
ipatrny pro-body délici, jez -dostavame koneénym poctem elementarnich geo-
metrickych konstrukci (resp. poéetnich operaci). Pro ostatni body vyplyva
snadnym pochodem limitnim. Prosim &tendfe, aby si v dalSim ke kaidému
(pfipadu nakreslil vizdy pfisluSny schematicky obrazek.
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delicich intervalll; tento interval ozna&im J,, a podrobné&ii /," nebo /,"
3 1
nebo /" nebo f,/V dle toho, jeli /, interval (0, 8) nebo (;, 2)
17 7 . ..
ebo [ |, nebo [, 1). Rozd#Ime interval J, op&t na druhé délici
nebo (o) neve (g 1)- Roz val Jiop

intervaly; bod x leZi uvnitf jednoho a jen jednoho z nich, jejZ
oznatim /,; budiZ interval J, = (x,’, x,”); potom inferval /, ozna-

&m f, " " J.'Y dle toho, je-li J, intervalem ((x,’, x,!+

!
z(xl” - xll))w (x1l - Z " — xh), x'+ 2 (x? — X|’)), [X|‘ -+

1 o7 T e ]
5 (P — x.h), x,' = 8 (x,) — xll)), (xll e 8 (x x", x* )

Tak postupuji ddle a dostdvdm nekone¢nou posloupnost intervalii

o) /h jz; j,'.v e ,/m-v'”;
kazdy nasledujici z nich je obsaZen v ka¥dém pFedchdzejicim, délky
jejich konverguji s rostoucim n k 0, a bod x leXi uvnitf vSech
téchto intervaldi.

Posloupnost (/) je Gplné stanovena, je-li din pofad, v jakém
po sob& ndsleduji intervaly J, J“, J, J/V. Zéroven je patrno, Ze
posloupnost (/) stanovi jednoznatné bod x, a naopak, neni-li x
bodem delicim, stanovi bod x jednozna&n& pfisludné (/).?)

Oznatim pro dal3i k, smérnici n-té lomené Eiry v intervalu /q?);
x!, xB levy resp. pravy krajni bod intervalu /,; koneZn& symbolem
Ja znadim téZ délku intervalu /,.

UvaZujme nyni libovolny bod [x/ B. &dry; ten je jednoznalng
statoven prisludnou posloupnosti (/) (to plati i pro body délici)
Mohou pak nastati tyto pfipady:

) Tato dvaha plati i pro body délici s nasledujicimi zménami:

a) od jistého n potinaje lczi x na hranici vSech Ja;

b) bodu x jsou piitazeny zde dvé& postoupnosti (/), jedna, v niz od

jistého n jsou sama f, druba, v n:z od jistcho n jsou sama J/V; pouze bodu
x = 0 prislusi jedina posloupnost

a bodu x = 1 jedind posloupnost
. JAV, LIV, JAV, L JalY L
%) Poznamenavam jednou pro vidy: Je-li Ja+1 bud f'a41, nebo /a1,
je kn41 = Bk"; je-li J'n4-1 nebo JIVp 1, je kn41 = — kn: jeZto‘ko = 1,
jel kn 1> 1 pro libovolné n.
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1. Bud tato posloupnost obsahuje jen konelny potet [’
a I, tedy nekonetn& mnoho /' nebo /"’ (nebo obojich); k bodu {x]
existuje bod sdruZeny [x's] vzhledem k [, takovy, Ze spojnice

[x] [x'n] m& hodnotu k,*); roste-li n do nekoneZna, konverguiji /,
atedy i | x—x's | = ; I.k O, k. roste do nekone¢na (pozn. 3.);

nemfize tedy v bod& x existovati konefnd derivace

2. Nebo tato posloupnost obsahuje nekone&n& mnoho /”
nebo /'Y (nebo obojich); potom ke katdému N lze nalézti n > N
takové, Ze Ini, je I"a+1 nebo [V . Existuji op&t body sdruzené
s [x], a to [x's] vzhledem Kk I, [x".] vzhledem k I, ;) takové, e

2 (x, xln) = kn
A (x, x"n) = knt1.
Ale s rostoucim N roste i n do nekoneZna, x'n, Xn” konverguji
k X, kn 41 = — kn (pozn. 3)). V tomto pfipad® neexistuje tedy
v bodé x derivace kone&nd ani nekonelna.
Body délici (az na bod x —1) miZeme zahrnouti pod pfipad 1.
(viz pozn. 2.); body sdruZené [x's} leZi potom od jistého n viechny
v pravo od [x], tak¥e: v bodech d&licich neexistuje ko-
ne&nd derivace z prava. Ale body délici (aZ na bod x = 0)
Ize zahrnouti té2 pod pfipad 2.; potom x'y, x"s leii od jistého n
viechny v levo od x, takZe: v bodech dé&licich neexistuje
derivace z leva, ani nekonetnd.
Kone&n& poznamendvdm: je-li v posloupnosti (/) nekone&né
mnoho [z nebo /i i nekonetn& mnoho /", nebo JIV, je
lim A (x, X) =4 ~, lim4(x, x) = — o
X =x X' =x
Tim je nade véta tplné dokdzdna.

IL.

Dokazi nyni: v Zddném vnitfnim bod& intervalu (0, 1)
neexistuje derivace ani odliSené& nekonelna K tomu
cili stanovim nejprve doini a horni hranici Bolzanovy funkce v inter-
valu (0, 1).

Funkce Bolzanova nemiiZe nabyvati své dolni hranice v inter-
valu (;, l). neboff(x+ ;):f(x) -+ ; prox —_ ]2 Tato dolni hra-
nice musi byti ddle < 0. Pfedpoklédejme, Ze by nastdvala pro x in-
tervalu (g, ;) Definuji-li bod x pfislusnou posloupnosti (/), bude

%) V dal§im smémici spojnice bodi [x], {x] oznatuji kratce £ (x, x).
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1
jl:8» X,’=3,f(,\’1')=5, h=—1

3
ale k| - Ik,,fh Jn ‘8” 1

tedy ks | -1(5)"_', Jo ! (E)" ;

3 8\8
Ae 70 —FG) | =3 |k take
91 _9 1 5 9 1 501
> — . =" —_—.— .
Tlap) 2 S0 =g g~ g 5" g 8 s(s) ’
a tedy tim spide f (x,, ) > 5_23 . T

8 64 1—% 4
pro libovolné n, a tedy i

fx)= "liglo{(sz,.) >
co odporuje predpokladu f(x) < 0. Musi tedy funkce Bolzanova
nabyvati své dolni hranice v intervalu (0, Q)' ale na tento interval
mohu uZiti téhoZ postupu (viz A) atd; tak¥e dostdvdm: funkce
Bolzanova nabyv4 své dolni hranice pro x = (g)n, kde n je libo-
volné, t. j. funkce Bolzanova ma v intervalu (0, 1) dolni

hranici O, které nabyvd pouze pro x =0.

PouZijeme-li pozndmky (A), miZeme ihned obecnéji Fici: v libo-
volném n-tém délicim intervalu nabyv4 funkce Bolzanova své dolni
nebo horni hranice na levém kraji toho intervalu, a to dle toho,
ma-li n-td lomen4 ¢4ra v tomto intervalu smé&rnici kladnou &i z&-

7
pornou. Na pf. v mtervalu(;3 1) je horni hranice funkce Bolzanovy g
které nabyva pro x = 8
Nyni snadno vySetfim, v kterém bod& nabyvd funkce Bolza-
nova své horni hranice. Musi to byti pfedeviim v intervalu (I,l)
7
{pozn. (B)); nemiZe to vSak byh v int. ( 1), nebof v ném je

, 7) nabyva funkce hodnot v&tSich.

horni hranice —, kde¥to v int. (
g 2

Jest tedy




254

Obdobn& uvaZuji v tomto intervalu (x,’, x,”) atd. a dostavam

obecné )
1 3 3\2 3 !
- i - .
xn_z(‘ t 8-{ (8) i_}"(s) )
1 3 3\t
P =] — 1
*n sl tst ot )
Spoletnd limita t&chto dvou posloupnosti jest x = ;, pfisiugna
1 5 5\ 4
hodnota f (x) jest f(x) = -7 4 )- = —.
ofaf () jest f(x) =, (1 +(g) )= 3

Prihlizejice k (A), miZeme fici:
Funkce Bolzanova md v intervalu (0, 1) absolutni
PR . . 4
minimum 0 pro x =0, absolutni maximum '/, pro x= _.
relativni extrémy jsou definovdny takto: je-li (a, b)
libovolny n-ty d&lici interval a k¥ smérnice n-té lomené
¢ary v ném, sestrojme bod o soufadnicich

x=atio—a y=r@+* o —r@i=
(Y 4
=f@ - kG—a);

tento bod ddva relativni extrém funkce Bolzanovy, ato
maximum nebo minimum dle toho, je-li ¥ kladné i
zdporné. Jinych extrémi neni; mizeme pfedeviim vyloutiti body
délici (nebof v t&ch funkce z leva osciluje, viz odst. ). Kdyby pak
byl bod x, n&aky relativni extrém funkce Bolzanovy, byl by
absolutnim extrémem v jistém intervalu (x, — & x, -+ ¢). Jeito
pak intervaly /. pfislusné posloupnosti (/) jsou od jistého n obsa-
Zeny uvnitf intervalu (x,— &, Xo—~¢€), ma funkce Bolzanova v inter-
valu f,absolutni extrém vbodé X,, jenZ lezi uvnitf intervalu Jn;.

jest tedy x, = x! - 4 (2 — xl), t. j. bod x, je jednim z bodi
mnoziny 2A. 5 .

Tedy body, v nich% nastdvaji relat. extrémy funkce Bolzanovy,
tvofi mnoZinu jednodude spo€etnou, viude hustou v intervalu (0, 1)
a nam tpln& zndmou. )

Tyto vysledky postai k dikazu, Ze funkce Bolzanova nema
derivaci ani odliSené nekonelnou v Zddném vnitfnim bod& inter-
valu (0, 1).

Jak z odst. I. vime, stadi uvaZovati body x, jichZ posloupnost
(J) obsahuje pouze intervaly J, J” od jistého n' potinaje; prvnich.
nékolik intervali, v nichZ to splnéno neni, mohu vynechati (viz (4))..
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Mimo to moZno vylouditi pFipad, Ze (/) obsahuje (od jistého in-
dexu) samd J, nebof potom by x byl bod delici, v némz derivace
neexistuje (odst. 1.). ’

Dokazi predeviim, Ze posloupnost (/) nesmi obsahovati ne-
konetn& mnoho dvojic /;, /;,,. Nebof potom by bylo moZno:
ke kaZdému N nalézti n > N takové, Ze po sob& ndsleduji inter-
valy Jn, ./;;l+1, j:+2_

Existuje predeviim k bodu [x] bod sdruZeny [x,] vzbledem.
k Ja takovy, Ze 2(x Xn) = kn

i
St 314

Déle jest .
2 3 8

fm>ﬂm+;mﬁ+

SO>f)+ Sk (=)

- 1
K intervalu /., pfiléhd z prava n-ty délici interval J/ délky 3 Wis
smérnice n-té lomené Tary v ném je k= — 2kn (nebof /. je bud
Jn nebo /). Tedy minimum v intervalu / nastdvd pro hodnotu

4

4 1 . 19
Gn=xh+ )= xSt e Juledy 0 <o — x < g,

ajests (@) —f () + )k —

=ﬂm+ﬁm~;-ﬁjh=

1
3
11
= f (x}) - 5 S kn.
_ f — fa) _
Tedy 4 (x, a,) = x — < i
kde &islo & > 0 nezévisi na n.

Roste-li nyni N do nekonelna, roste i n i k., do nekonetna,
Xx'n i @n konverguji ku x,
pro jeden z nich pak 2 (x, x'z) = kn,
pro druhy . . . . 2 (x, ay) < — bkn.
Je tedy patrno, Ze v tomto pfipadé neexistuje v bod& x deri-
vace ani nekone¢nd, a nad to jest

FO—F0) _
i—x Tt

.

i T@—LG@
¥ =x x—x

) lim

X =x
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Obdobny vysledek dostaneme, predpokldddme-li, Ze posloup-
nost (f) obsahuje nekone&n& mnoho dvojic /' fn+1 (a oviem téZ
nekonetné mnoho J).¥)

Zbyv4 tedy jedin& vySetfovati posloupnosti (/), v nichZ se od
jistého indexu stfidaji intervaly /, /. Vynechdme-li konelny polet
intervall 2 pofatku, zbyvd vyS3etiiti bod, definovany posloupnosti

D=htoJo s Smgr oy
(ktery je ov3em representantem celé jednodu3e spotetné mnoZiny
bodové, jako v3ude v t&chto dvahdch).

Plati: , \ , L , 1
X =0, x{ =0, X}, ., =Xp, X, = Xy + 2_]2,, +1

ko= 1, kn= (g)n Jo=1, Ja= (z) tedy
Sre=x 4, () )
S A MERHESRE NI
F D= F )+ ) fon e St
= oSG

12 20
il v limite x = 12, f (x) = 20,
=gz l0=,

9
“Obdobn& jest oviem téZ (dle (/i))

x=xi, 4+ 55 Jon,
FE =1 + o fanJn
Existuje nyni pfedevsim bod [x'za], sdruZeny s [x] vzhiedem
k ljg,,, takZe jest 2 (o xm) = ko
oznatme si dile xz, bod xi, + ; jZ.H;
Patl () = 7 (g + 5 banJm

*) Stati uvazovati trojici intervall I lnsr, Jns2
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Potom 2@ %) =" ";% « kan = — bkan,
5
%kde b > 0 je nezdvislé na n. Tedy ani zde neexistuje nekonetna
derivace, a mimo to plati zde op&t vztahy (1).
Tim je véta, vyslovend na polifku tohoto odstavce, tplng
.dokdzdna. :
I

Derivace neexistuje, jak jsme vidéli, ani konefnd ani neko-
nefnd v Zddném vnitfnim bodé& intervalu (0, 1). Neexistuje v3ak
v nékterych bodech aspoii derivace z prava nebo z leva?

UvaZujme k tomu cili body, v nichZ nastidvd extrém, pfi emZ
oviem stali omeziti se na bod

x= g Jestf) = 7,

.a obdobn& oviem

x=xt 4 f O =76 1+ Dk Je
(die (4)) 5 3

. 1 1
Plati: X =x,+ 5./" X =X — 8 Ju.

Je-li x' v intervalu (xf, x! ), jest
. 1 .
FO)ZS ) = ha S (viz (B);
je-li x v intervalu (x2,, x2), je
M 1 9
F&) =feR)+ g Jnkr =1 (5) + g Jnka
Je tedy, jeito 0 <x—x' << fo, 0 <X'— x < Ja,

JQO—=F 1, fR—=F&_ 49,
T >k T <3 ) kn = — vk,
pii CemZ b > 0 nezdvisi na n. Ale kazdé x' < x lezi v jistém inter-
valu (x}, x,,,); konverguje-li x’ ku x, roste na tedy i k, = (-‘?)n
do nekoneZna. 3

Jest tedy lim JO—=F ) _ ~
X=x—0 X =X ‘ '

a obdobng g JO—=S")
X =x-+0 x = .

*) Viz odst. II.

Casopis pro péstovani matematiky a fysiky. Rotnik LI.
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Tedy v bod& x =—g existuje derivace z leva, rovnd |- ~, ader-

vace z prava, rovna ~. Utijeme-li pozndmky (A), dostivame
ihned: Funkce Bolzanova md derivaci z leva 4- ~
azprava — ~ v bodech, kde ma relativni maximum;
v minimech je derivace z leva — ~, z prava - ~.

Je moZno, aby derivace z leva i z prava existovaly ob& sou--
Casné jedtd v jinych bodech? MiZeme pfedem vyloutiti body
d&lici (derivace z leva neexistuje). Dale nesmi pFisiu§nd posloup-—
nost obsahovati nekone&n® mnoho /", jak snadno dokdzeme.

Je-li totiz J, ,, a ka >0, je

)+ ) ki gk Jn £ )+ 2kt
1

24) kn (0 <x—x!<J,)

Je tedy 4 (x, x}) > (%—

UvaZuji-li za druhé bod
X, = xi +

3
I,

o fe) =T+ Sk 0<x—x,<Ju

atedy 2 (x,x;) <— (iﬁ_é)

Obdobné nerovniny — pouze se zménou znameni << — plati
i pro k, < 0. Z toho snadno plyne, Ze derivace z leva zde neexistuje.

Obdobn& se dokdze, Ze derivace z leva neexistuje, obsahuje-It
(/) nekoneZn& mnoho J'V,

Zbyva tudiZ pouze uvaZovati posloupnosti (J), jeZ obsahuvji
pouze J' a /', ne viak sama /. Potom vSak plati vztah (1)

i @I _ g Q=0
x = x x — X X = x x —x
kdyby existovala derivace z leva i z prava, musila by byti jedna
4 oo, druhd — oo, t.j. v tomto bodé by nastdval extrém. Tedy:
Obé& derivace, z leva iz prava, existuji soutasné& jen
v bodech jednodu3e spodetné mnoZiny () (odst. Il},
a jest tam vidy jedna z nich rovna -}- oo, druhd — oo.

V.

Dosud dostali jsme derivace z prava i z leva nekonetné. Je
moZno, aby v nékterém bodé& existovala derivace z prava nebo-
2 leva konetnd?
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VyZetfujme nejprve derivaci z leva. Pfislusné (/), jak vime
z odst. [Il,, smi obsahovati od jistého indexu pouze /' a /™ (ne viak
samé /). Je-li /', a [x"] bod sdruZeny s [x] vzhledem k J,, je

2 (x, X'n) = kn;
ale x'y << x, k, roste do nekone&na soulasné s n, tedy kone&nd
derivace z leva nemiiZe existovat.

VySetfujme ddle derivaci z prava. Obsahuje-li (/) nekone&n&
mnoho f, je op&t 2 (x, X's) = kn pro nekone&n& mnoho n, pfi
gem? xy > x (nebof, je-li /'ny1, a [X'4] sdruZ.. bod § [x] vzhledem
k Ju je zde X' > x).

]

Obr. 2.

Zbyvaji tedy posloupnosti (/), jeZ obsahuji (od jistého indexu)
pouze J*, J*, JIV, ne viak sama /¥ (potom by to totiz byl bod
délici, v némZ konend derivace z prava neexistuje, viz odst. I).

BudiZ nyni n takové, Ze jest /,,, nebo j7 , Potom bod [x]
lezi v obdélniku, jehoZ strany maji rovnice

7
X=X g o X =k o r :
[ 11 4
Y=y + (;_ 3.8)/(”/", Y=y, + 3 kn Ju.
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Budiz nyni (x', ) libovolny bod tohoto obdélniku, a spojme ho
s body Bolzanovy &iry [a,], [@], [] o soufadnicich a;, 8 kdez

1 1
a, =xh, f=yh; aﬂ:xﬁ_rﬁjn,ﬂs=yﬁ+]—é kn Jn
] 1
az=x‘,,7’—64./n. ﬁ==yﬁ—64 kn Jn.

Oznatme x'= x\ 4 & Ja ¥ =y, + 0 kn tn;
potom smérnice t&h spojnic budou

Y=b_(=Dkfs V=8 _(1—1=75) knJu
X' —a E—D/’ X—a E—147) /"

V=B (=14 40) kaJn
X —ay E—1+)

Probihd-li bod (x, ') dany obdélnik, je obor pro &, #:

3 7 1 1 4

=& — =< 7 X< ., tj nezdvisly na n

8~§_8'2 24_"17"\3 } y
Tyto smérnice jsou spojité funkce £ n v daném oboru. Sestrojme
si v kazdém bod& (x', ') rozdil mezi nejv&t3i a nejmen3i z téchto
3 smérnic; ten bude tvaru f (§, 7) « | k» , kde f (§, n) je spojitd
funkce £, 7, nezdvisld na n. Jeito pak pro Zidnou dvojici hodnot
&, n nejsou vechny 3 smérnice stejné, je f (§, 7) > 0 v daném obory,
a tedy i jeho minimum v daném oboru je jisté &islo A > 0, ne-
zdvislé oviem na n. Nasledkem toho muZeme fici: madme-li libo-
volny interval posloupnosti (/), /a takovy, Ze je ji ., nebo jo. -
existuji v intervalu J,na pravo od x dva body x, x; takové,

ze 2, x)—2(x,x) > Ak .

Takovych hodnot n jest patrn& nekonetn& mnoho; nechme n
riisti do nekonefna témito hodnotami. Jeito pak s rostoucim n
konverguji X,, x, ku x, a je stile | kx| > 1, nemlZe existovati
kone&nd limita

lim A (x, x).
x'=x4+0

Tim je proveden ditkaz: V Zddném bodé nemd Bolzanova
Jfunkce koneCnou derivaci z prava ani z leva.
V.

Obrétim se nyni k &islim derivovanym. Ctendf snadno odvodi
— postupem analogickym odstavci 11l — nasledujici vé&tu:

V bodech délicich existuje derivace z prava (odli-
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Zen& nekonelnd); derivovana &isla z leva jsou kone&na,
riznd a co do absolutni hodnoty stejnd*)

Dokaime: Existuji body, v nichZ vechna Ctyfi Cisla derivo-
vand jsou koneénd.

UvaZujme bod definovany posloupnosti /;, /- -+ Jp -

Zde j 1\" 3
€ Je kn:(— ])",jnz(s)u x:.+| :x£'+8j",

5
f ) =6+ (—=nm. g/"'
z %eho% snadno plyne x = 3 f(x) :%; obdobn#

x=x| 4 3 Jn F ) = f )+ (=D)" gj,, [viz (4)]

s f :
Je—h X3 < X' 2 Xonap 1€

FOL) < FE) — Fod) + g Jon

3 3
(7 — g)/zn Zx—x7 Jm.

/() = F(x)1 < afe

| x — x| > bjfen, kde a, b jsou 2 Cisla kladnd, nezdvisld na n;
obdobné nerovniny plati, je-li

Tedy

xén +1 < xl '/= xéruz.
Ale kaZdy bod x' v levo od x leZi v jednom z intervalt (xn, x! hY
tedy pro vZechna x'<C x plati ’
| £ =7 (x)

|Tx=x <A

kde A > 0 nezdvisi na x’. Obdobny vysledek plati pro body x” > x.

Tedy vskutku v3echna tisla derivovand v bodé x = _ jsou ko-

7
neénd (a oviem, dle odst. IV, jsou potom derivovan4, &isla z prava
od sebe riizn4, a té% z leva).

*#) Uzivim oznateni Diniova:

= f—f(x) . i (x) — f(x
A@= m MBI = Gim K=&
X=x-0 XX x~x—0 X—x
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Naproti tomu dokaZi vétu:

Existuje jistd mnoZina bodovd mocnosti kontinua,
v niZ jest
AW=Foo, 1@ ==~ A@W=4~, TH=—~.
UvaZujme k tomu cili posloupnosti (/), jez obsahuji pouze inter-
valy /, a trojice po sob& jdoucich intervala (/, /., Ji%,), a to
oboji v nekonetném mnoZstvi. KaZdd takovd posloupnost (/) de-
finuje jisty bod x, a mnoZina téchto posloupnosti (F) definuje jistou
mnoZinu bodovou (E); body mnoZiny (E) nejsou body d&lici, a ni-
sledkem toho je pfifazeni bodit x a posloupnosti (J) vzdjemn&
jednoznatné; maji tedy mnoZiny (E) a (F) touZ mocnost. Ale po-
sloupnost (/) mnoZiny (F) je déna, je-li ddn pofad, v jakém nd-
sleduji po sob& intervaly J/” a trojice intervalfi. Lze tedy psati

(N = A, Ay, Ay, Ay e ey,

kdeZ An znadl bud interval /* nebo vytEenou trojici. Pfifadme &lenu
A, tislo @y =0, je-li Ap=J", a an=1, je-li A, trojice; potom
mnoZina (F) je vzdjemn€ jednoznalné pfifazena mnoZin& (¢) Cisel
@, @ L %
a::2l—1-22—;7...'|—2"<1—...,

kde «, je rovno libovolné O nebo 1, pouze s tou podminkou, Ze
neni od jistého n stile @, =0 ani stdle a, = 1. Jest tedy a libo-
volné &islo intervalu (0, 1), vyjma &isla tvaru g; (p, n celé). Tedy
mnoZina (¢) md skuten& mocnost kontinua a tedy i mnoZina (E).

Zbyva dokdzati, Ze libovolny bod mnoZiny (E) m4d vlastnost
vyicenou. Af je N jakkoliv velké, existuje n > N takové, Ze je

Jest tedy Jacv Juew Juez BV,

5 5 2
kn+l=§kn, ko2 = — 3 kn, kyy3= — (g\'k'“

Existuji pak body [x,], [x.], [x,], [x!V], sdruZené s [x] vzhledem
k intervalim Ju, Ja41, Ju+2 Jn+3, takZe plati
. R . 5
A6 X)) =k 4 (x x) = Dk 2 (%, X)) = — >
h(x xlY) = — («5—)219,_
3
Je patrno, Ze x, <x, x, > x, X; > X xIV<x

Jeito pak s rostoucim N roste i ni | k.| do nekoneéna,
X,,x, konverguji k x z prava, x;, x;" z leva, je v&ta vyiten4 patrna.
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Poznamendvam je3t¥, Ze lze vyttenou mno¥inu (E) podstatn&
rozsifiti, jakoZ i Ze lze stanoviti dalSi podrobnosti o derivovanych
Cislech funkce Bolzanovy. Ostatng &tendf snadno vyCte leckteré
doplitky vé&t uvedenych pfimo z dikazit zde podanych.

. VI
Ke konci poznamendvdm je§té toto:
BudiZ bod x definovan posloupnosti (/); potom
Xy=x “8" Ju, kde @y =0, 3, 4, 7; dale fup = ’;"/,,,

kde pfedchozim hodnotdm a, odpovidaji hodnoty &, resp. 3, 1, 3, 1.

Dale kn 1= 'y ky, kde ¢n méd hodnoty resp. :, —1, :,— 1; ko-

netn€ ., =y %% kn Jn, kde d, ma hodnoty resp. 0, 5, 4, 9.
Z téchto rekurentnich vzorci snadno vyplyvd: KaZdy bod inter-
valu (0, 1) lze psdti ve tvaru
Q, b, a, by b, a, b by by ay
x == ~ R
8 - 8: —‘ 83 + 8+ +
potom je (zavedu -li jeSt& by « ¢'n == cn)
f) = u_{ ¢ d 1__1 fnﬁd"_i_cuclsfeds_;_“”
kde Cisla ay, ba, cn, d,, souviseji dle této tabulky:

a o | 3 | 4 | 7
b 3 o3 |
Ca 5 -1 5 —1
d E 4 9

Vextrémech je od jistého n stile a, = 4, takZfe v3echny &leny od
jistého pocinaje tvofi fadu geometrickou; dostdvdm

a“+b u, +.. +bub b»...bnfzant|+'4b,blb,.‘..b_,.___l

8 5 8n
fxg = 0+Cnd|+ _l_c‘.c‘c.,.sc,. gd,,_._l_gc‘,clc;’;.c,,;.

Tim jsou analyhcky dény v3echny extrémy mimo x = 0, yolim-li
2a n, Gy, Qy,--- Gn_y postupnd viechny pfipustné hodnoty
(n=1,23,...,a=03 4, 7).
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Maximum nebo minimum nastdvd patrn& dle toho, je-li ¢, ¢, ¢, ,
kladné & zdporné, &lli — co¥ je totét — je-li a, + a, 4,
(nebo d, 4 d, +.... 4 dp—y) sudé & liché.

Zavedu-li parametr
% | @ On—1y
¢ 4—}-42—{—....—{— 4 ... ]
a kladu-li @, =0, 3, 4,7 dle toho, je-li @ = 0,1, 2, 3, dostavam

parametrické vyjidieni funkce Bolzanovy, jeX podali pp. prof. Petr
a prof. Rychlik.

vo.Cpon
DI 15 3

O mnoZinach s netransitivnim uspofédénim
¢lena.
Napsal Karel Dusl.

Mnozina jest jak zndmo ,uspofddand®, je-li zndm sefadovaci
zékon clent, takZe o kterychkoli dvou &lenech vime, ktery pfedchazi
a ktery nasleduje, coZz piSeme a << b,*) pii €emZ symbol < zna-
mend asymetricky, transitivni vztah piifadovaci.**) Vztah a << b vy-
luCuje tedy soulasnou platnost &< a a pro kazdé tfi prvky
a<<b<<c jest a<<c soutasnd. Takovym pfifadovacim vztahem
jest na pf. srovndni ¢tleni dle velikosti (2),*dle pofadi, nebo die
nékteré jiné zdvislosti () predepsané jednoth& pro vSechny &leny
mnoZiny.

Mizeme ale stanoviti pfifadovaci vztah a R b, ktery je sice
asymetricky. ale nefransitivni (t. j. ne vidy transitivni), anebo
intransitivnl (@ R b, b R ¢ vylutuje a R c). Asymetrickym netran-
sitivnim vztahem jest na pf. pfisluSnost re) ku urdité tridg, pro
kterou plati jisty zdvér ¢ (x).

RozloZime-li tedy mnoZinu na vice mnoZin, miiZeme elementy
kazdé z mnoZin sefaditi dle asymetrického a transitivniho pravidia
Ry elementy dvou riznych mnozin na pf. m-té a n-té pak srov-
navati dle pravidia Rm, » rovngZ asymetrického .a transitivniho.
Pak sefadovaci zdkon stanoveny takto pro veskeré elementy pii-
vodni mnoZiny bude sice asymetricky, ale nebude obecné transi-
tivni. Ponechdme-li i zde symbol <, jakoito vyraz prdv& defi-
nované obecné ,prednosti“ elementd, nebude obecn& pfi kazdych
tfech prvcich dané mnoZiny a, b, ¢, pro n&% plati a<<b , b <cg,
spinéna relace a <<c.

*) Symbol pfednosti ma byt sloien ze dvou oblouckd na rozdil od zna-
meni nerovnosti. Pro nedostatek pfislusného symbolu tisténo viak rovmé <
Ctenadfi nebude v3ak snad obtizno si uvédomiti, kde symbol < znamen&
obecnou piednost a kde nerovnost.

*+) L, Couturat. ,Philosophische Principen der Mathematik“, Str. 33. B.
Russel ,Principles of Mathematics“ Chapter XXVI. p. 218,
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