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Francouzské vytahy ¢lanka ro¢niku LL
Extraits des articles du tome L1

L’intégrale de Cauchy et le probleme de Dirichlet dans
le plan.
Par M. Kissler,

Soit S un domaine d’un seul tenant limité par des arcs analy-
tiques. Supposons que les coordonnées x et y d’'un poeint arbitraire
de la courbe C qui limite ce domaine soient des fonctions analy-
tiques d’un parametre :

X 4+diy = t(1);
la foction #(r) est supposée holomorphe dans le voisinage de
toute valeur complexe 7 = ¢'%.

Une fonction F(s), holomorphe dans S, peut étre déterminée
a laide d’une intégrale déduite de lintégrale de Cauchy

I ¢ Hdt
\

FO = oni V7=
.

t—s’
les valeurs de la fonction H(#) sur C étant, bien entendu, réelles.
La fonction H(#(¢)) = 2h(r) est déterminée par I'équation intégrale
de Fredholm (laquelle on peut déduire aussi de lintégrale de
Cauchy) 2

. 1 } t'(er) e'r

. Py g iy -
u(y) hie™)+ n.\dr/h(e )Rl‘ ey = (@) ],
0

u (¥) désignant une fonction continue, qui réprésente les valeurs

de la partie réelle de F(s) sur la courbe C.

Etant donée la fonction u (v), on détermine /1{e’¥) et on cal-
cule finalement la fonction
1
PO =L

0

h(efr)er t'(e”)dy
tHev)—s. )

Sur la réduction d’un faisceau de formes bilinéaires et

d’un systeme de relations entre les périodes de fonctions

Abéliennes singulieres non dégénérées a trois variables.
Par V. Hruska.

Il s'agit de démontrer, dans le cas ou toutes les fonctions

abéliennes singuli¢res, dont les périodes satisfont au systéme de
relations (57), ne dégénérent pas, qu’on peut déterminer une trans-
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formation linéaire des périodes non singuliere telle que les péri-
odes transformées satisfassent au systéme de relations (62). Ea
particulier, dans ce systeme de relations manquent les termes
quadratiques et les termes absolus.

Je démontre, d’abord, dans la premiére partie, un lemme sur
les systemes de formes cubiques n-aires a coefficients entiers et
rationnels, Soit donné un systeme (S) de telles formes au nombre
m >4 et soit D lep. g c d de leurs coéfficients. Si les con-
gruences (K') ne sont pas toutes satisfaites et si l'on peut

choisir deux des 17 variables x,, X, . .. .. Xa, par ex. x,, x,, de facon
qu’il y ait parmi les m formes cubiques binaires f. (x;, x,, 0. ..., 0),
(e=1, 2,..., m) eu moins 4 telles que le déterminant de ses

coéfficients ne soit pas nul, on peut choisir, pour les variables
X1y Xu, - . « 4 Xp des nombres entiers et rationnels, de maniére que
les m nombres fio (x), Xay - -+, Xa), (¢=1,2, ..., m) aient D pour
leur p. g. ¢. d.

Dans la deuxi¢me partie je discute la transformation du
faisceau de formes bilinéaires A—AE par des transformations qui
ne chaugent pas la forme E. La forme gauche A est supposée
a coéfficients entiers et rationnels. On peut introduire, au
lieu de Z—w+Z, un nouveau paramétre 4, de fagon que, en
désignant par e,. e, €, e, ¢, ¢, (¢, 7 e “Zc;) les diviseurs élé-
mentaires de la forme A" - A — wE, les divisieurs élémentaires
de la matrice (A7) (formule (16)) soient 1, ¢, ¢, &.') © est
un nombre entier et rationnel. Ensuite, on peut trouver une
transformation cogrédiente, & la matrice C, ne changeant pas
la forme E, de fagon que, cette transformation accomplie, le -
p. g c. d. des déterminants du tableau M, (art. 8) soit préci-
sément e,%¢,. La marche du raisonnement est la suivante: les
déterminants du tableau (29) (o0t K, et a; sont donnés par
les formules (27) et (28)) ont le méme p. g. ¢. d. que ceux du
tableau M,. Mais les déterminants du tableau (29) sont des formes
cubiques sextaires aux variables ¢;; (/— 1,2,...,6) et on peut
parvenir, par une suite de transformations préalables de la forme
A, ne changeant pas la forme E, & ce que ces formes cubiques
satisfassent aux conditions du lemme (art. 7). On en conclut que
Pon peut choisir ¢;; (i=1,2,..., 6) defacon que le p. g. c. d.
des déterminants de M, soit exactement e,? e,.

En supposant que le polynome P (2)=K+ LA+ Mir+ 23 (for-
mule (10) et art. 9.) nait pas de racine rationnelle, on peut
trouver une substitution S (art. 9, fin) dans laquelle tous les élé-
ments de la premiere colonne sont divisibles par e, e, ceux de

1) Pour la notation, voir mes travaux: ,Sur les relations entre les pé-
riodes. . .“ (1918) et ,Sur les racines rationelles du polynome ...“ (1920),
publiés au ,Builetin international de I'Académie des sciences de Bohéme.*
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la deuxiéme par e, ceux de la quatritme par e, e, ceux de la
cinquieme par e,, et telle que les coéfficients des formes trans-
formées E et A soient donnés par (41), (41", (43) et (50)?). Alors
la transformation 7, dont les éléments sont (51), transforme E en
ia forme indiquée au tableau (53) et A en celle indiquée au
tableau (52). Si Von désigne par T, la transformation au tableau
(54), ou trouve que la transformation C— 77, (56) ne change pas
la forme E et transforme la forme A en la forme A du tableau (55).
Comme la transformation des relations singuliéres (57) par des
transformations non singuliéres et linéaires de périodes est com-
pletement analogue a celle du faisceau des formes bilinéaires
A — ZE par-des transformations cogrédientes ne changeant pas E,
on peut aisément prouver le théoreme énoncé au commencement.

Réduction du probleme des axes du coéne & un probléme
quadratique.
Par J. Zd'irek.

On résout ce probléeme en déterminant les points d’intersection
et les tangentes communes de deux coniques, ce qui se réduit, en
certains cas, a une construction quadratique.

Le cOne soit déterminé par sa conique de base H dans le
plan ¢, par la projection orthogonale v, de son sommet sur ¢
et par sa hauteur h. Les axes du cOne coupent ¢ aux points x,
¥, z; ces points sont situés sur I'nyperbole d’Apollonius K apparte-
nant au point v, par rapport & H. Le triangle xyz est autopclaire
a) par rapport & H, b) par rapport au cercle imaginaire R au
centre v, et de rayon 1 Y —1. Si donc on construit les deux con-
niques /I et P réciproques a I’hyperbole K par rapport a H et a
R, xyz est le triangle formé par les tangentes communes des
coniques 11, P, qui sont, toutes les deux, des paraboles

Si Pon fait varier la hauteur # du cone, I/ ne change point;
la seconde parabole P varie de maniére que toutes les P aient
la méme directrice et que leurs foyers parcourent une droite.
Parmi ces paraboles on trouvera celle P’ dont les tangentes, men-
tionées toute & I'heure, peuvent é&tre obtenues par une censtruction
quadratique. Les sommets de tous les cones de révolution passant
par I sont situés sur une parabole 71 et le lieu des sommets
analogues pour toutes les paraboles P est un cOne symétrique par
rapport & ¢. Par chacun des deux points d’intersection de ce cone
avec 'T est déterminée une parabole P’ de sorte qu'on-obtient

%) La méthode a suivre pour trouver cette transformation est due

a 0. Nicoletti: ,Sulla riduzione a forma canonica...“ Annali di matematica
ser. ML, t. XIV. (1908), p. 265—325.
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deux cones de révolution au méme sommet et dont les bases

sont /I, P'; les traces des plans tangents communs de ces deux

cones forment le triangle cherché xyz. Inversement, si 'on con-

_ nait la parabole P’, on peut déterminer la hauteur du cone pour

lequel le probleme des axes est quadratique. Si donc H est la

base du cdne, il existe une surface telle que les

axes d'un cone dont le sommet est un point de ~
cette surface s'obtiennent par une construction

quadratique,

Sur le bicorne.
Par V. Masek.

Considérons un conoide du 5¢ ordre, lieu des sommets des
~* hyperboloides paraboliques passant par deux droites perpen-
diculaires @, b qui ne sont pas situées dans le méme plan. Le
plan de symétrie de la plus courte distance des deux droites a,
& coupe le conoide en deux droites perpendiculaires g, ¢’ Les
faisceaux de plans aux axes g, g’ coupent le conoide en des
courbes dont les projections sur un plan perpendiculaire 4 I'axe
¢ des droites a, b sont des bicornes.

On déduit de la construction des sections de la surface avec
les plans counsidérés plusieurs constructions de points et de tan-
gentes du bicorne. Je me bornerai a mentionner la suivante: Choi-
sissons une cissoide de Dioclés (v. fig. 2) dont I'asymptote est
Ry, et B, le point de rebroussement. Soit A, le pied de la per-
pendiculaire abaissée de B, sur &',,, et désignons par 4, le centre
du segment B, A,. Construisons une circonférence [ passant par
les points A,, A,, telle que Pangle au centre qui intercepte la
corde A, A, soit droit. La droite joignant un point P, de la cis-
soide de Dioclés au point A, coupe la circonférence / en un point
N. La droite p, menée par le point P; et paraliéle a asymptote
I'y,, coupe la droite A, N en un point X, du bicorne. Enfin, la
propriété suivante du bicorne est démontrée: Les droites joignant
les points d'intersection X,, ¥, (v. fig. 2) du bicorne avec une.
droite parallele a Vaxe de symétrie x du bicorne, et passant par
le point 0, (point d’intersection de ’axe x avec le bicorne) font
avec les tangentes de rebroussement de la courbe des angles
égaux.

Sur les spectres acoustiques.
Par B. Hostinsky.

Un corps élaétique déterminé (par exemple, une corde ou une
plaque élastique) admet une série de sons propres dont les fré-
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quences seront désignées par m,, n, , .. . L’ensemble de ces nombres
constitue le spectre acoustique du corps. Posons

/"A‘ -2
On sait que, dans le cas d’'une membrane, les nombres 4,,4,,...
représentent les valeurs minima que prend une certaine intégrale
double (I). A chaque valeur 2 correspond une fonction fonda-
mentale ¢, (x, y) qui donne P'amplitude du son correspondant.

La méthode classique de recherche des valeurs Z; et des
fonctions ¢y peut étre modifiée d’'une telle maniére que Z; se pré-
sente comme valeur minimum dans un probléme résoluble au
moins théoriquement,sans qu’on connaisse les fonctionsy 4, ,..., @x,.
En désignant par p Vaire de la membrane et par n le nombre

R . . . .on i
des 4; qui sont plus petites ou égales a 4, on a lim =

n‘-c\:pln 4n
quelle que soit d’ailleurs la forme du contour de la membrane
(H. A. Lorentz).

Différentes lois asymptotiques de cette esptce ont été étudides
par MM. Weyl et Courant; elles ont un rapport avec la théorie
des chaleurs spécifiques. Cette théorie, due & M. Debye, est parti-
culierement intéressante par ce qu’elle démontre l'utilité des mé-
thodes classiques, fondées sur les équations aux dérivées partiel-
les, c’est a dire, sur Vhypothdse de la continuité de la matitre,
méme dans des cas ol lon tient compte de la structure discon-
tinue de la matiére.

.Application des tubes a vide a trois électrodes aux expé~
riences avec l'arc parlant et avec le condensateur parlant.
Par A. Zdcek.

Quand on voulait présenter des expériences avec I’arc parlant
ou avec le condensateur parlant & un auditoire plus grand, c’est
a dire, quand il fallait obtenir des effets plus frappants, on em-
ployait jusqu'a présent des microphones spéciaux a courant
fort, et méme plusieurs microphones de cette sorte joints en pa-
rallele. L’auteur fait voir qu'on peut atteindre une réproduction,
du mot parlé aussi bien que: du chant, tres intense, claire et nette,
par un seul microphone a courant faible, si I'on renforce le courant
du microphone par un tube a vide A trois électrodes. L’auteur
donne le plan des arrangements les plus favorables pour ce but.

La fonction de Bolzano.
Par M. Jasek. ’
Bernard Bolzano, depuis que H. Hankel et H. A."Schwarz
on constaté sa priorité sur Cauchy et Weierstrass dans quelques
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questions, est considéré comme le premier fondateur de I'Analyse
mathématique moderne. Trois ou quatre menus traités, tous écrits
pendant la premitre période de son activité scientifique, lui ont
valu cet estime; un seul ne se rattache pas a cetie période:
wParadoxien des Unendlichen“ (Les paradoxes de I'infini), esquisses
publiées par ses éleves sans présenter 'exactitude désirable.

Le sort n’a pas permis a Bolzano de publier ses principaux
ouvrages mathématiques qui sont restés inédits. Mais ceux-ci com-
prennent des découvertes par lesquelles le savant a devancé son
époque de plus d’'un demi-siecle. La meilleure preuve en est fournie
par le manuscrit ,Functionenlehre“ (Théorie des fonctions) sur
lequel l'auteur de cet article est en train de publier un rapport
historique plus large. Larticle actuel qui est basé sur son
mémoire publié dans le ,Véstnik krdl. C. spol. nauk* (Mémoires
de la Société royale des sciences de Bohéme & Prague) 1920 21 sous
le titre ,Aus dem handschriftlichen Nachlass B. B.“, ne traite que
d’une partie de ce manuscrit qui a pour objet la dérivabilité des
fonctions continues et qui donne — plus de trente ans avant
Weierstrass - exemple d’une fonction continue qui n’a de dérivée
pour aucune valeur d’un intervalle. (Voir V'article en question section
4 et les suivantes.) '

Nouvelle méthode pour décomposer les polyndmes

réduclibles a une variable.
Par Z. Chlddek.

En simplifiant les deux méthodes qu’on emploie actuellement
pour décomposer les polynOmes réductibles, soit la méthode de
Kronecker-Runge et celle de Mandel, et en les combinant, on
parvient & une méthode nouvelle, par laquelle on atteint le méme
but plus rapidement.

Soit F(X)=co+6 X+¢y X2+ ..+ X", €2 >0,
le polyndme donné & coéfficients entiers, dont on se propose
d’étudier la réductibilité. Puisque F(x)=c, (mod x), ce qui doit
avoir lieu aussi pour tout diviseur du polyndme, il y a toujours,
pour un entier r, au moins une décomposition

F@=q(r).y(), odg (=7, ¢(N=7r.(mod 1), co=7%, 72
autrement la décomposition du polyndme ne serait pas possible.
Les deux décompositions F(r)=1.F(r), co=1.c, sont toujours
possibles et se correspondent mutuellement. On peut exclure la
premiére en choisissant r>> ¢, ¢ désignant la limite supérieure
des racines de quation F(r)=0 . Si, alors, le nombre entier F (r),
pour r > ¢, ne posséde pas de diviseurs essentiels congruents
mod r aux diviseurs du terme absolu ¢, (y compris lunité et ¢,),
F(r) est, de rigueur, irréductible.
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La décomposition du terme absolu ne sera pas encore, en
général, déterminée d’'une maniére unique. C'est pourqui on choi-
sira un second module s> r. Des décompositions qu’on obtient
alors pour le terme absolu, au moins une doit coincider avec une
décomposition pour le module 7. pourvu que F(x) soit réductible.
Si le nombre de décompositions coincidantes est plus grand, re-
marquons que F(x) et tous les diviseurs sont des fonctions posi-
tives et croissantes dans (o, ~); si donc les décompositions
e (). @) et ¢(s). p(s). ot ¢ () =5, ()=, (mod s) doi-
vent se correspondre, il faut que soit ¢ (s)> ¢ (), ¢(s) > (r)

On continue d’appliquer cette méthode jusqu’'a ce quon ait
obtenu une décomposition univoque c¢,=a,.b,, On a, alors,

_7(s)—a, n(s) b, _

¢ d, b+ b,0,,0,= s TS+ 3ay, ab, = . =

=g $+3,,. Pour ¢, g, on a Péquation diophantique:

6= (@036, b 50 )

a, 3, + b, «, s

Les nombres «,, 3, sons petits, et plus le module s est grand,
plus il sont petits; prenons les racines les plus petites en valeur
absolue et calculons a,, b,. Déterminons encore les restes 3.
3w 2; POUr @, B, on obtiendra I’équation
€y ~— @y by — (@, 30,0 .bo 3are)

s .
On continuera ainsi; si I'on ne parvient pas de cette maniére

a des polynomes qui multipliés donnent le produit F(x), ce po-
lyndme est, a coup sfr, irréductible.

a, 3+ by 0o =

Sur la guanfificalion des mouvements condifion~
nellement périodiques, et application au modele de 'atome
de Rutherford-Bohr.

Par V. Trkal.

Donnons d’abord quelques explications au sujet des notations
et des dénominations qui sont employées dans ce mémoire.

Supposons qu’un systéme mécanique comporte s degrés de
liberté.- La fonction de Lagrange (le potentiel cinétique) L du
systéme est supposée ne dépendre que des coordonnées générales

@iy Gor...,gs et des vitesses générales ¢, ¢., .., ¢s (de La-

grange); nous supposons donc que le temps ¢ ne peut pas y fi-
gurer explicitement.
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Partons de I'équation (1) [p. 103};. en tenant compte de I'équa-
tion de’ Lagrange (2), nous en déduirons Tintégrale de I'énergie
totale (4). En tenant compte de (5), (6) et (7), nous trouverons
I’équation (8). Nous allons actuellement faire un changement de
variables en posant (9); ’équation (8) s’écrira donc dans la forme
(10). Dans un cas trés général, oit le mouvement est ,condition-
nellement périodique”, on trouvera la relation (12), dans laquelle
7, T [r=1,2,...,5] désignent les périodes des expressions
L, pr g- respectivement. En tenant compte de (13), (14), (15) et
(16), on trouve I'équation (17) pour I'énergie totale W, ou
oy, Vg, ..., s désignent les fréquences du mouvement condition-
nellement périodique, /,, 1, , ..., /s les intégrales ,d'extension en
phase“ et L ,la valeur moyenne“ de la fonction de Lagrange L.

On peut, dés lors, si 'on veut, considérer P’énergie totale
W=W(,1,...,I)comme une fonction composée, I,, I, , ..., /s
étant des fonctions des parametres géométriques ou cinématiques
a, £ ...tels que, p. ex,, le grand demi-are a, I'excentricité ¢ de
l'ellipse Képlérienne dans le mouvement de Pélectron autour du
noyau, etc. On aura donc les relations (18), (19).

Mais la théorie des quanta attribue des valeurs particulieres
aux intégrales d’extension en phase (condition de Sommerfeld)
(20), ot /1 est la constante de Planck. La forme remarquable sous
laquelle se présentent les équations (18) de ce probléme dans ce
cas donne lieu au théoréme suivant:

La quantification de Vénergie totale des mouvements condi-
tionnellement périodiques considérés est donnée par la condition
(24), ou n, sont des nombres entiers positifs; (il faut et il suffit

s
de prendre les dérivées partielles de la fonction X h», — L par
r—1
rapport a tous les paramétres géométriques ou cinématiques
a &,...)

Appliquons les régles qui précédent au mouvement: 1° d’un
vibrateur linéaire de Planck; 2° d'un ,rotatéur® assujeti & tourner
autour d'un axe fixe; 3° de I’électron autour du noyau dans une
orbite circulaire (atome de Rutherford-Bohr); 4¢ de I'électron autour
du noyau dans une orbite elliptique (atome de R.-B); 5° de
I’électron autour du noyau dans une orbite circulaire dans la théorie
de la relativité restreinte (atome de R.-B.); et 6° de I'électron
autour du noyau dans une orbite elliptique dans la théorie de la
relativité restreinte (atome de R.-B.). Nous retrouvons pour 'éner-
gie totale quantifiée des expressions qui sont identiques aux ré-
sultats de travaux récents. (Les notations employées dans ces
exemples sont celles de Sommerfeld dans son ouvrage ,Atombau
und Spektrallinien*).



Conlribution & la graduation de 'ondomeire.
Par A. Zdéek.

On peut calibrer les ondometres d’une maniére trés précise
en faisant usage des oscillations harmoniques d’ordres supérieurs
de générateurs dont la fréquence propre peut étre déterminée avec
une précision suffisante. La seule difficulté consiste dans la déter-
mination de Pordre de la vibration harmonique en question. L’au-
teur déduit, en partant de la formule de Thomson, pour ce nombre
une formule ne contenant que les capacités. Il suffit, pour déter-
miner Pordre et pour calibrer 'ondométre d’'une manitre précise,
de connaitre des valeurs approchées de ces capacités.

Démonstration expérimentale des oscillations électrigues
d’une bobine d’induction.
Par A. Zdcek.

L’auteur indique deux méthodes pour démontrer expérimentale-
ment des oscillations électriques lentes. La premitre est une mo-
dification de la méthode de Feddersen: elle emploie, comme
celle-ci, un miroir tournant d’analyse, mais qui est — c’est en
quoi elle differe de celle de F. — incliné de 45° & 'axe de rotation,
axe perpendiculaire & la droite menée par Déclateur, On fait,
au moyen d'une lentille, une image nette sur la face intérieure
d’'un écran en forme d’un tronc de coéne de révolution. Une se-
conde méthode, baucoup plus jolie et plus simple, analyse U'étin-
celle a laide d’un éclateur tournant. 1l est porté par un disque
en bois, monté sur Yaxe d’un petit électro-moteur. Lorsqu’une
décharge oscillatoire se produit, on obtient toute une série de
petites étincelles disposées sur une circonférence.

Sur une conique imaginaire de la troisiéme espéce.
: Par + V. Jarolimek.

Une conique de cette espéce a, en général, les axes et le
centre immaginaires, mais deux ou quatre points réels et, de méme,
deux ou quatre tangentes réelles. Mais il se peut aussi quwun des
axes soit réel; supposons que ce soit ’axe X. Soit donné cet axe,
deux points réels a, & et une tangente réelle 7. La conique dé-
terminée par ces données passe par les points a,, b, symétriques
des points a, & par rapport & l'axe X. Mais pour que la conique
soit imaginaire, il faut que la tangente T sépare le point a des
points a,, b, b;. Une seconde tangente T, est la droite symétrique
de la tangente T; la conique aura, en outre, deux tangentes réel-
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les U, U, qu'on construit de la maniére suivante: Les droites ab
a,b coupent I'axe X en deux points p, ¢ qui sont des poles con-
jugués de la conique; gP 1 X est la polaire du point p, pQ L X est
la polaire du point ¢. La conique se correspond a elle-meme dans
Pinvolution perspective ayant le centre p et I'axe P; donc, on
obtient la troisiéme tangente {/ en déterminant la droite homologue
a la tangente T dans le systtme (pP): le point (pT)=m est
double; de point homologue # du point (7, aa,) = « est le point
d’intersection de la droite pa avec la corde bb, conjuguée a la

corde aa,; enfin mp=U. La quatriéme tangente U, est symétrique
de la tangente U par rapport & 'axe X. Une construction réciproque
résout la question: Soit donnée une conique imaginaire par un axe
réel X, deux tangentes réelles 7, U et un point réel a; construire
ses deux autres tangentes réelles et trois points réels.

L’expression analyliqgue du mouvement dans l'espace.
Par J. Vojtéch.

L’auteur déduit d’abord, en partant des équations de la sy-
métrie par rapport a un plan général, des équations donnant la
transformation de I'espace ordinaire par une rotation de grandeur
donnée autour d’un axe donné passant par Vorigine du systéme
de coordonnées rectangulaires, cette rotation étant exprimée comme
le produit de deux symétries par rapport 4 deux plans passant
par I'axe de rotation et dont I'angle est égal & la moitié de V'angle
de rotation. L’équation de transformation est:

@
2

. L, 0 -
cos ¥ sinw) Y+ (2 cos « cos y sin? 5+ cosj3sinw) Z

et des équations analogues pour Y, Z', olt cos e, cos, cos y sont
les cosinus directeurs le 'axe et © I'angle de la rotation. Posons

X-(2 cns*asin‘lz +cos w) X + (2cos acos g sin?

. )
fA.I,,cos,@sm7=Am,cos;vsm -— A

« . w
cos , =7, coseasin 9 B

2 2
P’équation se réduit 4 la forme
N (T2 — At s Aty — A% ) X+2{A Apy — A T) Y+
+2(ApAs - A, T) Z,
et ainsi de suite pour V', Z'

La rotation de I'espace autour d’'une droite passant par lori-
gine est déterminée par ‘trois constantes. Prenons pour ces con-



331

stantes les quantités cos @ :cos jJ:cos ; et cos w; on peut les
calculer par les formules

1 €y — Cow  Cyyt+ 1
COS w=— () ~ Coy + Cyy — 1), COSTa= "' = ""
s e 2 (e et ), costa 3 GGy’
cuk (B, k=1,2,3) étant les neuf coéfficients de la transformation
linéaire générale: entre le point (X, Y, Z) et le point (.X', V', Z');
et des formules analogues pour cos*@ et cos?;. On a de plus

1

. _ .
T= 2\ Cry+ 0ot Oy + 1, A-_-a”:“z“\ Cp = Coy = Cyy + 1

et ainsi de suite pour A;, A,..

En partant des équations pour la rotation déterminée par les
constantes 7, Amx, on obtient facilement les équations pour le
produit de deux rotations de méme genre, et données, respective-
ment, par les constante 7, et Apx, Tp et Buc; les constantes T,
Cnr de la rotation résultante sont dones par les formules

+ Te=TaTo — (Ayy By + Ay, By + Ape By)

+Cy TaBuy+ Ty Ay + Ay By — By, Ay,
et des formules analogues pour C,, et C,,. On peut en déduire
simplement des relations exprimant les valeurs de cos «, cos f3,
cos ;' et cos % pour la rotation résuitante par les paramétres
analogues des deux rotations dont elle est composée.

Si axe de rotation est une droite générale aux cosinus di-
recteurs cos «, cos j3, cos y et ayant de lorigine une distance n,
dont la direction est (cos &', cos i, cos }'), des termes accessoires
se présentent dans les relations établies ci-dessus; ainsi, pour .\",
ce terme est

)

2

(cos ", cos 87, cos ;") étant la direction prependiculaire aux deux
directions données.

+n (2 cos « sin? _ +cos a” sin w),

On obtient les équations de la symétrie par rapport a une
droite générale comme un cas particulier des équatjons valables
pour la rotation. Enfin, l'auteur déduit les équations donnant le
produit de deux symétries de ce genre; les équations de ce
mouvement hélicoidal général, composé d’une rotation de I'angle
w et d’une translation de longueur v, et dont Paxe est une droite
de la direction (cos e, cos g, cos y) et ayant de Vorigine la di-
stance n de direction (cos ', cos 3, cos ), [(cos e”, cos 3", cos ")
désignant la perpendiculaire commune de ces deux directions],
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contiennent, & cite des expressions figurant dans les équations
ci-dessus, encore des termes, qui sont, par ex. pour X'.:

A—) .
+ 1 (2 cos a' sin® , +cos «” sin w)+2 v cos a

et des expressions analogues pour V', Z'.

Sur les courbes du 4° ordre, de la 8° classe et du
genre un; et sur les courbes réciprogues.
Par F. Kadefdvek.

L’auteur traite des courbes ,spéciales du 4¢ ordre, obtenues
par le procédé suivant: Etant données deux coniques 'A, 24 et
un point fixe s, on méne par ce point un rayon P sur lequel on
détermine un point @ de manikre que (g, ®a,s, a) =—1, 'a, %
étant les points d’intersection des courbes A, 24 avec le rayon
P. La courbe traitée est le lieu des points a. L'auteur construit
non seulement les tangentes ordinaires, mais aussi les points et
les tangentes muitiples de la courbe. Le cas considéré n’est qu’un
cas spécial du procédé général que voici: Etant données quatre
courbes quelconques A, B, C, D, situées dans le méme plan, on
peut en dériver une autre courbe dont les points situés sur
les tangentes P de la courbe D ont, avec les points d’intersection
a, b, c de la méme tangente P avec les courbes 4, B, C, un
rapport anharmonique x donné.

Sur les égualions différentielles linéaires ordinaires du
2¢ ordre possédant une série de itransformations limitée
des deux cotés.

Par F. Radl.

L’auteur étend Papplication des recherches de G. Darboiix sur
Péquation de Laplace
2z 0z 2

ta—+b_—+cz=
dzdy X dy

2 I'équation différentielle ordinaire du 2¢ ordre
T =y"+py' +qy-0,
que 'on peut écrire sous la forme de deux systemes
Yi+hy=0, =y +py; Y +pY+ky=0, Y=y
qui définissent les ",invariants* #, ket dont le premier donne la
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suite d’équations transformées

I ATEERRY ARV BY PRI

Si I'on suppose, pour Péquation f, /i, 0, on obtient pour 4.,

AA LA
ry CATAT LA ”
Kip = higa = 4, Hoo Hy = EERERSEREE A - of
AR APAY A%

La condition k, =0 ou H.;. - 0 donne les équations f qui
possédent une série limitée par les équations f;, f.; donc dans
les deux sens; toutes ces équations sont intégrables par des qua-
dratures.

Contribution expérimentale au probléeme du mouvemeni.
turbulent d'un fluide.
Par J. Velisek.

W. Sorkau, en poursuivant les travaux de Bose sur le
mouvement turbulent des fluides, a remarqué dans les expériences
que, si I'on continue d’augmenter la vitesse du fluide passant par
un tube capillaire, le mouvement turbulent de Hagen (turbulence
1) se transforme en une autre forme de mouvement turbulent de .
caractere instable, qu’il a surnommé turbulence lI. Dans le travail
actuel, Vauteur a étudié le passage de Ja turbulence de Hagen
a la turbulence suivante et a fait voir expenmentalemem
que la turbulence I de Sorkau wexiste pas, et que le passage du
mouvement de Hagen a la turbulence 1l de Sorkau se produit
sans avcune discontinuité. li a, de plus, étudié Pinfluence de la
température sur le phénomeéne observé et donné les équations par
lesquelles ces deux genres de mouvement peuvent étre exprimés.
Les mesures ont été faites pour le tétrachiorure de carbone
(CCl,); ces mesures seront pursuivies.

Sur la fonction de Bolzano.
Par V. Jarnik.

Dans cet article, je fais I'étude des nombres”dérivés d'une
fonction continue, définie par Bolzano*) En premier lieu, je dé-

#) Pour lhistorique de la question, je renvoie le lecteur i
Tarticle de M. Jasek: ,Funkce Bolzanova®, p. 69—76 de ce tome; pour ce
qni concerne la continuité et la question de dérivabilité, voir larticle de
M. Rychlik: ,Uber die Funktion von Bolzano,* qui paraitra prochfinement
dans le ,Vestnik kral. ceské spole¢nosti nauk (Mémoires de la société royale
des sciences de Bohéme).
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montre que la fonction de Bolzano, définie dans lintervalle fermé
[0, 1], n’a pas de dérivée finie ni infinie en aucun point intérieur
a cet intervalle. Aux extrémes relatifs de la fonction il y a une
dérivée infinie de droite et une dérivée infinie de gauche; et ces
points sont les seuls qui jouissent de cette propriété. Je démontre
ensuite qu'une dérivée finie de gauche ou de droite ne peut exister
en aucun point. En étudiant les quatre nombres dérivés, je trouve
un ensemble dénombrable de points, olt tous ces nombres sont
finis, et un esemble qui a la puissante du continu, ou ces nombres
sont res. Ax =+, Ay~ —~, A'v=+~, Ay~ —~. Enfin, je
fais observer que l'on peut trouver une expression analytique
de cette fonction qui découle naturellement des considérations
précédentes.

Sur des ensembles ordonnés intransitivement.
Par K. Dusl.

Quoique la loi d’arrangement des termes d’un ensemble doive
étre asymétrique et transitive, il est possible de construire des
ensembles composés de deux ou plusieurs ensembles partiels dont
les termes sont ordonnés suivant la régle

aRb
asymétrique, mais intransitive et méme nonfransitive. L’auteur

en donne un exemple pour un esemble bien ordonné des nombres
rationneis de Vintervalle (0, 1).

Les abaques a plusieurs plans superposés.
Par V. Haviik.

Jai essayé d’obtenir, dans la théorie des abaques & plusieurs
plans superposés, des résultats de valeur pratique. Je ne présente
que deux types les plus avantageux pour la pratique, dont les
équations typiques (4), (8), (6), (7), (8) peuvent étre appliquées
trés fréquemment a des problemes pratiques. Un exemple parti-
culier est fourni par une regle & calcul pour I'équation de Kepler
(voir fig. 3)

Multiplication et division babyloniennes.
Par Q. Vetter.
L’article présent est basé sur les matériaux publiés dans

,The Babylonian Expedition of the University of Pennsylvania®,
Philadelphia t. XX, 1'¢ partie, ser. A, de V. H. Hilprecht, Hilprecht
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considére les tables de multiplication babyloniennes comme
préparation pour les calculs des astrologues et magiciens, mais
cette explication semble trop artificiel a I'auteur. L’art de calculer
devait précéder la mystique des nombres. Larticle présent essaie
de prouver la vraisemblance de cette hypothése.

La simple expérience montra aux Babyloniens que pour
obtenir une ' table de multiplication, il suffisait de calculer les
produits des 10 ou 20 multiplicateurs et de n’y inscrire que les
produits du nombre donné et des muiltiplicateurs 30, 40 et 50
Pour les multiplicateurs de 60 et pour ses multiples il suffisait
de mulliplier simplement comme par des unités en élevant le
produit d'un rang sexagésimal, ce qui était d’autant plus naturel
dans Pécriture cunéiforme ou il fallait deviner ce rang d'apris le
contexte. On reconnut alors, ce qui pourrait &tre considéré comme
deuxieme étape dans la simplification des tables, qu'il n’était
point nécessaire de calculer et surtout de conserver un nombre
de tablettes qui suffirait pour contenir les tables de multiplication
de tous les grands nombres, dans I'étendue ou les Babyloniens
s'en servaient, mais qu'on pouvait décomposer méme le multi-
plicande en addendes. On choisissait des addendes aussi com-
modes que possibles, c’est a dire les diviseurs des prémiéres
puissances de 60. Dans les tables de multiplication de ces divi-
seurs des groupes de chiffres se répétent périodiquement dans
le systéme séxagésimal a certaines places du rang. Pour les petits
multiplicandes ces périodes sont évidemment composées de plu-
sieurs membres. Dans la table de multiplicandes jointe a Particle
on trouve dans la 2¢ colonne leur décomposition en facteurs
primaires, dans la 3¢ leurs plus petits multiples dans la série des
unités sexagésimales, dans la 4¢ leur expression dans le systeme
sexagésimal, dans la 5% le nombre des membres se répétants
périodiquement, dans la 6¢ I'dge des tablettes d’aprés Hilprecht
et dans la 7¢ les remarques concernant les doublets et un avis
sur la possilibité de considérer la table de multiplication d’un
multiplicande donné comme table de multiplication d’un plus petit
nombre d’unités supérieures.

Nous voyons que la plupart de ces multiplicandes a I’exception
de ceux contenus dans les derniéres tables de multiplication, sont
des diviseurs du ,sos“, du ,ner et du ,sar“. Les diviseurs de
60¢ ne sont que cinq nombres, c. f. 432, 500, 750, 1000 et 1350,
dont 500, 750 et 1000 sont des nombres arrondis et par & d’usage
fréquent 1l ne nous surprend pas non plus d’y trouver 1350 = 22,
sos avec petites périodes. Il n'y a que 432 qui est artificiel, mais
non seulement comme moyen de calcul mais aussi comme diviseur
du nombre magique de Hilprecht 12,960.000. Ces divjseurs de
603, les nombres 1000 et 1350 exceptés, se trouvent sur des tablettes
appartenant a une epoque plus récente, ou Part de calculer avait
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déja atteint une certaine perfection. Il n’y a que guatre nombres
qui sont diviseurs du nombre magique de Hilprecht 60¢, ce sont
810, 160000, 162.000 ct 180000. Le prémier est douteux, car
tHilprecht suppose seulement qu'il ¢tait. inscrit sur la partie per-
due d’un fragment de tablette. Les nombres 162.000 et 180.000
sont équivalents aux nombres plus petits iais d'un rang sexagésimal
plus élévé. L’hypothése de Hilprecht n’est confirmée que par le
nombre 160000, qui se trouve sur une seule tablette, daté d’environ
2200 av. Chr., sur laquelle se rencontrent les trois grands nombres
susnommés. Si celle-ci avait été déstinée a des buts magiques, il
ne s’en suit pas, quil en et été de méme pour toutes les autres.
L’article présent montre aussi, comment il serait possible de cal-
culer 4797 )< 837 a Paide des tables de multiplication.

Hilprecht appuie encore son hypothése par une table de
division (p. 21 et 22), expliquée trés vraisemblement comme moyen
de calcul par A. Ungnad (Zeitschr. f. Assyriol. 1918 p. 156) On
nmest pas encore parvenu a eclaircir le but, auquel était déstinée
la table de division apportée par Hilprecht p. 27; elle n’est
explicable ni par ’hypothése de Hilprecht ni par l'interpretation
qu'en donne Ungnad.

Sur ie rapporl des tensions des vapeurs au-dessus de
la phase siable et métastable.
Par V. Trkal.

L’auteur déduit, pas des considérations de thermodynamique,
la formule générale (17) (p, —tension de la vapeur au-dessus de
la phase stable [métastable], p, -tension de la vapeur audessus
de la phase métastable [stable], m — poids moléculaire, R =constante
absolue de I'équation des gaz parfaits, gs= chaleur de transfor-
mation, 7 =température absolue, @ =température de transformation,
ys==différence entre les chaleurs spécifiques des deux modifications
d’une substance au point de transformation).

Les approximations diverses (I-V) de cette formule donnent
les formules (18), (19), (22), (40), (52); la formule la plus prati-
que parmi ces approximations est I’expression nouvelle (22).

La comparaison de la formule (22) avec les résultats expéri-
mentaux confirment trés bien Ja théorie. Grace a I'équation (22),
on peut calculer g5 et ;5 pour les substances suivantes:

_COo H co CH,
C"H‘&CO C,H,’ C“H‘<CO>N'N<C,-,H,, et Sn

(pthalylphenylhydrazide) (pthalylméthylhydrazide).

>N.H<
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Sur la théorie du champ électromagnétigue.
Par N. Rasevsky.

Je me propose d’établir les équations du champ électromagné-
tique, analogues, du reste, a celles de Maxwell-Lorentz, mais
donnant une distribution de vitesses de propagation d’accord avec
le principe de Pachsky'), qui exige que I'hodographe de ces
vitesses soit un ellipsoide de révolution allongé, I'axe de rotation
étant parallele a la vitesse de translation de la source qui se
trouve dans un de ses foyers. Nous ne considérons que le cas
spécial d’un mouvement rectiligne uniforme. En rapportant un
phénomene physique décrit par les équations de Maxwell-Lorentz
a un systeme de coordonnées fictif immobile, dans lequel l'unité
de longueur est raccourcie, le long de P'axe des x, dans un certain
rapport, on obtient des équations donnant un hodographe éllipsoidal
avec la source au centre: formules 1. et Ii. (Paxe des x est choisie
parallele a la vitesse de translation v Eun rapportant ces équations
a un second systeme fictif se déplagant par rapport au premier
d'une vitesse rélative (1), on obtient la forme des équations cher-
chées la. lla. (1) est I'excentricité linéaire de Pellipsoide. Ces équa-
tions doivent étre considérées comme étant rapportées a des axes
se déplagant avec la source. Une seconde substitution galiléenne
nous donne la forme de ces équations par rapport aux axes mo-
biles (Ib, 1Ib). Par le procédé habituel on trouve les expressions
pour le flux d'énergie (6), les tensions de Maxwell (12), la
quantité de mouvement (13).

Le champ d'une charge en translation rectiligne uniforme
rapporté aux axes liées a la charge ne contient pas de dérivées
par rapport au temps, et les équations prennent la forme (14, 15).

Par une substitution x’ :%, y' =y, 2’ =2z on obtient (16, 17), que

nous désignerons comme systéme fictif S
En écrivant (18), nos équations acquitrent la forme de celles
de la théorie classique, rapportées 4 des axes se déplacant avec
la source de la vitesse (19). En calculant le champ d'un électron
sphérique non déformable, on voit que, dans S', un électron
déformé par contraction lui correspond. Puisqu'on doit, pour cal-
culer le champ dans le systdme S, considérer un systéme auxi-
liaire allongé dans le rapport (20), il est facile de démontrer que
le calcul du champ pour un électron sphérique §’effectue a Vai de
“ d'un champ auxiliaire du méme électron sphérique, mais immo-
bile. Cela nous permet, en supposant que t?) est donné par (29),
d’btenir des formules analogues & celles de Lorentz pour la masse
électromagnétique sans avoir recours  la contraction. Ces formules

'; N Rachevsky, Phys. Rev.,, Nov. p. 369. hd
Hlec

Casopis pro péstovani matematiky a fysiky. Roénik LI, 23
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ne sont pas précisément identiques & celles de Lorentz, mais elles
donneraient, méme au cas de la vitesse de la Jumiére, pour la
masse un résultat différant seulement dans la dixieme décimale.
Donc, les expériences de Bucherer et d’autres ne peuvent pas
¢tre considérées comme preuve expérimentale du principe de la
rélativité.

Sur la variation de la réfraction des gaz avec la pression.
Par /. Safrinck.

La variation de la réfraction des gaz avec la pression a ¢té
étudiée par MM. Mascart, Chappuis, Riviere, Gale, Carnazzi, Magri,
Perreau etc., qui ont tous travaillé sous des pressions notablement
plus élevées qu’une atmosphére, Cependant, la connaissance de la
fonction n — 1 =f(p) est aussi d’'un intérét aussi bien théorique
que pratique. Une étude rigourcuse de cette fonction au-dessous
d’une atmosphére a été faiter par M. Posejpal pour Pair et Pan-
hydride carbonique et par Pauteur du travail actuel pour Poxygéne
(a I'aide de I'arrangement expérimental de M. Posejpal). La méthode
de M. Posejpal est une méthode interférentielle. On observe
les franges d’interférence du réfractometre interférentiel de Jamin
au moyen d'un spectrophotometre, ce qui permet d'atteindre une
précision d’'un centieme de frange. Les pressions dp étaient mesurées,
aussi bien que les pressions p, au moyen d’un manometre spécial
a mercure. — Il existe entre les grandeurs L, Z, s, n (L l1a longueur
du parcours de la lumidre de longueur d’onde 2 dans un tube
vide de Pappareil de Jamin, s le nombre de franges deplacées par
Pintroduction dans ce méme {ube d’'un gaz de la pression p

et d’indice de réfraction 1) la relation: n — 1:—L—s, En différen-

. . . dn  Zds .
g 3 tr =

tiant 'équation par rapport a p, on obtient: oL dp.En étudiant
la variation de la réfraction ds/dp avec la pression, on arrive a
la solution du probléme de la variation de la réfraction des gaz
avec la pression. L’auteur a mesuré le quotient ds/dp pour sept
pressions décroissantes et chaque valeur a été mesurée dix fois.
Il a trouvé par exemple pour Poxygene les valeurs suivantes:
030936, 030917, 0:30888, 0-30862, 0-30807, 0-30767, 0-30754 pour
p=6996,... 895 mm. Les valeurs ds/dp forment une progression
croissante avec p. En supposant une relation linéaire nous posons:

%‘3:—, “ﬁ'ﬁx p- Le calcul des parametres a donné: a, =030721

4000012, 3, =000000324 + 0'00000028. En substituant dans la
formule de Mascart n — 1=K .p (1+ 0 p) on obtient:"K = 0 33925.
. 10-5+000013 . 105, =000000527 + 0-00000047. La réfraction.
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calculée est 108 (n — 1)=274'07 +£ 0:25. Pour l'air et 'anhydride
carbonique M. Posejpal a trouvé des résultats analogues. Il a dé-
montré que le parametre 3 varie beaucoup avec la pression. La
réfraction n — 1 croit au dessous d’une atmosphere beaucoup
plus vite avec la pression que la densité absolue ¢ du gaz. Ni
la constante de Lorenz-Lorentz ni celle de Newton-Gladstone
n'est donc invariable dans cet intervalle de pression, au contraire,
toutes les deux augmentent avec la pression. il a montré dans
ses travaux qu’on peut encadrer ces faits remarquables dans nos
idées actuelles sur la constitution et sur les proprittés optiques
de la matiére.

VESTNIK LITERARNI.
RECENSE KNIH.
The General Theory of Dirichlet’s Series by G. H Hardy and
M. Riesz; Cambridge Tracts in Mathematics and Mathematical Physics,
No. 18. Cambridge University Press 1915. S. 78. Price 4 5. 6d

jadrem knizky jest thecric Dirichletovych fad na zaklad¢ Ricszovy
methody séitdni dle ,typickych stfeda”. Jejich definice obsazena jest v kap. IV.

Mame-li D, fadu N a, ¢4nS (J, << 24, <..., limJa=~),
n o

poloime ¢ = @u € 4nS: [y — ¢ %us

K - K K - K
C (w):‘—z ca(w=2n) , C (Wy==icy (w-1) (K>0);

3 n<w ' licw
R K
existuje-li im C (w) c (1)
i =Chx
e K
X )
resp. C w )

lim ) Crk,
Yoo gk
fikame, ze danou fadu lze scitati dle typickych stfedi fadu K prvniho,
resp. druhého druhu a piisuzujeme ji soucet Cyi k., resp. CI,K.
Kap. V. jednd o vztazich mezi soucty ruznych fadd a druhd; plati:
z existence Cpx plyne existence Cixpro vsechna K' >> Ki existence C; x 1

plati pak
Cio=Cix = Csk.

Podobné z existence Cy, & plyne existence C; g (K* > K) a jejich rovnost.
Tyto dvé kapitoly rozdéluji ostatni obsah knihy na dvé &sti, zhruba
paralelné probihajici. Po krdtké kapitole uvodni obsahuje kap. !I. klasické
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