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takže pro úplné průměrné risiko najdeme konečný vzorec 
R = \k'\/*M-> W> 

jenž udává souvislost mezi úplným risikem průměrným a částeč­
nými risiky středními. 

Příspěvek ku geometrii dvojiny bodové. 
Napsal Dr„ Václav Simandl, docent české techniky v Brně. 

í (Dokončení.) 

Nyní hledejme hodnotu X4 dvojpoměru 
(UV °AX*BX) = (UV °A\°B\) = V 

a máme dokázati 
A = — A'. 

Ježto tedy °Alf *A\ jsou samodružnými body involuce 
stanovené dvojinami U, V a Al9 A\, -budeme body tyto hledati 
též jako společnou dvojinu involuce o samodružných bodech 
U, V a involuce o samodružných bodech A1} A\. Ježto sou­
řadnice bodů Au A\ jsou: 
ax = a + \(u — a) (v — a), a\= a — \J(u — a) (v — a), 
lze rovnici involuce o těchto bodech jakožto samodružných psáti 
následovně: 

xy — a (x -f- y) + a2 — (u — a) (v — a) = 0. 
Vypočítáme-li společné kořeny se, y rovnice této a pak 

rovnice: 
2xy — (x + y) (u + v) + 2uv = O, 

rovnice to involuce o samodružných bodech V, V, tu máme již 
souřadnice hledaných bodů *Axi °A,

1. 
Ježto obě rovnice jsou symmetrickými, tu máme: 

xx = y2, x2 = yx. 
Označme si pak: 

\ =x%= y2, W- = x2 = yly 

a tu po výpočtu dostaneme: 
0 au + av — 2uv . u — v W 7 r-p -
°a. = —ň-1 h * -* \(u — cc) (v — a), 

1 2a — u — v 2a — u— t> 
au + av — 2uv . u — v » n -—- r-

1 2a — u — v 2a — u — v Y 



201 

Zcela analogicky pro body °Bíf °B\ dospěli bychom ku 
souřadnicím: 
• 3u -f- 3v — 2uv . u — v .,-

1 2/3 — M — v 2/3 — i« — v v v ' ' v r / 

Utvořme si nyní dvojpoměr ^': 
-, u — °a^ % v — °ax 

u — % ' v — \ 
a dosaďme za °alf °bx do tohoto výrazu právě vypočtené po­
slední hodnoty. Pak dostáváme po jednoduché úpravě pro X* 
výraz: 

; j Mu — u(Mu — « + ť M v — a ) . \A>— a ' V v — a — * V M — a ) 
~ V w ^ (Mu^—iM^11^)' V»—0 (V« — 0+ÍMU—P) ' 

Násobíme-li v posledním poměru dvou zlomků čitatele 
prvního zlomku zápornou imaginárnou jednotkou — i a jme­
novatele tohoto zlomku kladnou imag. jednotkou + í, tu se 
nám po krácení, které jest pak patrné, náš výraz značně zjedno­
duší a dostáváme: 

ľ=-V-
v u 

— a v — a 
•§'v-ť 

čili, vzhledem ku dříve napsanému výrazu pro A, dostáváme 
vztah: 

A = — A', 
který nám k vůli správnosti uvedené konstrukce bylo dokázati. 

Zcela analogicky jako právě jsme provedli důkaz o dvoj-
poměru (UV°A1°Bl)=—A, provedl by se též důkaz o dvoj-
poměru (UV °.AI

1
0JB'1) = — A. Z úvah našich jest zároveň patrno, 

že imaginární dvojiny °At, °B^ °A'„ °B\ nejsou sdruženými 
imaginárními dvojinami. 

IV. 

Máme-li sestrojiti bodovou dvojinu AB9 Bm kde n jest číslo 
složené tak, že 

* = P\ - ¥% • • • P-i 
kde p, , p 3 , . . pn jsou vesměs prvočísla, mezi nimiž některá se 
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mohou sobě rovnati, tu naše konstrukce uvedené v I. a II. od­
stavci této práce se značně zjednoduší. 

ježto totiž i» = kp*-p*---p»=( ( o r y V T V 

sestrojíme si nejprve vycházejíce od dvojiny Ax, Bx dvojinu 
AP1} BPX danou dvojpoměrem Xx = Api, Po té vycházejíce od 
dvojiny AP1} BPX sestrojíme si dvojinu APXP2J BPXP2 danou dvoj­
poměrem X2 = Xp^. A tak pokračujíce dospějeme posléze ku 
dvojině APXP2 . . . pnj BP1P2 . . . pn čili dvojině An, Bn. Zjedno­
dušení konstrukce spočívá patrně v tom, že místo, abychom při 
dvojpoměru ln analogickou konstrukci opakovali, jak dle I. od­
stavce vyplývá (n — 1)krátě neboli (pt .p 2 . . . pn — 1)krátě,, 
že tuto postupným sestrojováním dvojin Aply BPX; APYP2} -Bp-/>2 

atd. opakujeme pouze (px + p2 + • • • Pn — n) krátě. 
Patrno jest, že konstrukci v odstavci I. budeme užívati 

jen pro n == 2. Pro kterékoliv jiné číslo n sudé budeme patrně 
kombinovati vždy konstrukci odstavce I. pro w = 2 s lineární 
konstrukcí v odstavci II.. Je-li n číslo liché, užijeme konstrukce 
odstavce II. 

Máme-li sestrojiti °An, °Bn dle podmínky: 
(UV °An°Bn) = — X% 

tu budeme patrně kombinovati methody odst. I. a II., dle kterých 
sestrojíme kn, s methodou odst. III., čímž dostaneme — An. 

Stanovme si posléze souřadnice aD, bn\ a'nj Vn bodů Anr 

BD; A4
D, B'D vyjádřené souřadnicemi a,, blf bodů Aíf BX} dále 

souřadnicemi w, v bodů Z7, V a číslem n. . 
Ježto An, Bn náležejí involuci dané dvěma svými dvojinami 

U, V] Ax, BX} tu bude patrně pro souřadnice an, bn resp. afDy 

bé
D} které si v obou případech označíme jakožto x7 y} platiti 

(A> 

podmínka: xy . x + y Л 
UV tt + V 1 = 0. 

a,6, aг Ą- Ъx 1 

Vzhledem pak ku dvojpoměru: 
(UVADBD) = (U VA'DB'D) = (UVAX Bгү 

budeme míti vztah: 
u — X v ~ x _ / u — ai # v — ax ү 

(B) 
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Řešením rovnic (A) a (B) dle x, y dostáváme potom: 
_ (u — q1)

n+1 (v — ftQ*-1 v — (v — aí)
n+1 (u — žQ"-1 u 

Xl2 ~ (u — ajH-i (v — b^-1 

± (v — u)\J(u — a, Y+1 (v — a1 Y+1 (u — brf-1 (v — b^-1 

— (v — ^y+^u — ^y-1 

_ (u — 61)
a+1 (v — a^y-1 v —(v — b1)

n+1 (H — ^y-1 u 
Vl2~ (u — b.y+^v—á,)*-1 

±(v — u)\/(u — bty+1(v — bty+1(u — aty-1(v — aty-1 

— (v — biy+1(u — a1)
n"1 

Budeme pak míti pro hledané souřadnice: 
an = x19 bn = yu aén = xv b'n = y2. 

Ze vzorců našich pro x12, y12 jest ihned patrno, že kdyžr 
wjest číslem lichým, že odmocniny lze odstraniti, a že to nelze^ 
když n jest číslem sudým, že tedy v tomto druhém případě 
konstrukce jest nutné kvadratickou, jak jsme též dříve geo­
metricky byli ukázali. 

Vyhledejme nyní souřadnice bodů °An, °Bn] °A'n9 °B'n 

vyjádřené obdobně jako souřadnice bodů An, Bn. Souřadnice 
ty, které si nejprve označíme též x, y, dostaneme řešením dvou 
rovnic kvadratických. První z těchto dvou rovnic bude dříve 
již napsaná rovnice. (A), druhou pak rovnicí vzhledem ku dvoj-
poměru: 

(Ur °An°Bn) = (Ur:°A'n
0B'n) = — (UrA.B.y 

bude rovnice: 
u — x v — x tv, — at v — at\

n ,_,. 
: = — ~- : --M. (B'> 

u —-• y v — y \u — bt v — bx f 
Řešením rovnic (A) a (B') dle x, y vychází pak: 

_ (u — a , ) ^ 1 (v — 61)°-1 v -f (v — tt,)«+- (u — ft,)*-1 M 
Xl2~ • (u — a.y+^v — b.y-1 

± i (v — u)\J(u — at Y+1 (v -— at )
B+- (u — bt y-i(y — bt y^1 

+ (v — a1y+i(u — b1y-1 r 

_ (u — ft1)?+1 (v — q-)"-1 v + (v — btY+1 (u — a,)*-1 u 
Vl2~ (u — ^y+^v — a,)*-1 

±i(v — u)\(u — bt)
n+1(v — bty+1(u — aty'1(v — aiy~::i 

+ (v — biy+1(u — axy-1 y 
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kde zase bude 
°an = xn °bn = y17 °a'n = x2, %'n = y2. 

Ze vzorců téchto vidíme, že ku reálným dvojinám Al9 Bv 

příslušejí vždy imaginární dvojiny °An,
 QBn;

 0A'n, °B'n, jak též 
z dřívéjších našich úvah konstruktivních bylo patrno. 

Příspěvek k theorii integrace diff. rovnic lin, 
obyčejných omezenými integrály. 

Napsal Dr. Josef Štěpánek v Táboře. 

I. Petzwal*), pojednávaje o rovnicích, které lze převésti 
na rovnici Laplaceovu a tím je řešiti omezenými integrály, uvádí 
též rovnici: 

x% S+(a'+híxa)x %+{a°+b°xm+c°x*m) y=0f (1) 

která po substitucích 
xm = t, y = tkz 

přejde v Laplaceovu za podmínky: 
h (h — l)m2 + h { m(m - 1) + ma1 } + a0 = O, 

kterou jest h stanoveno. 
Rovnéž tak rovnice: 

X" S + X* S (a* + h*xm) + X fx <"' + K%m + C^m) (2) 
+ (*0 + \xm + coz** + dQx*m) y = 0 

přejde substitucí xr = t v Laplaceovu. platí-li: 
(m — 1) (m — 2) + (m — 1) a2 + ax = O, a0 = b0 = 0. 

Petzwal tedy dospívá k Laplaceově rovnici za jistých pod­
mínek jednak pro exponent &, jednak pro koefficienty rovnice. 
Uvažoval jenom tyto speciální rovnice. Lze však ukázati, že 
i obecná rovnice: 

* S + p^ £- - • ̂  + p&r £ * • *D~2 + • • • 
+ ft(*")^.-^* + . . . + -°.-i(«-).Ž.* (3) 

+ PB(x»)y=zO, 

*) Petzwal: Integration der Differentialgleichungen I. Wien 1853. 
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