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Polarné vilastnosti soustavy kuZeloselek,
dotykajicich se dvojndsob dvou kuZelosecek,
a z toho plynouci konstrukce kuZeloselek.

Dr. Josef Klima. -

V. rozpravach Ces. akademie, ro¢. XXVIII, &s. 5, odvodil jsem
polarné vlastnosti soustavy kuZelosecek, uréenych dvéma body a
dvéma teCnami. Pan prof. dr. Sobotka v pojednani »K nékterym
konstrukcim kuZelosedek, jejichZz urcujici ttvary nejsou redlnéc,)
zmifiuje se, Ze soustavu obecnéj$i dostaneme, nahradime-li obé
teny kuZeloseCkou K1 a oba body jinou kuZeloseCkou Ke. Jedna se
pak o soustavu kuZelosecek L2, ..., ieZ se dvojndsob dotykaji dvou
kuZeloseCek Ki, Ks:. Prof. Sobotka synteticky dokazuje tam tyto
vity, Steinerem vyslovené bez diikazu.?)

»Doty¢né tétivy Si, S2 libovolné kuZeloselky L? této soustavy
s kuZeloseCkami K1, Ka, jdou tymZ vrcholem spolecného trojiihel-
nika polarného xyz obou kuzZeloselek Ki, Ka.«

»Tétivy Si, Sz tvofi kvadratickou involuci, jejimiZz dvojnymi
paprsky jsou t&tivy Qi, Q2 spoleéné kuZeloseCkam Ki, Kz, jeZ jdou
timtéZ vrcholem trojihelnika polirného.«

Rozpada se tudiZ tato soustava kuZeloseCek ve tfi skupiny oo?!
kuZeloselek, z nichZ kaZdou skupinu oznalme podle pfislu$ného
vrcholu trojihelnika polarného. Tak na pf. [x] zna¢i onu skupinu
kuZelosetek L*, jichZ doty¢né tétivy s Ky, resp. K: jdou vrcholem x.

BudteZ v obr. 1 dany kuZeloseCky Ki, Ks, jeZ necht ptotinaji
se v redlnych bodech a, b, ¢, d a jichZ spole¢ny trojihelnik polarny
xyz je diagonalnim trojiihelnikem &tyridhelnika abed. KuZeloseCky ty
maji CtyFi spoledné te¢ny A, B, C, D, jeZ tvofi Ctyrstran, jehoZ pro-
4881 vrcholy jsou na stranich spoleného trojihelnika polémgllg
xyz. Tak na pf. vrcholy é = (AC), & = (BD) jsou na strang X =yz.

Skupina [x] kuZelosetek dvojndsob se dotykajicich kuZelose-
&ek Ki, K: mé s témito tétivy doty¢né, jdouci vrcholem x. Jednu ku-

1) ,Casqpls pro péstovani mat. a fysikye, rod. LIV, str. 331—338.

3) Steiner »Allgemeine Betrachtung iiber einander doppelt beriihrende
Kegelschnitte« v Journal {. die reine und angewandte Math., ro&, 45 (1853),
str. 212--218. Analyticky dikaz je obsaZen v Gundelﬂnger »Vorlesungen
aus der analytischen Qeometrie der Kegelschnittes, vyd od F. Dingeldey,
LIDSkO, r. 1895, str. 396—400
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ZeloseCku L? skupiny [x] vytkneme, zvolime-li jeji doty&nou t&-
tivu S1 s kuZeloseCkou Ki. Dotycna tétiva kuZeloselky té s K: je
v_pfimce Sz, pro niZ plati (010:51S:) = — 1, kde Q1 a. Q2 jsou strany
ac,bd ttytihelnika abed,jdouci vrcholem x. Abychom uréili pél pfimky
libov. P ke kuZeloseCce L2, zvolime na P dva body a to priiseciky
u1=(S:P) a u2=(S:P) a stanovime jich poliry ke kuZelose&ce
L*. Polira bodu u1 k L? splyva patrné s polarou téhoZ bodu ke Ki a je
to pfimka U, jdouci pélem pi1 pfimky P ke Ki. Stejné polara bodu
r
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us k L? splyva s polarou téhoZ bodu ke Ka, a je to pfimka U, jdouci
_pélem ps piimky P ke Ke. Priisecik p= (U1 U:) je pélem pfimky P
k L% OpiSe-li S1 svazek o stfedu x, kuZelosetka L* vytvoii skupinu
_kuZelose&ek [x] a tu patrn& body u1 a u: na pfimce P prob&hnou dvé
projektivni fady a tedy téZ jich polary Ui a Us opisi kol stfedit p,
P2 dva projektivni svazky a tedy pél p vytvofi kuZelosecku Ilx.
KuZelosecka IIx obsahuje poly ps, p: pfimky P ke kuZelosetkim
K1, Ks, dale jde body ¢, ¢” harmonicky sdruZenymi k prise¢fkiim
-q1=(01P) a q2=(0:P) vzhledem ke koncovym bodium a, ¢, resp.
-b, d spole&nych tétiv, jeZto t&tivy ty lze uvaZovati jako degenero--
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vané kuZeloseCky, dvojndsob se dotykajici kuZeloselek Ki, Ko. Dalsi
degenerované kuZeloseCky této skupiny [x], isou vZdy pirem tecen
spoleCnych obéma kuZeloseCkam, jichZ priiseiky &1, resp. &2 jsou na
protéjsi. stran8 X = yz trojithelnika polarného k vrcholu x. JeZto pél
pfimky P k této kuZeloselce je vidy v priiseCiku obou piimek, ide
kuZelosec¢ka IT. téZ body & a &, pro néZ, jak znamo, plati
(yz&1€2 = — 1. Jako par p¥imek Si, S: moZno vziti téZ xy a xz, a
sestrojime-li k priise¢ikim jich s pfimkou P pfislu$né polary, tu do-
staneme za dal$i body kuzZeloseCky IIx jednak %= (psy, p=z) a rak
¢ = (psz, psy). Ctyrihelnik piypel je kuZeloselce II« vepsin a tedy
je diagondlni jeho trojihelnik (x) yz, kde (x) = (5, p1p2), trojihel-
nikem polarnim kuZelosecky Ily. Je tudiZ bod (x) harmonicky sdru-
Zen k pritseCiku r = (pape, y2z) vzhledem k bodim p1, p2 a bod (x) je
pbélem pfimky X = yz ke kuZeloselce Ilx. JeZto pfimka X protina
IT, v bodech &1 a &2, jdou teSny v bodech &1 a Ez k této kuzZeloselce
bodem (x). Dile, ja jak znamo, vytind libovolna ptimka P a spoinice
iejich pdli R = pip: ke kuZeloseCkam Ki a K: na strané X spolec-
ného troithelnika poldrného, pir bodovy r a r’, jenZ je harmonicky
sdruZen -k bodiim & a &2, v nichZ indukuji obé kuZeloseCky tutéz
involuci. Prochéazeji tudiZ teCny v bodech p: a p: ke kuZeloseclce
IT, priisecikem r’ piimky P se stranou X trojiihelnika polarného.
Z téchto dat da se jiZ snadno pdlova kuZelosecka I1° sestrojiti.

Steiné ke skupiné [y] dostaneme kuZelosecku I7- a k [z] ku-
ZeloseCku I1-, jez vSechny tii maji spole¢né body pi, p2. Dostivime
tudiz vysledek:

»Poly libovolné primky P ke kuZeloseckdm soustavy kuZelo-
secek, jeZ dvojndsob se dotykaji dvou kuZelosedek Ki, Ka, vyplriuji
t#i polové kuzelosecky II.I1 |T1,, jeZ prochdzeji poly p, p: pFimkyP
ke kuzeloseckim Ki, K a tecny v nich jdou prisecikem primky P
s pFislusnou stranou spoleéného tromhelmka poldrného xyz kuZelo-
secek Ki, Ka.«

Duélni pak véta je:

»Poldry libovolného bodu o ke kuZelosec kam jeZ dvojndsob se
dotykaji dvou kuZelosecek Ki, K: obaluji tii kuZelosecky poldrné
Q,, &), ,, jez dotykaji se poldr 01, O: bodu o ke kuzeloseckdm
K1, K2 a dotycné jich body jsou na spojnicich bodu o s pFislusSnyvm
vrcholem spolecného trojiihelnika poldrného xyz kuZelosecek Ki, K.«

Polarnd kuZeloseCka na pf. 2« dotvka se dile pfimek Qi, Qs,
jieZ obsahuii spole¢né t&tivy ac, bd kuZeloseCek Ki, Kz a které jdou
vrcholem x spolecného polarniho trojithelnika xyz. Dotyéné body na
téchto te¢nach Qi, Q: jsou na pfimce harmonicky sdruZené k spoj-
nici vrcholu x s priise¢ikem polar O1, O: vzhledem k t&émto p¥imkam
01, 02 Dile d6tyka se 2y pfimek harmonicky sdruZenych k spoi-
nici bodu x4 priisecikem &1 (£2) spolednych teen kuZelosedek K1, Ka
vzhlede t€émto teCnam.
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Pfejde-li pifimka P v ubéZinou pfimku S roviny, dostaneme:

»Stiedy vsech kuZelosecek, jeZ-se dvojnidsob dotykaji dvou ku-
Zelosecek Ki, Kz, jsou na tFech soustfednych kuzeloseckdch 2x,2,,2,
jichZ spolecny stied w pili vzddlenost sis: Sstfedii s, sz obou kuZelo-
secek Ki, Ko, jeZ jdou témito stfedy s, sz a tecny v nich jsou rovno-
bézny s prislusnou stranou spolecného trojiihelnika poldrného xyz.«

Dalsi body a tecny stfedovych kuZelosecek 2x, 2, , 2 ., dostanou
se obdobné jako pfi obecné poloze p?imlg_/ P.

‘Splyne-li pfimka P s pfimkou Q1= ac a uvaZujeme jeji poly ke
kuZeloseckam skupin [y] a [z], tu kuZelosecky 17, a II. splynou
v jedinou kuZeloseCku, jeZto obsahuji ob& poly Py, p (Jsou v tomto.

pfipadé na X) a v nich spoleiné te¢ny pix a p2x a dale Jdou obé"
body a a ¢, s nimiZ v obou pf¥ipadech splynou body ¢" a ¢”. Dosta-
vame tedy Vetu Stemerem‘) vyslovenou bez ditkazu, jiZ moZno takto
doplniti:

»Poly spolecné tétivy Qi = ac, jdouci vrcholem x spolecného
trojuhelnika poldrného, ke kuzeloseckim skupin [y] a [z], jsou na
kuzelosecce, jez obsahuje poly primky Qi ke kuZeloseckdm Ki a Ka,
v nichZ tecny jdou vrcholem x trojithelnika poldrného a kterd jde
body a, ¢ a dvéma pdry protéjSich vrcholii 1, nz a (1, {2 CtyFstranu
urceného spoleénymi tecnami- A, B, C, D kuZelosecek Ki, Ka.«

Stejné plati pro t&tivu Q: = bd. Dualn& pak je véta:

»Poldry bodu & = (AC) vzhledem ke skupindm [y] a.[z] oba-
luji tutéz kuzZelosecku, jez dotykd se poldr bodu &1 ke kuZeloseckdm
Ki, K2 a sice v bodech na strané X = yz spolec. trojithelnika poldr-
ného a kterd dotykd se tecen A a C a tétiv ab, cd, ad, bc.«

[ ]Dal§i vztahy, jeZ plati pro skupinu [x], plati i pro skupiny [¥]
a lz].

UvazZujme, Ze bod o je na pfimce P. Jeho polarnd kuZeloselka
£, ie obalena té7 spojnicemi pélit p a p’ dvou pfimek P a P’ jeZ
bodem tim jdou, k téZe kuZeloselce skupiny [x]. Pély p jsou na pé-
lové kuZeloseéce Iy pfimky P a poly p’ jsou na pélové kuZelosedce
11 piimky P’. Rady bodit p na IIx a p’ na IIx  jsou proiektivni a
spojnice odpovidajicich bodit pp” obalovaly by obecn& kfivku &tvrté
tfidy, ale zde ve spolenych bodech &i, &2 obou kuZeloseCes: na strané& -
X splyvaji dva odpovidajici si body a proto obidlkou tou je kuZelo-
seCka £, ieZ se kuZeloseCky Ilx dvojnasob dotykd. Dostdvaimne
tudiz:

] »Poldrné kuZelosecky bodi primky P ke skupiné [x] dotykaji
" se dvoina‘sob polové kuZelosecky Il této primky k téZe skupiné.«

Podobné plati véta dualni.

Je#to polarné kuzelosedky ke skuping [x] dotykaii ‘se t&chze
dvou p¥imek Q:, Qe jsou polarné kuZelosefky bodit p¥imky P ku-

3) V citov. jiZ pojedndni na str. 217, odst. V1. a 2.
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ZeloseCkami jedné skupiny kuZelosedek, dotf/kanmch se dvou pfimek
a dvojnasob se dotykajicich kuzZeloseCky I1,.

Druh kuZelosecek pélovych IIx zévisi na poloze pfimky P vzhle-
dem k pfislusné stfedové kuZelosetce 2'x. Protina-li pfimka P ku-
ZeloseCku 2'; ve dvou redlnych bodech, pak dva pély pfimky P ke
kuZelosetkam skupiny [x], jeZ v bodech téch maii stfedy, jsou
1ib&Ziné a tedy poélova kuZeloseCka je hyperbolou. Dotyka-li se
pfimka P kuZeloseCky 2, je Ilx parabolou, a seCe-li ve dvou imag.
bodech 2x, je to elipsa. -

Zvolime-li k pfimce P p6l p na kuzZelosedce I1,, tu dostanerﬁ;:
piisludnou kuZelosecku L* skupiny [x], ur&ime-li k spojnicim Dlh = U,
resp. pps = U: pbly u, resp. u: ke kuZeloseCkdm Ki, resp. K: a pak

spojnice Xxu1, resp. Xu: protnou kuZelosecky K, resp. K2 v dotyénych
bodech s kuZelosetkou L2.

Spoledny trojithelnik polarni dvou kuzeloseéek Ki, K2 mé nej-
méné jeden vichol a proté&j§i stranu redlnou a proto je redlnd aspoii
jedna ze skupin dvojnasob dotykajicich se kuZelosedek.

V pfipadg, Ze nékterd z kuZeloseCek K: nebo K: pfechazi v par
pfimek nebo v par bodovy, potiebuji tyto konstrukce jisté zmény.

BudiZ v obr. 2 dana soustava kuZeloseCek, dotykajicich se
“pdru pFimek A, B a dvojndsob kuZelosecky Ki. Jeden vrchol z spo-
lec¢ného trojthelnika poldrného splyva tu s priisedikem pfimek A a
B. Druhé dva vrcholy x, y jsou na polafe Z tohoto vrcholu z ke
kuZelose&ce Ki. Vrcholy x, y jsou reilné jen tehdy, kdyZ ob& invo-
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luce, indukované jednak kuZeloseCkou Ki, jednak parem A, B na
_pfimce Z, maji spoleCny par realny. Tento systém kuZelosedek roz-
pada se jen ve dvé skupiny [x] a [y], kdeZto skupina [2] obsahuje
ien degenerované kuZelosecky. .

Poélova kuzeloseCka IIx pfimky P dotyka se strany X =yz
v bodé z, p6lu to p: pfimky P k (AB), a te€na v pélu p1 p¥imky
P ke K: ide bodem r' = (1_’_X_). Dal3i bod 5 kuZelosecky IIx dosta-
neme v pruseciku pfimky p1y s pfimkou zn harmonicky sdruZenou
k priseciku (PZ) vzhledem k pfimkim A a B. KuZeloseCky polarné
maji konstrukci stejnou jako v obecném pfipadé neb dudlnf k na-
sledujicimu p¥ipadu.

Pti soustav® kuZelosecek, jdoucich body a, b a dotykajicich se
dvojndsob kuZelosecky Ki, dostaneme opét jen dvé skupiny oo!
kuZeloseek. Spojnice ab=Z je jedna strana spole¢ného trojiihel-
nika polarného (obr. 3) a pél z této ke K: je prot&jsi vrchol. Jsou-li
moZny z a a b te¢ny ke Ki, dostaneme snadno vrcholy x a y podle
obr. 3, jinak urdi se jako dvojné body involuce, urdené parem a, b
a priseciky pfimky Z s Ki. Neb strany X a Y jsou spole¢nym parem
involuce, jiZz indukuje v z kuZeloseCka Ki: a involuce paprskové,
kterou se promitaiji body a, b z vrcholu z. Tyto jsou Imag. jen tehdy,
jsou-li involuce ty hyperbolické a jich dvoiné prvky se rozdéluji.
Pélova kuZelosecka je zde uréena jako v obecném piipadé [oly
D1, p2 této pfimky ke kuZeloseCkam Ki a Kz = (g, b), t. i. p: je harmo-
nicky bod k-priiseciku (PZ) vzhledem k a, b a te¢ny v nich jdou pri
selfkem piimky P se stranou X pfi skuping [x] a se stranou Y ve
skuping [y]. Dal¥f bod q je sdruzen k praseciku (PZ) v involuci, jiZ
indukuje kuZelosetka K: na pfimce Z, jeZto p¥imku Z lze uvaZovati
jako degenerovanou kuZelosedku systému, patfici k [x] i [y]. Ku-
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ZeloseCky IIx a II, maji vedle bodd ps, p2, g jeSt€ spolecny bod r,

ktery je v priiseéiku p1 (PZ) a p: (Ppiq), jak vyplyva z konstrukce
bodiit kuZeloseCek t&ch, jsou-li diny dvé te¢ny pro kazdou s tymiz do-
tyCnymi body ps, p2 a bod ¢g. Spojnice p1q jde patrné pdlem z. MoZno
ovSem jeSté ziskati pro kuZelosecky IIx a IT, daldi body, jako # pro
prvou a { pro druhou a body &, &, resp. 7;, %, s piisludnymi tec-
nami. Je-li P ib&Znou pfimkou roviny, dostaneme:

»Stfedy kuzelosecek dvojndsob se dotykajicich kuZelosecky Ki
a jdouci body a, b, jsou na dvou soustFednych kuzeloseckdch Xxa
jichZ spole¢ny st¥ed pili-vzddlenost stfedu si kuZelosecky Ki od pi-
liciho bodu sz uisecky ab. Tyto stfedové kuZelosecky jdou stiedy
s1, S2 @ maji v nich teény rovnobézné bud se stranou X nebo se
stranou Y spoleéného trojiihelrika poldrného kuZelosecky Ki a ku-
ZeloseCky degenerované v a, b. Dalsi spolecny bod obou je stfed
involuce indukované kuZeloseckou Ki na pfimce Z = ab.«

Polarnd kuZelosetka £x bodu o uréi se duilné k tomu, jako
v pfedchozim nfipadé, dualnim k tomuto, urcila se kuZeloseCka po-
lova. . :

Pt#ipad, kdy jedna kuZelosetka rozpada se ve dvé pfimky A, B
(obr. 4) a druhé kuZelosetka v par bodovy a, b, probral jsem v citov.
jiZz pojednéni, jen tfeba dodati, Ze pblovou kuZeloseCku IIx pfimky
P moZno podle pfedchoziho urditi téZ teénami v pblech pi, ps
ptimky P ke kuZelosetkdm degener. a, b a A, B. Je-li (P, ab) =y, tu
- e (@abup)=—1 a p»=(AB). Tetny v bodech p: a p: k Il jdou
prisecikem 7’ = (P, zy). Pélové kuZelosetky dotykaji se tudiZ v p:
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téze piimky X = yz. Kuzelosecky IIx a IT, maiji spolené body ps,
Pz, q, 1, jeZ urCime jako v pfedchozim ptipad€ a sice prvéd md v bod&
p2 teCnu zy, kdeZto druhd zx.

Stejné polarné kuZeloseCky dotykaji se pfimky Z=ab v bodé
x p¥i skuping [x] a v bod& y p¥i skuping [y]. _

Kdyby obé kuZelosecky Ki, K2 rozpadly se vidy ve dvé pfimky
Ai, Bi, resp. A, B, tu dostaneme fadu kuZeloselek, dotykajici se
Cétyt zédkladnich tecen Ai1A2BiB:. Doty¢né body kuZeloseCek fFady
s pfimkami A:iBi, resp. A:B: (obr. 5) jsou na p¥imkéch, jdoucich
vrcholem x spoleéného trojihelnika poliarného xyz a jsou harmo-
nicky sdruZeny k diagondldm, jdoucim bodem x. Pélova kuZelo-

y

seCka pfimky P prochizi pély ¥ =(AiB1) a z=(A:B:) k degenero-
vanym kuZeloseCkdm a teCny v nich jdou bodem (PX) a proto X ije.
jednou Casti pélové kuZeloseCky a druha. vlastni ¢ast je pfimka I7,
jdouci harmonicky sdruZenymi body k priisecikiim pfimky P s dia-
gonalami Ctyrihelnika teen, vzhledem k jeho vrcholim. Budeme-li
teny ty kombinovati ro dvou jinak, dostaneme vrchol x” nebo x”
a kuZeloseCky pélové rozpadaji se vidy v pfimku X nebo X” a
tutéZ druhou pfimku II. Polarné kuZeloseCky vSechny dotykaji se
pfimek X, X', X”. Polarni kuZelosecka £ na pf. bodu 0 na P do-
tyka se pfimek harmonicky- sdruZenych k spojnici oy, resp. 0z vzhle-
dem k teEnam AiBs, resp. A:Be, a sice v bodech na spojnici ox. Riiz-
nou kombinaci teCen danych dostaneme pro £ vedle Ctyf tecen-
I, X, X', X" je3t& Sest teCen s dotyEnymi body. Polarné kuZelosecky
bodfi pfimky P tvofi patrn& fadu o zikl. teénach I7, X, X', X"..



32

Dualng, rozpadaji-li se kuZeloseCky Ki, K2 v pary bodové ‘aib:
a @bz, tu jednd se o kuZeloselky svazku (aibiasbs). Strany spolec-

“ného trojihelnika polarného jsou Y =aibs, Z = asb: a X = (asa: bibs)

(b1az, aib:). Pélova kuZelosetka pFimky P prochiaz! harmonicky
sdruZenymi body k priiseciku (PY), resp. (PZ) vzhledem k vrcho-
lim aibs, resp. azb: a teCny v nich jdou prisecikem (PX). Troji kom-
binaci danych ¢tyf bodit do dvou skupin po dvou, dostaneme 6 tecen
s dotyénymi body pro pélovou kuZelosecku mimo ovSem vrcholy
diag. trojiihelnika, jeZ jsou na vSech pdlovych kuZeloseckach. Je-li P
tibé€Znou pfimkou, dostaneme vétu:

»Stfedy kuzelosedek Svazku (aibideb:) jsou na kuZelqsecce,
jdouci Sesti pitlicimi body stran tiplného ¢tyrihelnika aibiazb: a tecny
vZdy v piilicich bodech dvou protéjSich stran jsou rovnobézZny s pro-
téjsi stranou diagondlniho trojihelnika.«

Disledek toho je, Ze stfed této stiedové kuZeloseCky, jak jiZ
Piatf r. 1810 vyslovil, je spoleCnym stfedem tii use&ek, jichZ krajni
body jsou v pilicich bodech protgjSich stran tdplného Ctyruhelnika
(a1b1a:zbs); je to t8Zists t&ch StyF bodd.

Vysledkit t&chto l1ze nyni uZiti k FeSeni tloh, jeZ byly pfedmé-
tem tivah pana prof. Sobotky v uvedeném pojednani a pfed tim pp.
prof. Prochdzky a Mikana.*) Jako pf¥iklad uvedeme nasledujici kon-
strukce. _

I. BudiZ sestrojiti kuZelose¢ku danou dvéma imag. body a'b!,
dvéma imag. teCnami A‘ B’ a bud a) redlnym bodem c¢ neb b) re-
dlnou tecnou C. .

V piipadé a) budteZ v obr. 6 body a’é! dany eliptickou involuci
(kE’, ') na p¥imce Z a teény A B’ eliptickou paprskovou involuci
(MM’, NN') v bodé z. V daném realném bod& c¢ sestrojime k hle-
dané. kuZelosecce tednu. Spoleény trojihelnik polarny degenerova-
nych kuZelosedek (a'b'), tA' B') je xyz, kde x, y je spolecny par in-
voluce (kk', I') urujici a'b' a involuce, iiZ vytina elipt. involuce pa-
prskovd (MM’, NN') na pfimce Z. Zde jsou dv& skupiny oo! kuZelo-
seek [x] a [v]. Polary bodu ¢ vzhledem ke kuZelosetkam skupiny
[x] obaluji kuZelosetku polarnou I'x, jeZ je urlena te¢nami Z=a'b’,
Cs sdruienou to pfimkou k z¢ v involuci (MM, NN) na nichz body

dotyku -jsou na spojnici cx a te¢nou Q, jeZ je k zc sdruZena v pa-
prskové involuci, jiZ promita se z vrcholu z involuce bodové (k& , II).
Jsou tedy. v=1(Zcz) a v'=(ZQ) pérem v involuci (k&' II). Te¢na
k hledané kuZeloseCce v bodg ¢, je soudasné teSnou polarné kuzelo~
selky I'y, a jeZto z ¢ Ize vésti ke I'x dvé teCny Ti,.Ts, dostaneme ve
skuping [.\] dvg kuieloseé'ky tiloze vybovuﬁcx

) :Casopis pro pEstovani mat. a fys.«, ro¢. LIV., str. 226 v pojednénf:
»Poznémka ke konstrukci kuZeloseéek z pkaﬁ dilem imaginérnyche.




33

Teény T1, T2 jsou samodruZznymi paprsky involuce uréené dvéma
pary sdruzenych polar kuZelosecky I'x, 3d0uc1 bodem c. Jeden par

je ¢x a cx’, kde x'=(ZC2), a druhy par je ¢z a cv’. Tedy. priiseciky
teCen Ty, T: se stranou Z dostaneme jako samodruZné body involuce
uréené pary xx” a vv'. Podobn& ve skupiné [y] dostaneme dvé& ku-
Zelosecky, k nimZ sestrojené tecny T's, Ts v bod€ ¢, protinaji stranu Z
v bodech, jeZ jsou dvojnymi prvky v bodové involuci o pirech yx’
a vv'. V obr. 6 tyto jsou imagindrni. TeSny T1Tz a TsTa jsou patrn&

dva pary involuce o samodruZnych paprscich ¢z a cv’. Urlenim
té€chto teCen lze iz kuZeloseCky ty snadno sestrojiti. _

P¥ipad b), kdy misto bodu ¢ je dana te¢na-C, fe$i se dudlné a
tiloha je opét obecné Ctyrznalna.

- Kdyby misto bodu ¢ byl dian par sdruZenych bodii ¢, ¢z, tu
urCila by se polarna kuZelosecka bodu c1 a k ni urily by se teCny
-z bodu ¢z, jeZ by byly pak poldrami bodu c1 ke dvéma kuZeloseCkam.
piislusné skupiny. Z t&€chto dat by se opét kuZelosecky ty ijiZ snadno
sestrojily.

Stejné postupujeme i v jinych pfipadech, kdy hledand kuZelo~
setka ma se dvojnasob dotykati dané kuZeloseCky a bud procha-
zeti dvéma imag. body a redlnym bodem neh dotykati se dvou imag.
teCen a redlné teCny atd.

"~ . II. V obr. 7 je urditi kuZelosecku dotykajici se dvojndsob dvou
kuZeloseek Ki, K2 a dotykajici se mimo to pfimky P. KuZelosecky
Ki, K2 dany spole¢nym trojiihelnikem polarnim xyz a prvni polem p:
pfimky P a dru\ha pélem p= téZe pfimky. Kdyby byly dany jiné prvky
pro kuZeloseCky Ki, Kz, sestrojime zvolené znamym zpilisobem. Podle
polohy danych prvkii v obr. 7 je patrné kuZelosecka K: redlnou,
kde7to K: je imagindrnou. Stanovme pélovou kuZelosecku I7y
piimky P ke skupin& [x] soustavy kuZeloseek dvojndsob se doty-
kajicich kuZelosetek Ki, Ka. ITx_jde p6ly pi, p: a v nich. - tecny jeij

jdou prisecikem r=(PX) a dal$i dva body jsou = (p1y, paz) a
Casopis pro péstovanl matematiky a fysiky. Ronfk LVI. _ 3
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= (p1z, psy). Prisediky t, tz pfimky P s I1. jsou dotyénymi body
pfimky P s dvéma hledanymi kuZeloseCkami. Priise¢iky ty jsou dvoj-
nymi body involuce, jiZ indukuje FIx na pfimce P. Jeden par sdru-
‘Zenych bodil je r, 1 r''=(Ppip2) a druhy pér jsou priseciky pfimky £ P
se spojnicemi DICZ a p:ty neb prisetiky pHimky P s pwy a Daz.
Dvoiné body t, 2 jsou doty¢. body dvou kuZelosedek skupiny [x],
pro néZ je x a X p6l a poldra. Stejné dostaneme po dvou kuZelo-

seCkach ve skuping [y] a [z], takZe tloha je Sestiznalna. Podle kon-
strukce dostdvame zfejmé vétu:

»Dotycéné body pFimky P s kuZeloseCckami soustavy, jeZ se
dvojndsob ‘dotykaji dvou kuZeloseéek KiKs, jsou tytéZ jako dotycné
body kuZeloselek tFi svazki, jichZ zdkladni body jsou poly pi, p:
pFimky P ke kuZeloseckdm Ki, Kz a pak vZdy dva vrcholy spolec-
ného trojiihelnika poldrného kuZelosecek Ki, K.«

Jak by se sestrojili kuZeloseCky ty dale, je patrno z obr. 1.
Kdyby misto teny P dany byly dv& sdruZené pfimky neb dva
-sdruzené body, je patrno, jak by se pouZilo kuZeloseCek pélovs’rch
neb polarm‘rch

*

Les propriétés polaires d’'un systeme de coniques ayant un
~ contact double avec deux coniques données.
(Extrait de Particle précédent)

Ce 8) éms,se décompose daprés un résuitat du & Steiner,
_en trois froupes [x} [7), [2] d’une infinité de coniques. Les droites
“joigaant les points de contact des lgomques de chaque groupe avec
'es deux co ques données, soit et K, gaasent, respectiwement
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par un sommet du triangle polaire commun xyz des deux coniques.
L'auteur démontre le théoréme:

»Les poles d'une droite arbitraire P par rapport aux coniques
du systéme en question ont pour lieu trois coniques de pOles
11, JI,,, IT, qui passent par les poles p,, p, de la droite P par rapport
aux comques K,, K, et dont les ‘tangentes en ces poinats passent par
le point d’ mtersectlon de la droite F avec le cOté respectif du triangle
xyz.“

Ainsi, les tangentes de II, aux points p,, p, passent par le point
(P, yz). L’auteur énonce le théoréme réciproque; il appelle polaires
les trois coniques correspondant, de la manitre réciproque, a un
point o. Il existe la relation suivante entre les coniques de pOles et
les coniques polaires

.Les coniques polaires des points d’une droite P J)ar rapport
au groupe [x] ont un contact double avec la comque poles IT,
de cette droite par rapport au méme groupe.“

L’auteur considére, ensuite, les cas particuliers ot I'une ou les
deux coniques données se décomposent, soit en deux droites, soit
en deux points.

Comme application, il fait voir, comment on peut utiliser les
coniques de poles et les coniques polalres pour la construction de
coniques déterminées par. des éléments imaginaires.

Il démontre, encore, le theoréme suivant:

»Les points de contact d’une droite P avec les coniques du systé-
me considéré, sont identiques aux points de contact des coniques des
trois faisceaux dont les points fondamentaux sont les poles de la
droite P par rapport aux coniques K, K, et deux sommets respectifs
du triangle polaire commun.“
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