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Studie o funkeiondlnich rovnicich.

Napsa!

Dr. Jan Vilém Pexider v Praze.

I. Stanoveni funkei, hovieich uréitym podminkam.

Problém 1. Naléati takoné funkce f(x) redlného argu-
mentu x, jeZ v libovolnych mesich proménné x jsou spojité a jed-
nognacné, aby pro vsechny hodnoty x, y v onéch meszich vyhovo-
valy rovnici

(1) F(@) +fy) = plx+y)
respektivné

(2) J@) . fy) =9 +y),

®3) (@) . fly) = op@y),

4) (@) + fy) = p(zy),

necht @ amact funkci jakoukoliv.
Jednoduchd dvaha problémy pfedloZené vyhodné speciali-
suje. Polozime-li totiz v rovnici (1) ¥ =0, obdrZime vztah
pir) = f0) + (=),
t. j. funkce, jez vyhovuji relaci (1), jsou definoviny rovnici
J@) +fy) =f0) +Az+y)

— pii ¢emZ oviem nutno, aby &fselnd hodnota |f(0)| byla ko-
netnou, t. j. aby | f0) | << A, znaéf-li A libovolne velké kladné
¢islo — a tato jest jich funkciondlni rovnici; jef typu

Flf(@), f4), f2] =0,

pfi temi argument # hovi vztahu 2 = ¥(», ¥) a ¢ znadi funkci

jakoukoliv.
11
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Obdobng&, kladouce v rovnici (2) y =0, v (3) y =1, ve
(4) y = 1, obdrzime vztahy

o(x) = f(0) . f(x)

9@ =rf1). f(=),
9(x) = f1) 4 f(2),

takze funkce f(x) definovéna jest funkcionglni rovnici

(@) . fly) = f0) . flx +y)

(@) fy) = A1) . flzy),
F@) +fly) =) + fizy),

pii temZz opét ¢iselné hodnoty |f(0)| a | (1) ] jsou mendf ne A.

Hovi-li funkce f(x) respektivng témto rovnicim, vyhovuje
zajisté i rovnici (1) resp. (2), (3), (4).

Plat{ tudfz véta:

Aby funkce f(x) hovéla rovnici (1) vesp. (2), (3), (4), jest
nutno a stadi, aby definovdna byla funkciondini rovnic

resp.

respektivné

@ f@) +f@) =F0) + (= +9)
resp. .
an J(@) . f) =£0) . flz+ ),
ey f@) . fy) = 1) . f@y),
(1v) @)+ f9) = A1) + Aay),

a platilo pokaZdé | F(0) | resp. | f(1) | < 4.

Jest-li v specidlnfm pf{padé v rovnici (I) hodnota f(0) =0,
v (II) hodnota f(0) =1, v (II) A(11=1 a ve (V) f(1) =0,
obdrzfme funkce f;(z), definované rovnicemi jednodu$siho tvaru

@ (@) + A0 = files+y),
dr) Si@) fily) =fi=+y),
d1r) J1(2) - f1(y) = fi(=y),
Ivn) Fi(@) +£.(y) = f1(@Y).

Lze snadno ukédzati, ze funkce f,(#) a f(z) stoji k sobé
v jednodachém poméru,

Uvazujme funkce tyto, nejprve definované rovnicemi (I)
a (I’); kladouce toti
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f(@) = af\(x) + 3,
kdeZ a, b znaéf libovolné konstanty, obdrzime vzhledem ku
£10) =0, f(0) =1, fly) = af1(y) + b, |
fle+y) = of(e+y) +b
vztah
(@)  afi(@) +0+af,(y) -b=0b +afi(® 9 +0b
¢ili identitu
fi(@) + f1(9) = filz + 9);
t. j. — znati-li fi(») funkei definovanou rovnief (1’), pak funkce
afy(®) + b, kdez a, b znalf libovolné konstanty, jest zajisté
jednou z funkei, jeZz definuje rovnice (I).
Pozdgji bude ukdzino, ze tato jest také jedinou funkei,
jiz definuje funkciondlni rovnice (I).
Obdobn& uvazujice funkce definované rovnicemi (II) a (IT')
resp. (IIT) a (III"), (IV) a (IV’), t. j. kladouce pokaZdé
(@) = of1(®) + b,
obdrzime piedeviim hodnoty
JO0) =af,(0) +b=a+b
resp.
) =afi(1) +b=a+b,
A1) =af, (1) +b=1,
jeito z rovnice (II') resp. (1II"), (IV") plyne
S =1 resp. £i(Ly=1, f,(1) =0,
a po dosazeni do rovnice (II) resp. (III), (IV) vztahy

B) o\ (2)+8].[af, () + b] = (a1 D) .[af\(z +9) + 8],
() [afi(x) +B].[afi(¥) +b] = (a+b).[af,(2y) + B],
@) afi(@) 4-b4af,(y) +b = b+-af (zy) 4.
Ze vztahu (B) resp. (y) plynou vzhledem k (II’) resp.
(III") rovnice

ablf,(®) +£(@)] = b1 +-fi(2 + 9]
ab f1(2) + /,)] = ab[1 + f\(ay)] ;

11*
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pondvadz pak nutnd a =<0 vzhledem k moZné hodnoté a =1
a faktory na obou strandch u ab sobé rovnati se nemohou, lze
jim zadosti uéiniti pouze supposici & = 0; vztah (J) jest vzhle-
dem k (IV’) identitou.

Hovi tudiz rovnici (II) resp. (III), (IV) zajisté tunkee
f(x) = af\(x) resp. f(x) = af\(®), f(x)=afi(x)+b pi libo-
volném stélém a a b. Stejné bude ukdzdno, Ze funkce tyto jsou
jediné funkce, definované funkcionalnfmi rovnicemi (II), (III)
a (IV).

Znaci-li f,(x) funkci definovanou funkciondlni rovnici (I)
resp. (II'), (IIT'), (IV'), pak funkci f(x), definovanou rovmici
D), vesp. (ID), (1ID), (1V) jest funkce

J(@) = af,x) + b
resp.

fi2) = af1x),

f®) = af (),

J@) = af,(x) -0,

kdeZ a, b 2naéi zcela Libovolné konmstanty.

Funkciondlni rovnice (I'), (II’), (III") a (IV’) fe&il jiz
Cauchy '); vSestranné provedend FeSeni rovnice (II’) obsaZeno
jest ve Stolzové Arithmetice?); pro analytické funkce Fesil
problémy ty dle Weierstrassovy theorie Bicrmann®), pro kom-
plexnf funkce redlného argumentu opst Cauchy*), a pro funkce
komplexnfho argumentu jednotlivé z nich Thomae®) a Stolz ).

Jednd se tudiz o TeSeni ndsledujfctho problému:

Stanovite viechny v libwolnych mezich redlné proménné x
spojité a jednoznalné funkce f(x), jed vyhovuji relaci

1) Cauchy, Cour d’analyse d¢ P’école royale polytechnique, Oeuvres
complétes, IIe. Série, Tome LI, p. 98-—105.

, Stolz, Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik, I. Theil, p. 183
a n., p. 303 a n.

2) Biermann, Theorie der analytischen Funktionen, p. 264—268.

% Cauchy, Ibidem, p. 220—229. Téz Stolz, Arithmetik, IL Theil,
p. 72-74.

%) Thomae, Elementare Theorie der analytischen Funktionen einer
complexen Variabelen, p. 48 a n.

8) Stolz, Arithmetik, II. Theil, p. 193 —195.
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1)  fa4 9 = 5@ )
resp.
(Ir) flz+9) =f2) . ),
(1) fy) =f@) . [,
(Ivy Flay) =F@) + 1) -
Reseni prvnfch dvou funkeiondlnich rovmic. — Nahra-

dime-li v rovnici
Ay + 2) = fz) + fiz,)
resp.
f@, +2,) = flz,) . f(=,)
postupné z, proménnymi x., {,, z, proménnymi z, + z,....
Zp—y proménnymi z,—, -+ z., pokaZdé pouZiv§e daného vztahu
¢I’) resp. (II"), obdrzime relaci
S@, + 2,4 .. —+ @) = fl,)) +fl@) 4 . - . +Sixn)

resp.

f@, + 24 o 2) = (@) S(2,) - A
necht #n jest jakékoliv celistvé kladné éfslo. PoloZfme-li pak
T, =X =8y = =T =X,

nabudeme vztahu
f(nz) = nf(z)
resp.
flnx) =[f(2)]",
pro =1 hodnoty
J(n) = nf(1)
resp. ln:l, 2,8,...,

J) = [f(L)]

a pro z = 717 hodnoty

1
) = ()
resp. }n:l, 2,3,...

s =[] -
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Posledn{ vatah, t. j. f (-;1;) :\/f(l) , ukazuje, Ze hodnota

J(1) podléhs jistému omezeni. Md-li totiz £ (;1;) byti redlné &slo

Pii jakémkoliv » =1, 2, 3, ..., jest nutné a zajisté i stad,
aby f(1) bylo &islo kladné: v obou pak pifpadech, aby éfselnd
hodnota | £(1) | byla koneénou, t. j. aby

[f) <M
resp.
F)= A pii 0<<A<M,

kdeZ M znadf libovolng velké kladné islo.
Polozfme-li v rovnici (II’) y = z, obdrzfine vztah
S2x) = [f(x)]*

z
a dosazenfm —- za x

C s

odkudz plyne, Ze funkee f(x) jest stdle positivni, jsouc rovna
jistému quadrédtu.

Pro hodnoty n =m a z = %& plyne z rovnic pfedchozich

7 (%)= () =0

n

)T =

ddle pro y = 0 plyne z rovnice (I’) resp. (II") vztah
S(@) = £(0) + f(@) resp. f(z) =f0). fla),

resp.

t. j-
f10) =0 resp, fO)=1,

a pro ¥y = — x relace

JO 0= Hz) 4 fl— )
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resp.
f0) = 1 =fz) . f(—=),

t. j.
f— =) =—f(2)
Tesp.
fm2) = o
@)
Plati tudiZz obecnéji
f@)=2.fQ1) = ax
resp.

fla) = [/ = A,

necht z znali jakykoliv kladny neb zdporny zlomek &fselny,
t. j. jakeékoliv raciondlné Eislo.

Znall-li @., ¥, raciondlnd a e«, § irraciondlnd éisla takovd,
Je e=limg, a f=1imy, pii n—= oo, plati pro prvy
drubh &isel

F(Pn) = ap, resp. f(p.) = A®"

a tudiz, limitujeme-li

lim f(p,) = a lim @, = f(lim @.)
resp.

lim f(@n) = lim A% = Alme, 1) = f(lim @,) ;
limitovdnim rovnic
F(Pn~ ¥n) = f(@n) . S(¥)

obdrzime vzhledem k pYedchozimu

Slim {@, + 9a}) = f(lim @,) + lim ¥s)

resp.
FAM {@n - v}) = F(lim @,) . F(lim ¥,)
&l
Sle + ) =fle) + S(B)
resp.

Y Dikaz této véty viz na p¥. Stolz, Arithmetik, I. Theil, p. 138.
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e+ B) =f(). fB),
znad{-li soudasné

fle) = alim @, = ae
resp.

fle) = Almon = Ac,

PonévadZz pak soubor éfsel raciondlnych a irraciondlnych tvoif
spojity systém hodnot, jsou funkce definované funkciondlni rovnict
(I’) resp. (II') spojité funkce argumentu x — &imZ problém
predloZeny Yeien.

Majf tudiz funkce f(x), definované funkciondlni rovnief (I’)
resp. (IIY), nutné tvar

(a" J(@®) = ax
resp.
®) flx) = A~

kdeZ a znali zcela libovolnou, A v¥ak libovolnou positivni kon-
stantu; nebof pro kaZdou hodnotu @ mezi — oo a - oo, resp.
kaZdou hodnotu A mezi O a - oo splnéna jest rovnice

ale +9) = az+ ay
resp.
Aty — A% Av

identicky a pokazdé zdstdvd funkce axz, resp. A® redlnou
a spojitou.

Pozudmka. Relace (') nabyti lze snadno ndsledujicim zpii-
sobem. Logarithmujeme-li obé& strany vovnice (II') v systému
o positivnf basi A’, obdrZime vztah

Lfz + ) = Lfa) + L) ,
z néhoZ dle uvedeného feSeni rovnice (I’) plyne vyraz
Lf(e) =z . Ly(l),
a prejdeme-li od logarithmd k ¢&islim, redlnd funkee
Slx) = A=,

Reteni funkciondlnich rovnic 1) a (IV"). — Podobné
methody, jiz uZito k feSenf rovnic (I) a (II’), pouZiti lze i pfi
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feSeni téchto dvou; rychleji v3ak dojde se cile, pfevedou-li se
rovnice (IIT") a (IV’) substituci z — A=, kdeZ L znaéi logarithmus
v systému o basi A, A >0, na tvar

SO +19) = F(AL) . f(A™)
resp.

SAR 1) = f(AL") 4 fiAL),

t. j. na formu obdobnou formam (I1’) resp. (I’).

Jezto v rovuicich téchto éisla Lz a Ly nabyti mohou jaké-
koliv positivni neb negativni hodnoty, plati pro vSechny moZné
redlné hodnoty proménné z a y relace

SIATTY) = f(A%) . f(AY)
resp.

JIAZTY) = f(A) + f(AY)
a tudfZ jich sukcessivnim pouZitim pro hodnoty z,, z,,...
%, vztahy

fAmE o) = f(Am) L f(A%) . . . f(A%)

resp.
FAR TR m) = f(AR) + f(A%) + . ..+ fik),
odtud pak za supposice x, =z, = ... = 2, =z vyrazy
JA») = [flA5)]
resp.

SA™) = nf(A7),
a pro x = 1 hodnoty
S =[AA)r
J(A™) = nf(A);
vzhledem k pfedchozimu plati stejné

FIAL) = [f(A))

fAL®) = f(A) . Lz,

anebo — coZ jest totéz —

resp.

resp.
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() = 29
resp.

fl@)=Ff4A) . L.

Relace tyto odvozeny byly pomoci substituce z = A'» = A* z3

podminky, e # ziistane &fslo redlné; to vyzaduje [viz YeSeni

rovnice (II') ], aby A>> 0, a md za nésledek, Ze i >0, vzhle-
z 92

dem ku z = (A?

Mize tudfz z znagiti proménnou, naby-

vajici pouze positivnfch hodnot.

Obdobn& si potfnajice jako pii FeSenf rovnic (I’) a (II'),
snadno nahlédneme, Ze posledni relace plati pro jakékoliv posi-
tivni raciondlné i irraciondlné éfslo z.

Jsou tudiz funkce f(x), definované funkciondlni rovnici
(IT) resp. (IV’), vizdy a nutné tvaru

() fl@) = am
resp.
(d) f(z) = alix,

kdeZ a, m znali zcela libovolnou konstantu, L pak logarithmus
v soustavé o libovolné basi A > 0.

Redlné a spojité funkce, definované funkciondlnims rovnicems

Lz +y) :fl(w) +£19)

Al +y) =) . /14),
Hwy) = fi(2) - /),
Siley) = L) + L),

Jsou elementdrni funkce

fiz) = ax Pro — oo < x <+ oo,
fil@) = A® Ppro — oo <L x <<+ o0 a A>0,
fl@=a"  pro 0Za<+eo,

() = a.4Lz r0o 0<< a4+ a A>0,
1! b [
kdei a, m, A #madi ostatné zcela libovolné konstanty.

K Gplnému YeSeni problému 1. zbyvd tedy jesté ukdzati,
¥e funkce afy(%) + b resp. afi(x) jsou jedinymi analytickymi
funkcemi, hovicfmi Z4danym podminkdm.
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Sukeessivnfm pouzitim vzorcd (I) resp. (II) pro argumenty
%y, Ty « . . , Tx ObdrZime rovnice

F@) HA@) . - flwn) = (0 —DAO0) + Ay 42, +. .. 4 )
resp.

A#) (@) oo feen) =[O Ao, 2, o 24,
a stanovenim 2, =z, = - -« == 2, = 2 vztahy

nf(x) = (n — 1f0) + f(nz)

Tesp.
[A&)] = [AO)] . Aina)

z nichZ jde pro =1

wf(1) = (0 — LAO) 4 fn)

resp.

O =[A0O . f(n)
¢ili

fz) = [A1) — D))z + A0)
Tesp.

.o J)
Hz) = f0). [f(O)}

znaéf-li # Cislo z piirozené Fady 1, 2, 3, .., anebo koneéné

(a) f@)y=ax +¥
resp. lx::l, 2,3, ...,
) fl@) =o' A*

kdez a’, b’, A jsou prozatim neznimé konstanty.

V ptipadé &' ==0 resp. &’ =1, t.j. f(0) =0 resp. A0) =1

mame vyrazy
fillw) =ax

Tesp.

file) =

zndmé to jiz vysledky; pri tom znati A libovolnou positivnf
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konstantu. Funkce f3(2) jsou jeding definované rovnicf (I) resp,
(I"); avsak relace (@) a (b) ukazujf jasné, Ze rovnictm (I) a (IL)
hovi jeding vyrazy v podstatd své shodné s funkcemi f,(x), totiz
virazy.af,(z) + b a afy(x), kdeZ a, b jsou neznémé dosud kon-
stanty. Bylo vSak jiz ukdzdno, Ze rovnicim (1) a (II) skutetné
vyhovuji funkee af,(#) +b a af,(x), necht a, b jsou jakékoliv

konstanty.
Jest tudiZz feSenfm funkciondln{ rovnice (I) resp. (II) vyraz
f@)=ax +b
resp.
f(x) = ad*®,

kdeZ a a b jsou zcela libovolné, A viak libovolnd kladnd konstanta.
. Obdobn& jako pti FeSeni rovnic (III') a (1V’) pievedou se

rovnice (I1T) a (IV) substituci z = A%, kdez L znaéf logarithmus
v soustavé o basi A, na tvar

JAS) . fAY) = A1) . fALet 1)

AAL) 4 f(AW) = f(1) +- 1= t),

t. j. na formu obdobnou formsm (II) resp. (I).

V téchto rovnicich mohou éisla Lz a Ly nabyti jakékoliv
positivni neb negativnf hodnoty; plati tedy pro vSechny mozné
redlné hodnoty proménné z a y relace

fIA%) . AAY) =) . f(A= 1Y)

resp.

resp.
SA®) + AAY) = fl) + f(A= )
8ili, znadf-li F(z) = f(A*®), rovnice

F(zx).F(y) = F0).F(z + )
resp.

F(z) +F) =F(0) +Fz+9),

t. j. rovnice (II) resp. (1), jeZ majf za FeSent

F(#) = F(0) . [}%—ﬂ

resp.



Fx) =[F(1) — F(0)} + F),

a prejdeme-li zpét ku f(A*)

FA®) = f(l)[@)T

A1)
resp.
JAT) = [fA) — D]+ A1)
ZavedSe Lz za z. obdrzfme vatahy
ALy = A1) . |[TB]
FAY) = A1) . [ﬂl)i'
resp.

JIAL) = [AA) — fD)|Le + (1),
anebo — coZ jest totéz —

f@) = A1) . 2@ )
resp.
(@) =[A(A) — f(].Le + A1) .

Vysledky tyto ukazuji, Ze rovnicim (III) a (IV) opé&t hovi
jediné funkce v podstaté své shodné s funkcemi £ (), totiz
vyrazy ax™ a alx 4 b, kdeZ a, b jsou neznimé dosud kon-
stanty a L znaé{ logarithmus v soustavé o libovolné basi A >0;
bylo v3ak ukdzdno, Ze jim de facto vyhovuji funkce af(x) a
af,(x) + b, kdez a, b znati zcela libovolné konstanty.

Funkee, hovici rovnici (IT1) resp. (IV: jest tudiz opét
mocnina resp. logarithmus, t. j.

SHx) = ax™
resp.
He)=alix + 0.

Tim problém FeSen.
Jednoznaéné a v libovolngch mezich rediné promeénné x spo-
Jité funkce f(x) takové, Ze pri jakékoliv fumkei @ vyhovuji rovnic
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f@)+y) =@+ y)

fz). fy) = 9@ +9),
Az) . fly) = o(ay),
@) +Ay) = pay),

Jsou definovdny funkciondini rovnici

f@) + ) = 1) + fl@ +9)

resp.

resp. A
A=) . fy) =f0) . fle +9),
Az) . fly) = A1) . flzy),
Fx) + fly) = Q) + flzy),

a gsou vidy o jediné typu

f&) =azx-+b v mesich — co <L &<+ o0

resp.
J(x) = aA® pri A0 a pro — o0 L x< + o0,
Hzw) = az™ v mesich 0 Sz <<+ oo,
fe)=aLz+b pri A>0 a pro 0<<2 <~ oo,

kdeZ a, b, m, a, A #nadi ostatné zcela libovolné konstanty.

* *
*

Problém 2. Stanoviti komplexni funkce f(e) = @ () +- ip(x)
rediné proménné x tak, aby v libovolngch redlmjch mezich pro-
ménné x byly spojité a jednoznainé a pro kaddou redlnou hodnotu
z a y hovély rovnici

(I') f@ + y) = fl@) + 1)
resp. .
Ir) Az +y) = fa) . fy) «

a ddle takové, jei v libovolnjch positivnich mezich jsou spojité
a pro kaZdow redlnou positivnou hodnotu proménnjch x a y
hovi rovmici

(I Haxy) = f(x). fy)
resp.
(v HAzy) = fiz) +1y)



167

Dosadime-li do rovnice (I’) a (IV’) za f(z) vyraz

o(2) + t¥(x),
obdrzime relace
Pl +9) + W@ + 9) = (@) + W(2) 4 ¢(y) + W)
P(zy) + W(zy) = 9(@) + i9(2) + @) + id(y),
z nichz plynou, polozime-li koefficienty pii 4=Y)—1 sobé rovny,
simultanni vztahy

P +y) =9@ + 91y
V(@ +y) = ¥(@) + @)
resp.
P(zy) = 9(@) + P(y)
V(zy) = ¥(@) + ¢(y) .
Rovnice tyto reSeny byly v pfedchozim problému; funkce,
jez jim vyhovuji, jsou tvaru
¢ (x)=z.9()=ax
p(@)=2.9(1)=bx
resp.
¢ @) =¢ (A).Lx = alLex
P (x) =¥ (A) . Lx = bLu,
kdeZ ¢ a b znaéi zcela libovolné konstanty, A libovolnou po-
sitivni konstantu a L logarithmus o basi A.
Funkce f (z) definované rovnicf (I’) resp. (I\”) jsou tudiz
funkce
fl)y=azx-+ibxr = (a+ b))z
f (@) = aLx + ibLa = (a - bi) Ly.
Je#to pak
S (1) = a - bi resp. f(A) =a - bi,
plat{ i pro komplexni funkece f(x) vztah

f@)=r()e

resp.

resp.
F (@) =f () Lz

Funkce takto nabyté lze patrné obdrzeti pouhou substituct
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zcela libovolné imagindrni konstanty a -+ bi za redlnou konstantu

a ve vyrazech pro funkce f (), jeZ definovdny byly tymiZ ro-
. vnicemi v problému 1.

Sukcessivnim pouzitim formulky (II') na hodnoty =z,

%y ..., %y & stanovenim x, = x, = -.- = x,, = x nabudeme vyrazu

S (nx) = f ()"
a pro x = 1resp. x = % hodnoty

1
n

" 1 .
FW=[FOF =@ resp £ () =(F 0T
odkudZ plyne nutny pozadavek f (1) =0.
Znatf-li a komplexnf ¢islo, jehoZ trigonometricky tvar jest
a = A (cos @ - ¢ 8in &)

— tudfz A >0, « positivai neb negativn{ hodnota -— obdrZime

f(%):{/a = \Tﬂl.(cos £ ”g—lﬂ—{—isin -‘f—i—;‘%>

a, znaél-li m jakékoliv celé ¢islo,
w R
f(—n—)_a =[A l.[cos ;(u-{—%n)

tisin (@4 2ksz)]’
kdez i % znaéf libovolné celistvé &¢fslo. Pravd strana posledni
rovnice jest zdvisld skuteéné pouze na argumentu %2— , tJ.
S (x) = a*,

znadi-li « jakékoliv raciondlné éislo.
Je-li @, raciondlné ¢&islo a § =lim @, pii » = oo ¥slo
irraciondIné, platf zajisté

F(9s) =a’"=| A% | .[c0s @n (¢ + 2km) + isin @u (@ 4 2km)];
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roste-li nyni n do nekoneéna, tu plati lim A% = Af, ale i

lim cos ¢, (¢ <+ 2kx) = cos lim @, (¢ -+ 2k=)
lim sin @, (¢ + 2k7) = sin lim @, (« + 2k)

vzhledem na spojitost funkei cosinusu a sinusu pro jakykoliv
ealny argument; tim nabudeme pro f(£) hodnoty

r
FE =] A% .[cos £ (& + 2hm) + i sim & (o - 2km)| = a,

kdeZ %k znali celistvé Efslo.
Spojitd komplexni funkce redlného argumentu z, hovici
funkciondlni rovnici (II'), m4 tudfz formu

f(@)=a*= | A | . [cos 2 (a + 2k®) +isin 2 (« -+ 2kx)),

kdez a = | A|.'cos ¢« + ¢sine) znadf zcela libovolnou kom-
plexni konstantu; nebot pti jakémkoliv a plati identicky

ar.a¥ = a*tv.

Trigonometricky tvar pro funkei s () = a* ukazuje, Ze f (%)
mé hodnotu jednu, konetny neb nekoneény pocet hodnot podle
toho, je-li « &islo celistvé, lomené neb irraciondiné.

Omezfme-li se na oblouky v mezich — = <<a <=, pak
zove se hodnota pro a¢, p¥slusici # =0, hlavni hodnotou?)
funkce a®, t. j. hlavnf hodnota funkce definované rovnicf (II’) jest

a* = | A* | . (cos xa 4 isinze), —w-Ja<m.

Rovnici (II) uvedme substituef ¢ =A—A >0 a L
oznaleni pro logarithmus v soustavé o basi A — na zndmou jiZ
formu

S (Attl) = f (A=) . f (AY)
¢ili
S (A*H) =1 (A%) . f (49),

1) Nézev ,hlavni hodnota“ (Hauptwerth) zavedl Weierstrass. Dle
ndvrhu G. Bjoérlinga Cauchy uZival ndzvu racine resp. logarithm, puissance
oprincipalet. S Weierstrassovym oznaéenim obdobné jest anglické pojmeno-
véni nthe principal branché.

12



170

jezto v rovnici té Lz a Ly znaliti mohou jakdkoliv redlnd ¢isla
positivni a negativni, aneb koneéné

F+y) =F@).F@)),

znadi-li F () =f (A9).
ReSeni rovnice této jest F (x) = a®, takze obdrZime

f(A*)=a",
a pfejdeme-li k logarithmu Lz,
f(AY?) = al* = | B| Y. [cos & + ¢8in |-
aneb — cozZ jest totéz —
f(x) = ate = 2L 1B [cos («Lz) + i sin (eLz)|.

Jezto | B - > 0, jsouc modulem komplexntho &fsla a, jest
L | B | jakékoliv redlné positivné neb negativné ¢islo; a jest
rovnéz zcela libovolné &islo redlné. Nebof pro kaZdé reslné
LB a « splnéna jest relace

I@) . f(y) =T (zy)
identicky. .
Spojité komplexni funkce f (x) rediného argumentu x, hovici
Junkctondlnim rovnicim

JO 9 =50 +r®,

F +yp=r@.r(y),
J(xy) = f(x). f(¥),
S (2y) =1 @) +-1 (),

jsou funkce

f(z) = (a+bi x,
J(x) = A® . [cos x (a 4 2km) + i sinx (4 + 2kn)|,
S (x) = z*. [cos (bLix) 4~ ¢ stn (DLz)],
f(2) = (a +bi). Lz,
kdez a, b anali scela Ubovolné redlné, A libovolnou positivni

konstantu redlnou, k celistvé rediné éislo u L logarithmus v sou-
stavé o libovolné kladné bast.
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Vzhledem k jeSeni problému 1. nahlédneme snadno, Ze
Junkce

f(x)=a-+br+ (c+dr)d,

F(r) =aA" . [cos {b +z(c+ 2km)} +-isin(b -+ x (¢ + 2km)}],
S lx) = ar” . [cos {bL (cx)} + isin (DL (cx)}),

f(x) =a + dLx 4 [¢ + dLx}

— % michZ plynou hodnoty

f10)=a-ci,

f(0) = a[cos b + ¢ sin b),

F (1) = a[cos (bLc) -+ 4 sin (bLe)),
M) =at+a

a kdeZ a, b, ¢, d, m zadi zcela lbovolné redlné konstanty,
k celistvé redlné Cislo a L logarithmus v soustavé o kladné basi —
Jsou jediné komplerui funkce redlného argumentu, definovand
Junkctondlnimi rovnicemi

F)+1@)=r0+rsr=+y),
F@) . =50 ./ (x+y),
F@ . fy)=rQa).r(xy),

F@ +f @) =rQ0)+5(xy),

a tudif jediné vyrazy, hovicirelucim (1), (2), (3), (4) predchoziho
problému.
Prfsludny dikaz jest wiplné analogon dikazu v problému 1.

% %
*

Problém 3. Stanoviti spojité funkce f (x) kompleaniho argu-
mentu x = & —+ in tak, aby pii libovolném x a y hovély funkciondini
rovnict

I - fle+n=r® +1©
resp.

A fledy =ru). L@,

[ - fley =rfiz). f©),

avn fxy) =f (@ +1©®).

12%
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Jednalo-li by se o komplexnf funkce v nej§ir§im smyslu?)
slova toho, pak druhé z uvedenych funkciondlnich rovnic hovéla
by na pi. funkce

(@) = at. b,
kdeZ a, b jsou libovolné komplexni konstanty
a = A (cos @« - isin )
b =B (cos g -+ 4sin ),
t. j. funkce
f (x) = A*B7 . [cos («& 4 B%) | ¢ sin (¢ 1 pn)];
nebof, znafi-li y = §, 4 in,, jest f(y) = a®.bn a relace

f@) . fy) =ath b= f(z+y)
ukazuje, ze podmince (II’) jest vyhovéno.

Nenf-li v8ak b zcela uréitou funkef konstanty @, nenf funkee
F(x) = a*.b" vibec analytickou. Dluzno tudfZz ptibrati jeSté tu
podminku, aby funkce definované rovnicemi (I7), (II"), (III") a (IV”)
byly analytickyms.

Vzhledem k fe3enf rovmice (1) v pfedchozich problémech
miizeme predpoklddati, Ze funkce rovnici této hovici jest tvaru

f ) =a (i) = ax,

kdez a znalf libovolnou komplexni konstantu « {- Bi; skuteéné
pak, znadf-li opét y = &, | 7,1, jest relac{

F@+r@=alf+&+ @+m)il=5(x+y)
verifikovéno feSenf f(#) = ax pro komplexni @ i 2. Z ulinéné
pak supposice o f (), totiz byti analytickou, plyne, Ze

J (@) = af — Py —+ (B +-yn)

jest jedinou funkei Z4danych vlastnosti, jez hovi predloZené
funkciondln{ rovnici (I’).

) Viz na pi. Cauchy, Comptes rendus, Tome 82, p. 161. neb Stolz,
Arithmetik, 1I. Theil, p. 82.
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Jednoznaénd analytickd funkce £ () komplexniho argumentu
x = §-+in méd tu vlastnost, Ze kaZdému nesinguldrnimu bodu a
ptitaditi 1ze positivni &fslo 0 takové, Ze pro viechny hodnoty
hovicf podmince | z — a | << pifslusné hodnoty f(x) vyjidieny
jsou koneénou neb nekoneénou potenénf fadou argumentu z—a.
Mime tedy dle oznatenf Weierstrassova

f(@) =P (& — a).

JelikoZ z funkciondln{ rovnice (II’) plyne, Ze pro =0
jest f(0)=1, tedy hodnoté konelné, zkusme, zdali by bylo
mozno funkei rovnici (II) hoviei vyjddfiti potenéni Fadou P pFi
a =20, t. j. zda-li 1ze poloZiti

1N f@=PB@=a tazx{...faaz"4....

Dosadime-li za f(z), f(y) & f(x—+y) piisluSné potencn{
fady do rovnice (II') a provedeme-li nésobenf na pravé strang,
obdrZ{me vyraz

a,+a, (x+y) +a, @+ 22y +y>H+...
+ (M + B Oy XY™+ .
=a; 4 a, ¢ (x+y) +a,a, (> +y>) +alzy+. ..
G amaxmyr 4. ..

a jezto koéfficienty u 2™y" na obou ‘stranich sobé rovnati se
museji'), jednoduchy vztah

m n . m
@) a...a,.:( ;’f )a.,.,}.,,pf‘l ”}:0, L2 ...,

z nghoz prom =n =0 plyne a} = q,, t. j. a, =0 neh ¢, = 1.
Predpoklad a, =0 mé&l by viak za nésledek a, = 0, t. j.
i f(x)=0, coZ jest nepiipustné; jest tudit a, = 1.
Klademe-li m =1, n=1, 2, 8, ..., obdrifme rovnice

2 ¢ —_—
a, —'Zaa; a, (12'—3&3,..., a, An—1 = NGy, ..

') Dikaz této véty viz na pf.: Stolz, Arithmetik, I Theil, p. 294.
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a jich vzdjemnym ndsobenfm vzorec?)
s ay
(3) n = 'r;_! ’
jeito. #4dné z &sel a, a,, ... annullovati se nemdZe.
Vyraz (3) hovl de facto relaci (2) vzhledem k identité

(m+ n): (m —+ n)!

m minl
Potencni fada B (x) md tedy tvar

(a, x)*

@ B@=1+az+-— -+...+L€%>:'_+_”

a konverguje absolutné pro jakékoliv konetné x. Dosazenim
B () do rovnice (II") lze se plesvédiiti, Ze nalezend potentni
fada ji vskutku vyhovuje a Ze jest tudfZ jejim FeSenfm, necht
a, znatl jakoukoliv konstantu riznou od nully.

Z rovnice (II’) plyne hodnota f(l)=a, kdei a znati
rovnéZz libovolnou konstantu: pro z =1 vyplyvd z potenini
Fady 9P (x) souvislost wezi a a a,, totiz

) BW=a=lto+ui. .5
21 n!

Jest v8ak otdzkou, zda-li existuji takové hodnoty a,, jeZ

splituji rovnici (8); polozime-li a, = 1, obdrZime

1 1
BAL)=1+41 -{—72! ~f——}—m—{—- =e,
kdeZ e znaéi basi ptirozenych logarithmd; hodnota @, = 1 hovi
tedy relaci (5). Oznaéime-li piisluSnou Fadu P(z) symbolem

E (z), mime

(6) E(m):l—{—m—}—;—;—}-—{—%—&—,

1) Srovnej Studnicka, Vyklady o funkeich monoperiodickych. V Praze,
1893, p. 167—169.
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(M) E@.E@ =E@+y
a hodnoty
E(l)=e E(a)=a, E@0) =1

Substitucf «¢ za x do rovnice (6) nabudeme relace

N x* x? . 23 2
By =1— St S i S )

¢ili strulné

(8) E (xt) = C () + 18 (),

kdez C(x) a S(z) znadi konvergentni Fady

2 4
9 8 5
== Frr i

Je-li v o =£+ 4y proménnd % =0, obdrzime z (8) relaci
E (&) = C () +8(&);

jelikoz viak C (&) a S(§) pfi redlném £ jsou vzhledem k jich
definici rovnicemi (9) zndmé funkce cos & a sin £, miZeme psdti

(10) E (§/) = cos § -+ i 8in § = e¥;

definujeme-li pak funkce cosinus a sinus i pro komplexnf argu-
ment x tymiz Fadami, t. j. fadami (9), plyne z (8) vztah

(11) E (x1) = cos ¢+ ¢ sin @ = €.
UvaZujme nyni rovnici

Dosadivie & -+ 40 za z, obdrzime pomoci relacf (7) a (11)
rovnice
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E(§ cosy =1, E(§)siny =<0,
z nichZ plyne .
n=2%xa E¢ =1tj §=0.
Tim dojdeme vysledku
E(#n) =1 pti 9 = 2k=
¢ili
E (ki) =1 pHi +%=0,1,2,...
a vzhledem k (7)
(12) E(x +2kwi) = E(x) pro +%k=0,1,2,..
Jest tudfz funkee E(z) periodickd a sice o periodé 2mi.

Jednd se nynf o feSenf rovnice E(a)) = a, kdeZ a znadi
komplexn{ konstantu A(cos « 4+ ¢sin ), A >0. Jako pii pFed-
chozim Feeni obdrzfme pomoci relact (7) a (11) z rovnice

(13) E(a,) = A (cos &+ sin @)

vztahy
E(¢) cosy=Acos«

E()siny = Asine,
jich zdvojmocnénim a settenim
[E@F =A% t. j. B =e' =A
a logarithmovdnim v soustavé o basi ¢ hodnotu
§=1A,

natef i rovnice
cosy=cosea, siny=sina.

Je-li oblouk & v mezich —» << e« ==, pak rovnicim po-
slednfm hovi patrné jen jediné 5 = e

Tim nabudeme pro kofen rovnice (13) vyrazu

a, =IA + a1
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vzhledem pak k relaci (12) hovi rovmici (13) jako#to ko¥eny
hodnoty

a, =IA -+ (a+2kx), +k=0,1,2, ...
¢ili struéné
@, = La = la + 2kmi .
Hodnota la zove se hlavnf hodnotou logarithmu La.

Z rovnice (6) obdrzime, kladouce a,x = xLa za x, rovnici
(4). Jest tudiz funkce

B(x) = E(xLa) = e** = a*,

kdez La znati libovolnou, ale zcela uréitou hodnotu pfirozeného
logarithmu &isla a, jedinym fesenim funkeiondln{ rovnice (II’).
Jeito pak

E(xzLa) = E(zla) . EQkrzi) ,
miZeme téZ psati
P(x) = a* = E(zla) . E(2knxs) .

Hodnota E(xla) zove se hlavni hodnotou exponentiely a=.
Polozime-li

=&+, a=A(cosa+|isine), o —a-+4 2%k
a
La=IA 4 o3,
obdrZime
zLa = EIA — qo’ + ('’ -} qlA )

a pro exponentielu a* vyraz
a* = Afe—17 . [cos(fa’ + ylA) + ¢ sin(be’ + ylA)] .

Jeji hlavnf hodnota déna jest tymz vyrazem, zaménime-li o’ za
«; nebof tim supponujeme %= 0.

Srovname-li vysledek tento s vyrazem pro funkei
fl@) = a8 b7
na potdtku teto tvahy, shleddvdme, Ze musf
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B_—_g"‘(o"f‘ﬂ'-') a ﬂ:lA,
£ j.
b —=e—(+%n (coglA +isinlA) = f(e,A),

mé-li funkce ad7 byti analytickou funkef argumentu = § + iy
Posledni rovnice uddvéd onen vztah mezi konstantou & a kon-
stantou a, 0 némz se byla stala zmfnka?). ‘

Z funkciondln{ rovnice kowmplexni funkce a® plyne p¥imo,
ze funkeci tuto lze rozvinouti v potenéni ¥fadu kol bodu z =0,
t. j. Ze a* = P(x). Nebot, je-li funkce tato vibec analytickou,
musi existovati aspon jeden takovy bod x,, pro né&jz by platil
vyvoj

a* = 2% A (z— x,)~.
0

Polozme z—2, =y, t. j. x =y -+ x,; pomoci funkciondlni
rovnice (II’) obdrZime pro hodnoty tyto vztah

o)

A@) = fly+5) =f) -S@) = YAy

tili
1S .
f@>—m20 Ay

1) Vztah ten jest ndsledujicf:
Logarithmujeme-li rovnici &= /(«,A) v soustavé o basi e, obdrzime
vzhledem ku cos({A) + ¢sin({A) =eiA — berouce hlavni hodnoty —

b= — (o + 2kn) + /A = i[IA 4 (« + 2kn)i]);
stejné plati ‘
la—=IA + af, tedy Ib = il(a . e2kri),

JelikoZ pak E(2kzi)—1, nabudeme vztahu
b=ila—=1la*,
t. j.
b—ai.
Dosadivie hodnotu tuto do fankce afb”, méme opét
af o = gf T = o*

jakoZto hledanou analytickou funkei.
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jelikoZ pak ——— y jest konstantou, plati zajisté pro libovolné

f(
komplexnf &slo z fada dle potenci &sla x

1= Gy - Jyehar,

jak bylo dokdzati.

Z relace této plyne ddle, Ze funkce f(%) jest v kazdém
bodé x, rozvinutelna v potenénf fadu typu ZA.(z -— z,)*. Nebot
funkciondlni rovnice (II”), applikovéna na identitu

Sf(@) =fiz, +—$—":~wo) ’
podédvd relaci

A@) = F@) - flw— 2,) = Az,) Y p Aule — ),
0

necht z, jest jakdkoliv hodnota, a ukazuje krom toho, Ze funkce
a® nemize byti nikdy rovmna nulle, nebot by pro kazdy koien
z, rovnice flx,) = O byla pii jakémkoliv # splnéna rovnice

Jx) :f(mo) .2:« A(z—ux) =0

identicky.

Funkce tato nestdvd se v celé roving cfsel o =—=¢ - 7,
|| < M, ani nekonetnou ani se neannulluje; jest tedy v celé
roviné ¢&isel 2 monogennf?).

Co se tyte rovnice (III), tu moZno pfedpoklidati se zfe-
telem k pfislusnym fefenfm v problémech pfedchozich, ze j{ vy-
hovovati bude funkce

f@) =",

kdeZ vSak m znadi libovolnou komplexni konstantu.

) Nédzev ten dle Cauchyho: ,fonction monogéne“. Briot a Bouguet
uzfvaji pro tent§Z pojem vjrazu ,fonction homolorphe“; Weierstrass pak
yFunktion vom Charakter der ganzen Funktionen® aneb struéné ,ganze
Funktion®. :
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Skutetné vyraz tento vyhovuje rovnici 11" ; nebot
xat b gat b — (py)e (wy)¥ = (wy)>+

takZe pro f{x) = «™ jest funkciondlni rovnice

flaey) = =) - fy)
splnéna identicky.

Jednd se viak o to, zdali funkce tato jest i analytickou;
aby ji byla, musi dle definice takovychto funkef byti schopna
rozvoje vfadu dle potencf jistého argumentu o« —x,, t. j. musf
byti definovdna Fadou

F@) = Ble— ) = Yrala—a),
0
kdez «, jest nezndmd dosud hodnota.
Pomoci identity

flz) = f(xo{l -+ ’3—%@}) =f=) . f ( 14 9—6»7@-)

%y

obdrZfme, pi§ice y misto g-;—f‘! , fadu
0

1 -]
A+y)= Faa) Zua,,x;y”
0
2 z ni po substituci z za y a
@

b= Fay

piipustné vzhledem k tomu, Ze z, & f(=,) jsou konstanty, rozvoj

a0

f@) = Yr b ‘

0

Konklusf tedy jest: Laze-li funkei f{x) rozvinouti dle po-
tenc{ argumentu z— z,, lze fil + %) rozvinouti v fadu dle
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potenci argumentu z. JelikoZz pak flx) =an, jest f(1-+x) =
(1L 4+ z)™; jednd se tudiz o fadu dle potenei x pro binom
(1 + )™, je-li m libovolnd komplexni konstanta.

Refenf problému tohoto, s velkymi podetnimi obtiZemi
spojeného, podal slavny Niels Henrik Abel?).

Analytickou funkei komplexnfho argumentu x, hovici funk-
ciondlni rovnici (IIT’), jest tedy

fz) = o
pii libovolném stdlém komplexnim .

ReSen! funkciondlnf rovnice (IV’).

Aby existovala analytickd funkce f(x) vyhovujief relaci
V"), musi pro jisty nesinguldrni bod =, byti definovina kon-
vergentn{ potenén{ fadou

@) =Pl —=x)=a, +a,(x —2,) + ... +an(x—2)"+...,

kdez w, jest hodnota dosud neznidmd. Za této supposice musi
téZ se zietelem k identitdm

fid) =g +7(1+252),
%, x— 2z,

F@) =t + 5, =%t 4, (——57) ST

0

S#@,) = a, = b,, tedy i flw,) =PO) =5, ,

pfi CemZ b, znati hodnotu a,x}, platiti vztah

49 =3by

2—%

— klademe-li y = — a z této relace substituci

Ly
y =2 — 1 potendni fada pro funkci f(#), t. j.

1) Abel, Oeuvres complétes 1881, Tomne L, p. 219—246.
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f@) = Yobiz—1r =B 1

1

jest tedy pafrné onim hledanym nesinguldrnfm bodem hod od-
povidajfcf hodnoté z, = 1. Odtud plyne: Lze-li funkei f(z) roz-
vinouti dle potenc{ argumentu z — x,, 1ze i f{1 -} z) rozvinouti
v tadu dle potenci z.

Nahradivie v identité
— - Y
A+ o9 =f0+a)+5(1+ )
funkce f ptisludnymi potenénimi ¥adami, nabudeme relace

e+ o)+ b@t ) b b b
=bax +bx*+...F b L,

Y i'i”aé+b2(14y-w)2+"' ' bm(lix)m+---,

z niz po srovndni koefficientd na obou strandch u y™ dojdeme,
pouZivie binomického theorému, vztahu

b 4 bmprm 4 1)@+ ..o F bnpn(m - B)a L
= b + (— m),bn2 + (— M)zt . . (— W2 ..

Dle methody neuréitfch koéfficientd shleddme, Ze tento
vztah vyzaduje rovnici

Donon (M0 - 1), = bpn (— M)
prom=1,2 3,...; pro m =1 médme

n O
b =(—1) ﬁl_;

dosadivSe vysledek tento do rovunice ptedchozi, presvédiime se,
Ze jest pokaZzdé splnéna identicky, takZe tento nekonelny potet
rovnic neobsahuje Z4dného rozporu.

YV konvergenénf oblasti jest tedy potenéni Fadou
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f(x):bll:x—l—-(ﬁ:QI_)z o+ (=)@ — 1) +:‘

”n

definovdna funkce, hovici funkciondlni rovnici (IV’).
Jezto pak patrné

f(1+x):bl.)}<— Vgl

jest

*
k=1 ¥
/) b Z (kL

pii jakémkoliv b, ; kladouce x = & t.j. =0, obdrzime relaci

o T ) S L B B B e

Pak vime, Ze existuje zajisté takovd redlnd hodnota pro
b,, ze splnéna jest rovnice

22
ebl (5—'2—+) — 1_“_5’
t. j. Ze
ef(H-E): 1 _}_ §_=_el(1+5)
¢ili

FA+H =148

Hovi tudfz funkciondlnf rovnici (IV’) funkce

DI+ =030 (D Z,
1
aneb, polozime-li

kdez 1g znati logarithmus o basi a,

1) Dikaz toho viz na pr. Thomae, Elem. Theorie der Funktionen
einer complexen Variabelen, 1880.
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o0

k
f(1+x):1g(l+x):lge.zk (—1)""‘.%,

1
t. j.
fx)=lg=.
Znaci-li a libovolnou komplexni konstantu, hovi funkeio-
ndlnf rovnici (IV’) obecn& funkce

f(x) =alga.

: Spojité analytické funkce komplexniho argumentu x, hovici
Sunkciondlnim rovwicim (') resp. (IT'), (III"), (IV') jsou funkce

fx)=azx
resp.

f(x) =a*,

fl@)=am,

f(x) = a.4Lz,

kdez a enadi libovolnow komplexni konstantu a L logarithmus
soustavy o rediné basi 4> 0.

Se zietelem na ptedchozi obdobng Fe$enf nahlédneme
snadno, Ze fumkce

fl@y=ax+0d
resp.

f(@)=b.a",

f@y=a.z™,

f@)=a.Lz+0d
Jsou jediné analytické funmkce kowplexniho argumentu x — &,
vyhovujici rovnicim
e@E+y=r@+s5¥)
p@E+y=r(=.f)),

pEy)=r@ .1,
P (zy) =S (@) 41 );

p#i tom emadi a, b, m zcela libovolné komplexni konstanty, L pak
logarithmus v soustavé o kladné redlné basi.

resp.

* *
%
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II. Stanoveni integrali funkei, hovicich uréitym
podminkim.

Hovi-li spojité funkee ¢ (,%) a ¥ (2, ¥) podmince

9 (z,y) _ Y@ 9)
M Ty e

a jsou-li i tyto derivace spojitymi funkcemi, jest v platnosti

relace *) (Cauchyova)

@ o @y, dz=[[v @), d

Hovi-li spojité funkece f; (%), f, (), - .., fu (x) rovnici
3  Ple@ ] =F[A @ L@ S (@), fu(®)]

a jsou-li i parcidlné derivace

2 d d

aay [ ;(Z ~ [F. aZ
d d

_93;[4, aa(; = a‘x"[F"az

funkcemi spojitymi, pak plati

z y B
@) /[F—;Z -—y“f[F.%-‘;—]%dy.

Rovnice (1) jest totiZz splnéna identicky; nebot jezto

) dp 7_ OF
ay [F 1Ty + Dmay
a
F W(p
hi [F :]"" +F. axay

*) Viz na pr. Serret, Cours de calcul différentiel et intégral, 4. Ed.
1894, Tome 1L p. 114,
13
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a je#to vzhledem ku (3) jest

F __ do
dy T dep Ty
a 0F _ do ¢
W T dp T 2z

plyne z relaci téchto

OF 29 _ OF 29
dy T T " dy

a tudiz i

2
® aay [B a(: = aax [F a;; ]

Applikace relace (4).
1. Stanoviti integrdly spojitych funkci f () hovicich rovwict

@ D(z+y) =f@)+f(,
resp. ,

an D(z+y)=f @) .fy),

(110) D xy) =f(x). fy),

Iv) D (zy) = f(2)+f (¥ .

JelikoZ jsou funkce f (x) dle supposice spojité, jest patrné
pokazdé i funkce F spojitou, rovndZ funkce ¢, iz ,«-2%—;
jezto pak

) I
55 =/ @) resp. fly).['(@),

vyZzaduje applikace Cauchy-ovy relace, aby pokazdé také derivace

funkce f(z) byla spojitou. Za téchto tedy supposici pouZivie
relace (4) obdrZime

f [F(@) +F @), do= / [F @) +F @)L, dy

resp.
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Jif @@L, do=[Tr@ 7L, v,

%o

[1r@ syl de=[1r@ @ ) dy,

SUr@ +@h o, do= [T/ @ + 7 @), dy.

Z prvnf z téchto rovnic plyne po krdtké redukei

@l _ )
vl — [ ’

kdez A znalf patrnd jistou konstantu, takie pro x, =0 a pak
pro # = 1 nabudeme vyrazi

f(@)—f(0)=Az
F()—f0) =4

integrujice vyraz f(x) =f (0) + Az obdriime hledany integrdl.
Integrdly funkei hovicich rovnici (I) maji tudiz tvar

[F@de =10 —FO] % +fQ)z+C

— kdez C znac¢i arbitrdrni konstantu.
Z druhé rovnice vyplyvd

[rwaw  [roa
J@)—fiz) — ) — f (%)

=A,
t. .
Y
Jr@ar =A@
T
differencujice relaci tuto dle horni proménné meze x, obdrzime,

kladouce z = 0, hodnotu
13%
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£.0)
A=F0o

a tudfz pro integrdl funkef, hovicich rovnici (II), viraz typu
0
Jr@az= 1 7@ + 0.

Rovnice tieti poskytuje pfedeviim vztah

Wl [t@de =@, [rudy,
%o Yo
z n&hoZ plyne
f f (@) d» yf () dy

el | Wl
t. j.
Sr@as= Alare ;

z derivace vyrazu tohoto dle proménné z plyne pr{kladné pro
z = 1 hodnota

W
A=TFmr 0

Jsou tedy iﬁtegrély funkef, hovicich rovnici (III), vidy
tvaru

W)
J#@) d =y @+ O

Rovnice &tvrtd poddvd vztah
—9). [F@ s+ @—q) . O,
29
=@—a). [F0) &y +@—9) . [ @),
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z ného% plyne

[i@a—w @  [fo)d—w e
o — % — A

T — X, LYY

ili
[F@ dz= =fa) + As]’ .

Z derivace relace této dle « obdrzime, kladouce za x p¥i-
pustnou konstantu, na pf. x=1,

A=—7r©Q).

Integrély funkef, hovicich rovnici (IV), maji tedy nutng
tvar

[ F@)de =af @) — F(1)=+C.

Pifkladem bud f(x) =al(x) + b; ze vzorce poslednfho
vychdzi

[F @) dz=ae.Ue) + (B — o)z +C.

Vysledkd prdvé nabytych dojiti 1ze — ovSem za pifsluSnych
supposici — velice struéné ndsledujicim zplsobem.

Parcidloym differencovanim rovnic (I), (II), (III) a (IV)
z prvnf stati, problému 1., dle y obdrzfine, kladouce y =0
resp. ¥ = 1, vztahy

®) F@=70 bl o @ =7 0=
resp. £0)
M @) = %05 F@s
Q)
® @) = Fgy @),
O of@)=r (1),

z nich pak integrovdnfm a to (6)
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2 @) — [F@de=F(0) 5+,

t. j.

[rede =] 7@—r0F ]+ c;
ze (7) plyne

[r@ie = F @ + 0,
z (8)

£ .

S r@ de =G {wf(w)—/f(w) da},
t. j.

S7 @=L S are) + C
az (9

af (@) — [fl@) de =)z +C,

t. j.

[ F(@) de =af @) —f (1) 2+ C.
2. Stanoviti integrdl spojitych funkei f (x) hovicich rovnmics

(100 @(V1—y* +yVI—o") = f(2) + /(v
Z rovnice této plynou pro hodnotu y = 0 vatahy

D (z) =f(0) + /()
D \x) = f ()
a parcidlnym derivovanim dle y pro y =0

o = 1 10)
(11) I (@) ——W—-T .

V piipadé tomto jest

¢ _ WD __917/__
dw ==y I
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ptislusnd rovnice (4) md tedy tvar
[ro+roffm=r -2 ] @

EZY \ 1 z Yo
— — {]
=/ Tl +swfyT= Ly
Oznatime-li vyraz na levé strané rovnice této ¥ (x,¥),

plyne vzdjemnou zdménou argumenti = a y vyraz na strang
pravé, takze obdrzime charakteristicky vztah

|

~

I

T, ) =T (y, x),

t. j. funkee ¥(x,y) jest symmetrickou.
PouZijeme jistych dvou vét o funkeich symmetrickych, totiz
) je-li symmetrickd funkce ¥(z,y) rovna vyrazu

wl (xa .7/9 + ‘% (m) fl/)

a je-li i funkce ¥, (z, ) symmetrickou, musi téZ funkce ¥, (2, ¥)
byti symmetrickou;
@) je-li symmetrickd funkce ¥ (z,y) rovna vyrazu

11)3 (w) + 11)4 (y) )

mus{ rozdil ¥, (x) — ¥, () rovnati se konstanté.
Rozvedeme-li vyraz ¥ (z,y), shledime, Ze symmetrickou
funkei ¥, (x,y) jest vyraz

(] . [FO) VT =9+ [9].[F@NT = &%) — [«].[9] ./ (O)

a tudfz Ze ndsledkem toho pro symmetrickou funkei

dx
Y, (%, ¥) ff( 2 [ Y (%))

!

V=== e | iy

Y (x,y) =

platiti mus{



fro @)
—_— % —_ v z
A (e R =)

kdez A znaél konstantu a velké zévorky, Ze vyrazy v nich
obsaZené dluZno brdti v mezich =, z, resp. g, g, .

Z této posledni rovnice vyplyvd hodnota integrdalu funkce
F(@), totiz

_/'}(x') dw = [xf (x) + AVI—2? ] :

z derivace dle z obdrzime pro z =0

A=r(0),
takZe jakoito typ integrdld funkef hovicich rovnici (10) mame
vyraz
[F@dz= xf (@) +F OV —2*+C.
Rovnici (10) hovi pfi libovolném stilém A a B kaZdd

funkece f(x) — A arcsinx 4+ B; jest tudiZ v pripadé A =< O,
B =0 — vzhledem ku /" (0) = A — ptisluSnym integrilem vyraz

/ Sf(@)ydz =z (Aarcsinz -+ B) -+ A VI—%* + C.

Ndsobice rovnici (11) proménnou x a integrujice pak,
obdrzime vztah

¢ili L
[f @ dz=af @) +7 0 VI—24C:

3. Stanoviti integrdl spojitych funkci f(x) hovicich rovmici

(13) @ (2L ) = 76 +rw).
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Z rovnice této plyne pro y =0
_ ® (2) = £(0) + £ (=),
b ”@)=r@®.

Parcidlnym derivovdnim rovnice (13) dle y obdrifme,
kladouce ¥y =0, vyraz

(14 C@=r@="11

Stru¢né dojdeme integrdlu funkece f(x), ndsobice tuto
relaci proménnou z a integrujice ji, t. j.

of (2)— [ 1) do = £ (0) 5 L +27) + C
¢éili

/f(x)dw:xf(x) — 70 IVIF 22+ C.

Rovnici (18) hovi kaZdd funkce
J(z) = Aarctgz + B,

znaff-li A a B libovolné konstanty.
Jest tedy v naSem piipadé — £(0) = A —

/f(x) dex = x (A arctg z + B) — AlY1 — 2?4 C.
4. Stanovsti integrdl funkce F (x) = f, () f; (%), hovici rovnici
(15) P (zy) = f, (@) L) [f2 () + £, )]

Funkce ¥ (z,y) déna jest v tomto piipadé vyrazem

P9 = [(A@ADY LG+ 4O, ds,
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jejz uvedeme na tvar

(07, (@) o
voy 3

[W(&)f>(%)]
z - z + :
[A@ . whwl,  [A@d

[ufiy))

Je-li moZno poloziti / £, () do = aafy (m)]iu, jest levd strana

2y 3
a tudi2z i pravd symmetrickou funkei, a pak musi

[r@n@de

Y _BA@AE] o

(16) —— E@] onstanté A .
\/fx () du

Vzhledem k tomu, Ze funkce fy(%), jejiZz integral jest
typu azf, (), hovi vovnici g (zy; =/, (@) .f1(#), jest volba téo
funkce za f, (x) v vovnici (15) piipustoou.

Z relace (16) obdrzime vyraz

17 /f'l (2) fy(x)de= A _/ fi(z)dz—+[axf(x) f‘“,(:):‘)]zo

o

= [uaf, (@) 1, (@) + A},
z derivace rovnice (17) plyne pifkladnd pro v =1 hodnota

A=—af, (1),
nateZ obdrzime

(18) » [f.@)f, (@) dz

A RPN AL TAORE
=T ram™ ‘”[’f( )= 7 +.r'1<1>] 6

jezto z FeSen{ 1. problému II. stati vime, Ze konstanta a mé
hodnotu
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Rovnici (15) hovi p¥i libovolném stélém A, B kaidd funkce
F (@) = f, (1) f, (@) = Aam.Ig Bx;
jest tedy dle (18)

A
fo"‘ lg Bz dx = g xml [lg Bx— ]+ C.

m 41

Odvozeni pozoruhodnych rovnic pro komponenty
rychlosti ve drahach planet a komet.

Napsal

Dr. Gustav Gruss v Praze.
Eulerova véta pro parabolu
3 3
@ +r+u) — ¢ +r—n)® =6kt — 1)
a tim vice vSeobecn&j§( véta Lamberfova pro kuZeloseéky

3 3
F . £}
WO b )t — o — %) = Bk — 1) ;
__&—sines W = & —siné&
b= =1
sin® - & sin® =&

2

_rir—x

Sin”—l—.e: il i ke
2 a 4a

. 1
2 ’
— g sin’ ¢

(r, 7’ jsou radie vektory pro doby ¢ a #, x tetiva spojujic{ pra-
vodice # a9/, a velkd poloosa kuzeloseéky, & Gaussova konstanta
attrakéni) platila tak dlouho za curiosum, pokud vyzkumy Ha-
milton-Jacobi-ho neobjevily klite pro pozoruhodné véty a nové
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