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K didaktice veli¢in komplexnich.

Napsal

M. Lerch,
docent pif eské vysoké Bkole technické v Praze.

Mathematika jest v povaze své sloZitéjsf, nez jak se zdd
povrchnimu pozorovateli. Béhem vékd podatilo se udéliti me-
thoddém a vysledkim algebry jistou formdlni jednoduchost, nut-
nou k dal§fmu pokroku, kterd vSak u zacdteCnika byvéd na djmu
jasnosti.

Ktery z nds nebyl se kdy pozastavil nad theorif éfsel zdpor-
nych a veli¢in komplexnich? A vSecky tyto ttvary povahy ryze for-
malnf nemaji jiného vyznamu, neZ vésti k formélné nejkratsf
cesté pfi feSenf algebraickych problemd a k nejstruénéjSfmu
popisu vlastnostf{ obyéejnych ¢isel. Co se tkne éfsel zdpornych,
pojednal jsem o nich ob&frné ve 4. roénfku ,Athenaea“ a mohu
zde o nich pomléeti i z toho divodu, Ze zadteCniku poskytujf
mensf obti%e neZ veli¢iny pomyslné, o nichZ tuto jednati chceme.

V algebfe se vyskytne pfi feSenf rovnice druhého stupné

x*+2ax+b=0
Casto pifpad, Ze rovmici té nelze vyhovéti Zddnou hodnotou ve-
liCiny «; a sice nastane tato okolnost tehdy, kdy v rovnici

upravené
(@+4a)+(b—a?)=0
jest druhy élen b — a? kladny; piSeme-li zde = 4 ¢ = z,
b—a® =c, zn{ tato rovnice
224 c¢=0,
_ a patrné nebude splnéna pro Z4dné z, ponévadZ druhd mocnost
kazdé veli¢iny je kladnou.

Symbol z = \/—c¢, ktery by pro pipad zdporného ¢ rov-
nici vyhovoval, nem4. Z4dného vyznamu. Mathematikové nicméné

podrZeli tento v podstaté bezvyznamny symbol V—:, a piifce
—c=c(—1), kladli Y—c¢=VcV =1, takie absurdita
V=% redukovina na absurditu jednodu¥§f \/'— 1, vie oviem
toliko formalné vzato.
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PresvédCivie se, Ze lze do poltu zavésti formalismy tvaru
c+dV =1, a e jimi lze docfliti mnohych zajimavych sprav-
nych vysledkdi, povaZovali mathematikové tento novy tvar za
pifpustny prFi dvahdch algebraickych, aniZ se starali o vlastnf
pii¢inu a podstatu algebraickych zjevl timto spiisobem se na-
. skytSich. Tuto podstatu nalézti a objasniti bude ticelem nésle-
dujfcfch fddkd.

1. Literami fecké abecedy e, B8, ¥ ... znamenati budeme
obycejné veli¢iny kladné neb zdporné. Z libovolnych dvou ta-
kych veli¢in «, B sestavme symbol (e, ), ktery nem4 nic jiného
vyjadfovati, ne% %e mime na zfeteli dvé &fsla, z nich% prvnf
jest @, druhé 8; my uvaZujeme soustavu aneb komplexr («, f).
A budeme psiti (e, f) = (y, d), jsou-li obé soustavy identické,
t. j. je-li @ =9, B =24. Soustavu (B, @) dluZno povaZovati za
rozdflnou od («, 8), pokud jsou &, B vespolek riizny.

Méme-li dvé soustavy (komplexy) (e, B), (¥, d), pak na-
zyvame soustavu (¢ -y, f -} d) souctem komplexi (e, 8) 4 (, 9),

takze
(4 8)+ (7, 9) = (#,9) + (o B).
Méjme na zieteli nékolik komplexd
a = (e, a’)a b= B,8), c= (7, 7')1 o
a utvofme komplexy
(a+b)te=(a+B, &)+ v)=(e+B+r oa+p+),
a-@+0), (a+o+b, atd,
jeZ vSecky majf tutéZz hodnotu (« - 8+ », &’ + ' -+ %'); kterou
pak znamendme prosté a 4 b c.

Odtud pak také jasno, co dluZno , rozuméti souctem

at+b+4c+d, a+b-+c+ d- e ete., a Ze zde plati zdkladni
vlastnostl souctu, ‘neméniti se s poi'adkem séitanc.

Z deﬁmce souétu plyne pifmo definice rozdflu ve tvaru
a——'b—(a—ﬂ, o -—ﬂ)’

ktery mé vlastnost
b+ (@ —bd) =a,
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podobné jako u éisel. Zde se odporucuje psati za a — a = (0, 0)
prosté O.
2. Méjme opét komplexy
a=(a,a), b=(8,8), c=(7), ..

a utvofme z libovolnych dvou a, b komplex ttetf
m=(ef— B, of’ + o),
ktery znamenejme ab; bude patrné
(1) ab = ba.
Vypoétéme nyni komplex (ad)c, t. j.
(aﬁ - a’ﬂ'a “ﬂ’ + a’ﬁ) (7’3 7’)
= (efy — 'y —of’y’ — &Y', efy — oY + af’y + oBy),
podobné

a(be) = (e, ') (By — B, BY + B'7)
= (afy —af'y — &'y — /By, afy + af'y + o'fy — «fy"),

takZze mdme identitu
@) (ab) ¢ = a (be)

pro libovolné komplexy a, b, c.
Z této plyne vzhledem k vété ab = ba:

(ba) ¢ = a (bc) = a (cb)

atd., takZe napfieme-li kteroukoli ptestavu liter abe, na pf. cab,
a spojime-li kterékoli dvé sousednf litery zdvorkou, na pt. (ca) b,
obdrifme komplex, jehoz hodnota rovnd se (ab)c. DokaZme to
v naSem pifpadé, uZfvajice vét (1) a (2): Dle (2) méme (ca)d
= c(ab) a dle (1) bude tento vyraz — (abd)c, jak tvizeno.

Spoleénou hodnotu téchto vyrazi znamenejme kterymkoli
ze splsobii: abe, bac, cba ..

UvaZujme nyni ¢tyti komplexy a, b, ¢, d; pak bude dle (2)

(abc) d =[(ab) c]d =(abd).(cd) = a[b (cd)] = a (bed) = ...

Volme na pf. (ca) (bd). Tento vyraz mizZeme psiti téZ
[(ca) b] d = (abc) d; to lze dok4zati o vSech pfestavach liter a,
b, ¢, d pii libovolném rozkladu v zdvorky.
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Tyto vlastnosti vyrazdt ab, (ab)c, ... jsou zcela podobny
vlastnostem soucind «f, (¢g)y, ... My z té p¥iCiny nazveme ope-
raci ab komposici &i skldddnim komplexdt a, b; vyraz ab sluje
pak soudinem, a, b &niteli pti této komposici, a vysledky nale-
zené dajf se takto vysloviti: P¥ komposici dvou, t¥%, &tyr ...
. komplexts jest hodnota soudinu nezdvisld na porddku &niteld,
Tak bude na pf. pro pét Ciniteld (abd) (cde) = (abe) (de) = abede.

3. Existuje jediny komplex 7, ktery mé povahu jednotky
nésobfci, t. j. dobfe vyjddfeno, ktery nemd vliv na hodnotu sou-
¢inu, takZe pro vSecky komplexy a

' a = a.
PoloZfme-li totiz a = (e, &), j = (¢, ¢¥), bude rovnice
aj =a zniti
(ee — &'t o + o't) = (e, &),
t. j.
a —a'l = a
o —a't = o
pfi viech @, «’. Rovnice

e(t—1)—ea'v =0,

w —ao (1t—1)=0
majf obstéati p¥i vSech hodnotich e, o’ ; to vyZaduje, aby ¢—1=0,
¢ =0, takZe bude

j=(@1,0)
jedinym komplexem hovicim nasf podmince.

Tento komplex nazyvati budeme jednotkovym.

Zavedme mimo j jeSté komplex ¢ = (0, 1).

Znaci-li p libovolnou veliCinu, piSme

(ue, po') = p (e, &) = pa.
Pak plyne pffmo z vyméru komposice vztah
(ua) (vb) = uv . ab

pa-+tva=(u-+v)a,
pa—+pb = u(a+0).

a ddle.
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Pti tomto oznacenf pak bude
3) (@, @) = aj + a2,
nebot pravad strana zni
a(1,0) 4o (0,1) = («,0) 4 (0, &) = (e, ).
Vzorec (3) Ize slovy takto vyjadriti:
Kazdy komplex lze vyjddiiti linearné pomoci dvou zdklad-
nich komplewxi :
j=(@1,0), 2=(0,1).
4. Komposice m4 dal§i zdkladnf vlastnost ndsobeni:
4) (@4 b) ¢ = ac be.
Levd strana je totiZ
(a8, & +8) @, 7)
= (ay 4By — &y — BV, oy’ -+ By + 'y + %)
= (ay — ¥, ay’ + o'p) 4 (By — BV, BY' + B'7)
a posledni vyraz jest identicky ac -} be.
Z toho plyne pak obycejnym zplisobem
(@ +b) (¢ + d) = ac + bc + ad - bd.
Soutin (komposi¢nf) dvou, tff, ctyt ... stejnych Ciniteld a
znamendme a2, a3, a* ..., takie mime
(o, ) = (& — &'%, 20’)
(2, @)® = (® — 3ea’?, 3a%¢’ — o’?) atd.
Zvlasté bude j* =y, a obecné j* =7, kdeito
* = (0, 1)""‘(—*1,0):—-
Ve vzorcich ©* —=—7j, j*=j jsou obsafeny vsecky Kkomposiéni
zdkony komplexdw. Nebof dle predeslé véty bude
(e, ') (B, ') = (af + d) (B + B"7)
= afj®+ o'f'* + (ef +'B) Y
= (af— o'p)j+ (e +a'B) 2
= (af —o'f, af + of),

coZ prévé jest vymérem komposice. (Dokontent.)

Ulohy.

Refeni dlohy 13.
(Zaslal p. Karel Rosa, stud. VIL tf. g. méstské stiedni Skoly na Malé Strané
v Praze.)
Poloime a b=, b+ c=y, c-|a=z potom vyraz

dany bude
18
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