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Časopis pro pěstování matematik/, roč. 90 (1965), Praha 

VĚTA O KONVOLUCI OBRAZŮ PŘI LAPLACEOVĚ TRANSFORMACI 

MILOŠ NOVOTNÝ, Praha 

(Došlo dne 13. června 1964) 

Při technických aplikacích Laplaceovy transformace používá se dost 
často věty o tzv. konvoluci obrazů, přestože v běžných matematických mono­
grafiích o Laplaceově transformaci není tato věta buď vůbec uvedena nebo 
ji tam nalézáme za předpokladů natolik silných, že v praxi nemusí být 
splněny, a v trochu jiné podobě, než v jaké se ji v praxi užívá (viz [1], kap. 
VIII, § 6, věta IV£). Tato práce obsahuje proto důkazy věty o konvoluci 
obrazů v jejím tradičním tvaru a za poměrně slabých předpokladů. 

Tato práce předpokládá znalost základů teorie Laplaceovy transformace (viz [1], 
kap. III. až VIII.) a teorie Lebesgueovy míry a Lebesgueova integrálu (viz [2], kap. I. 
až VIIL). Měrou a integrálem myslíme všude Lebesgueovu míru a Lebesgueův 
integrál. Speciálně absolutně konvergentním integrálem myslíme Lebesgueův inte­
grál podle obvyklé definice ([2], kap. III.) na rozdíl od nevlastního Lebesgueova 
integrálu podle zobecněné definice ([2], kap. VIIL), který může konvergovat i ne-
absolutně. 

Věta 1. Předpokládejme: 

1) Množina M cz <0, + co) má míru 0. 

2) V okolí každého te <0, +oo) — M má funkce f konečnou variaci. 

3) f(ř) = | [ lim f(t) + lim f(x)] pro všechna t e <0, + oo) - M. 
T->ř— x-*t + 

4) Integrál F(p) = Jo °°f(í) e~př dř absolutně konverguje pro x(f) < Re p < 

< +co. 

5) x(f) < x < +oo a C(x)je přímka s rovnicí z = x + iy pro — co < y < + co. 

6) Integrál JC(X) F(z) dZ absolutně konverguje. 

l) Integrál G(p) = Jo °° g(0 e~pt dt absolutně konverguje pro x(g) < Re p < 
< +00. 

328 



Potom pro všechna p, splňující nerovnost 

(1) x(g) + x < Re p < + 0 0 , 

platí 

(2) r°°f(t) g(t) e~pt dt = -L í F(z) G(p - z) dz ; 
Jo 2™Jc(x) 

integrály na obou stranách (2) absolutně konvergují. 

D ů k a z : Omezme se na p, splňující (1). Označme |C(x)| množinu všech komplex­
ních z takových, že z = x + i>, kde — 00 < y < + 00. Potom podle 6) a 7) konver­
gují integrály J í * |F(x + z>)| dy a J^ 0 0 |a(t)| e- ( R e i , -* ) ř dí a tedy také integrál 

JJ |F(x + iy)| |g(í)| e-(Rep-x)řdřd>;.Protožepodle4)a7)|F(z)a(ř)e~(p"z)ř| = 
0 ^ ř < + 00 

— 00 <y< + 00 

= |F(x + i>)| \g(t)\ e-(ReP~x^ pro všechna z e \C(x)\ a skoro všechna 0 = t < +00, 
musí tedy integrál ff F(z) a(í) e-(p_z)í df dz absolutně konvergovat, takže 

0 ^ ř < + oo 
ze|CLx)| 

podle Fubiniovy věty 

(з) f °°<?(ř)e~pTf F(z) e'z dz"| dř = í í F(z) g(t) e-
( p- z ) 'dí dz = 

Jo LJc(x) J JJ 
Ošt< + 00 

zє|С(x) | 

= f F(z)Гí æ^(t)e-^)řdЛdz. 
J С(JС) L J 0 J 

Z 1) až 5) plyne však podle věty o inversní transformaci k transformaci Laplaceově 
([1], kap. VI., §5, věta 2.), že 

(4) — F(z) etz dz = f(t) pro skoro všechna t e <0, + 00) , 
2 n i J C(x) 

a 7) a 1) dává vzorec 

(5) a(í)e-(p-г)łdí = G(p - z). 

Dosazením (4) a (5) do (3) dostaneme dokazovaný vzorec (2). 
Absolutní konvergence integrálů na obou stranách (2) plyne ze (3) po dosazení (4) 

a (5). 
Ve větě 1. předpokládáme poměrně málo o funkci g9 ale zato poměrně mnoho 

o funkci f; zejména předpoklad 6) je dosti silný. Odvodíme proto ještě další větu, 
kde předpoklady o funkci g budou zesíleny, kdežto předpoklady o funkci f zeslabeny; 
zejména oslabíme předpoklad 6). 
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Věta 2. Předpokládejme: 

1) Množina M c <0, + co) má míru 0. 
2) V okolí každého te <0, +oo) — M má funkce f konečnou variaci. 
3) f(í) = | [ linvf(T) + lim f(i)] pro všechna t e <0, + oo) - M. 

T - * í - T-+Í + 
4) Integrál F(p) ~ JQ°° f(t) e~pt dt konverguje absolutně pro x(f) < Re p < 

< +oo. 
5) x(f) < x < + oo a C(x) j e přímka s rovnicí z = x + iy pro — oo < y < + oo. 
6) Jsou-li tx a t2 libovolná čísla taková^ že O < tt <J t2 < + oo, nevlastní inte­

grál J í * F(x + i)>)elí),d}> konverguje stejnoměrně pro všechna tt S t < h-
1) Integrál jC(X) [F(z)/(j? — z)] dz konverguje absolutně pro x < Re p < + co. 
8) Funkce g je omezená v intervalu <0, t{y a absolutně spojitá v intervalu <řx, t2y 

pro všechna O < tí _ t2 < +oo. 
9) Integrál Jo °° g'(0 ^""př dř konverguje absolutně pro x(g') < Re p < + oo. 
Potom platí: 

I. Integrál G(p) = Jo °° g(0 ^ _ J , Í dí konverguje absolutně pro x(g') < Re P < 
< +oo. 

II. Pro všechna p, splňující nerovnost 

(6) max [x(g') + x, x] < Re P < + oo , 

(?) 
+ °°f(0 g(t) e~pt dt = -L í P(z) G (p - z) dz , 
O 2 7 I ř J C ( x ) 

kde integrál vlevo resp. vpravo může konvergovat i neabsolutně resp. konverguje 
absolutně. 

D ů k a z : Z 8), 9) a věty o obrazu derivace ([1], kap. VIII.,§ 1., věta 1.) plyne ihned I. 
Omezme se na p, splňující (6), a na zG|C(x) | ; přitom |C(x)| je opět množina 

všech z = x + iy takových, ž e — o o < y < + o o . Dále nechť tt a t2 jsou libovolná 
čísla taková, že O < tx ^ t2 < + oo. 

Podle 8) je funkce g(t)e~(p~z)t spojitá a splňuje vzorec \g(t) e~(p~z)t\ = |g(ř)|. 

e-(KtP-x)t p r o [ ^ z ] G < ř l 5 ř2> x |C(x)|. Protože pravá strana poslední rovnosti 
má podle 8) v <ř l 5 ř2> integrál, je funkce Jjj g(t) e~(p~z)t dt podle věty o spojitosti 
integrálu, závislého na parametru ([2], kap. VIL, věta 107.) spojitá pro z e |C(x)|. 
Podle 4), 5) a věty o derivaci obrazu ([1], kap. IV., § 1., věta 6.) je funkce F analy­
tická pro z G |C(x)|. Z toho a z předchozího plyne, že funkce Jř

řJ F(z) g(t) e~(p~z)t dt 
je spojitá a tedy měřitelná pro z G |C(x)|. 

Z (6) plyne Re (p — z) = Re p - x > O a tedy p #= z pro z G |C(x)|. Podle 8) 
a věty o integraci po částech tedy dostáváme 

rt2 r p-(p-z)t-\t=t2 M2 p-(p-z)t 
g(t) *-<*->' dt = - fl(í) £ + g'(t) e- d í , 

Jí. L P - z _ . . = . , J . « J» - -
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takže 

(8) f2
f l(í) e-(p-*>'díj < — i — \\g(h)\ e-<Re"-*>" + \g(t2)\ c-<

Rep-*><* + 

Jíi I \P - z\ L 

r |a'(t)U- ( R e p- x ) tdíl . + I \a(t)\e 

Podle (6) 

(9) x(g') < Re p - x < +oo, 

takže podle předpokladu 9) a věty o obrazu derivace ([1], kap. VIII., § 1., věta 1.) 

g(t) = o r/ R e ' --> ' ] . 
Í-+ + 00 

Ke každému ee(0, +00) existuje tedy Te <0, +00) takové, že \g(t)\ e-^p-x)t < e 

pro T < t < +00. Protože dále podle 8) je funkce g omezená v <0, T>, funkce 
|g(0| e~(Kftp~x)t je omezená pro všechna t e <0, + 00). První dva členy hranaté závor­
ky na pravé straně (8) jsou tedy omezené pro všechna 0 < tt <^ t2 < + 0 0 - Z (8), 
(9) a 9) však plyne, že i poslední člen hranaté závorky na pravé straně je omezený 
pro všechna 0 < tx <í t2 < +00. Existuje tedy číslo Ae(0, +00) takové, že 

(10) \F(z) g(t) e-<*-*>< dř <: A 
F(z) 

p - z 

pro všechna 0 < ř 1 ^ í 2 < + o o a z G \C(x)\ . 
Z (6) plyne Re (p — z) = Re p — x > x(g') pro z e |C(x)|, takže podle tvrzení L, 

které jsme už dokázali, integrál J í °°g(0 e~{p~z)t dt absolutně konverguje k výrazu 
G(p - z). Proto 

t ^ + f 2 F(z)g(0e-^-^dř = F(z) ť™g(t)e-ip-z)tdt = 
í2"* + o o J ř l J o 

= F(z) G(p - z) pro z G [C(x)| . 

Z toho všeho a ze 7) plyne podle jedné z vět o záměně limity a integrálu ([2], 
kap. III., věta 65.), že integrály J c ( x ) Q^ F(z) a(í) e~(p~2)í dí] dz pro všechna 0 < 
< tt _" t2 < +00 a 

•+00 
f Гf+0°Ғ(z)a(í)Є-(p-z>'dЛdz = 

Jc(*) LJo J 
F(z) G(p - z) dz 

C(x) 

konvergují absolutně, čímž je dokázána druhá část tvrzení II, a že 

(12) í F(z) G(p - z) dz = í [ f °°F(z) g(0 e-(p~z)t dři dz 
Jc(x) Jc(x)LJo J 

= t1
iíoi+ f rr^^e-^-^díidz. 

t 2 - + 00 J C ( * ) L J t l J 
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Označme C(x; yl9 y2) úsečku s rovnicí z = x + iy pro yt <; y <L y2 a |C(x; yl9 y2)\ 
množinu všech z = x + iy takových, že y% S y ú yi> t a k ž e \C(x; yl9 y2)\ je uza­
vřená část |C(x)|. Z analytičnosti F pro ze|C(x) | a z 8) plyne omezenost 
F(z)g(t)e~(p~z)t pro [t, z] e <řj5 ř2> x |C(x; y1? y2)|, takže integrál 

J7 F(z) g(t)"e~(p~z)t dt dz absolutně konverguje a tedy podle Fubiniovy věty 
tt£tgt2 

ze\C(x;yi,y2)\ 

(13) ľ Г Гғ(z) g(t) e-(>-*» dřl dz = Г T ľ F(z) g(t) <>-<*-*>' dz zldF 
C(x;yt ,y2) ~' ~ C(x;yx ,y2) 

Integrál za limitou na pravé straně (12) lze tedy napsat ve tvaru 

(14) 

f T f'2F(z) g(t) «-('-->' díl dz = J ? ? » | [^F(z) g(t) e-«-'» díj dz = 
C(x;yt,y2) 

" S ^ Í S Í T J F Í 2 )^) e ~ ( '~ I ) t d z ] d ř -
С(x;yi,;v2) 

Podle (13) jsou / F(z)g(t)e~(p~z)tdz pro všechna -co < yt £ y2 < + co 
C(x;yi,y2) 

měřitelné funkce proměnné t v intervalu <tl9t2}. Protože podle 6) integrál 

f F(z) g(t) e~(p~z)t dz = ig(t) e~(p~z)t f °°F(* + iy) eity dy 
J C(x) J - oo 

konverguje stejnoměrně pro všechna tx.^ t ^ t29 platí 

^ f F(z)g(t)e-^-^ = í f l íz)^) «-<'"'>'dz 
2"++ 00 J Jc(x) 

Уi-
У2-

С(дc;);i,y2) 

stejnoměrně pro všechna tt^ t ^ t2. Z toho a z existence integrálu na pravé straně 
(13) plyne podle jedné z vět o záměně limity a integrálu ([2], kap. III., věta 56.) 
vzorec 

(15) - : ; S f [ I r(z) a(t) *-<>-*>'dzjdí = 
C(x;y% ,y2) 

= P L 5 ? . f F(z) rt) ,-<*->' dz] dí = f T f F(z) g(t) «-<*->' dz] dt, 
jtíLy-^+o° J J JřiLJcí*) J 

C(x;yiy2) 

kde vnitřní integrál na pravé straně může být i nevlastní. 
Ze (14) a (15) plyne však 

r r rF(z) ^(o *-<*-*>< dři d z = r r Í ^ ^ o e-(*-2)ř dzi d*, 
JC(x)LJtí J JřiLJc(x) J 
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kde vnitřní integrál na pravé straně může být i nevlastní, což dosazeno (12) dává 

(16) f F(z) G(p - z) dz = lim P [~ f F(z) g(t) e~
(p~z)t d z ] dř = 

JC(x) '1-0+ J ř l LJc(x) J 
ř2-» + oo 

= Í + W r í F(z)etzá?ig(t)e"ptát, 
Jo LJc(x) J 

kde vnitřní i vnější integrál na pravé straně mohou být i nevlastní. 
Ale podle 1) až 5) a věty o inversní transformaci k transformaci Laplaceově ([1], 

kap. VI., § 5., věta 2.) J C ( X ) F(z) etz áz = 2nif(t) pro skoro všechna t e <0, + co), což 
dosazeno do (16) dává dokazovaný vzorec ve II. Tím je důkaz hotov. 

Uveďme ještě dostačující podmínku proto to, aby byl splněn předpoklad 6) věty 2.: 

Lemma 1. Předpokládejme: 

1) Jsou splněny předpoklady 4) a 5) věty 2. 
2) Existuje Yx e (O, + co) takové, že funkce Fx(y) = Re F(x + iy) a F2(y) = 

= ImFfx + iy) jsou monotónní v intervalu (— co, — Yx) i v intervalu (Yx, +oo). 
3) lim F(x + iy) = 0. 

b | - + oo 

Potom je splněn předpoklad 6) věty 2. 

D ů k a z : Zvolme libovolná tx a t2 taková, že 0 < tx <£ t2 < +oo, a libovolné 
e e (0, + co). Podle 2) a 3) existuje k tomuto e takové Y2 e (0, + co), že 

(17) \Fk(y)\ = \F(x + i » | < i e í i pro Y2 = \y\ < +co (k = 1, 2) . 

Pro všechna a a b taková, že— c o < a ^ b < + c o , platí dále nerovnost 

(18) Í Ф) dy 
2 2 

pro všechna tx _: t _̂  t2 a pro <p(íy) = sin ř,y, nebo q>(ty) = cos í j . 
Označme nyní Y= max(Y 1 ? Y2) = — min(— Yí9 — Y2). Potom pro všechna yx 

a. y2 taková, že buď — co < yx ^ y2 < — Ynebo Y< yx _- y2 < +co, dává 2) 
a druhá integrální věta o střední hodnotě ([2], kap. V., věta 101.) vzorec 

p - pik p_ 
Fk(y) 9(ty) áy = Fk(yj) (p(ty) áy + Fk(y2) q>(ty) áy 

J yi J yi J nk 

pro jisté r\k E <}?!, y2> (fc = 1, 2), takže podle (17) a (18) 

'2 

^jt(y) <p(ty) dy f 
I JУ; 

eřL 2 etx 2 í 
< — . - + — . - = - e 

16 ři 16 ř, 4 
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pro všechna tt ^ t g t2 (k = 1, 2) a tedy 

PV(x + ř.v) eUy áy = Í^F^y) e"y áy + i Í^F^y) eu* áy < e 
\Jyi Jyi J yi 

pro všechna tx :g t ^ t2. Z toho plyne podle Bolzano-Cauchyova kritéria, že ne­
vlastní integrál J*í*F(x + iy) eity áy konverguje stejnoměrně pro všechna tt g 
;g t ^ t2 a důkaz je hotov. 

Pro úplnost uvedeme ještě dostačující podmínku pro to, aby funkce g byla abso­
lutně spojitá v intervalu <ř,, ř2>: 

Lemma 2. Nechť je splněna aspoň jedna z těchto podmínek: 

1) Funkce g má omezenou derivaci v intervalu <í l5 ř2>. 
2) Funkce g splňuje v intervalu <íi, t2} tzv. Lipschitzovu podmínku, tj. existuje 

Ke <0, -f ob) rakové, že \g(ť) - a(ť)| ^ K\ť - ř'| pro všechna ť, ť e <řl5 ř2>. 
3) Funkce g je spojitá a ryze monotónní v <řl9 ř2> a Obraz a(N) množiny N bodů 

te <řt, ř2> takových, že \g'(t)\ = -foo, má míru 0. 

Potom funkce g je absolutně spojitá v <řl9 ř2>. 

Důkaz: Že podmínka 2) je dostačující, plyne přímo z definice funkce absolutně 
spojité v <íj, t2y. Z podmínky 1) plyne podmínka 2). Konečně podmínka 3) je dosta­
čující podle [3], cvičení 12. ke kap. IX. 
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Резюме 

ТЕОРЕМА О КОНВОЛЮЦИИ ОБРАЗОВ В ПРЕОБРАЗОВАНИИ 
ЛАПЛАСА 

МИЛОШ НОВОТНЫ, (МПо§ NоVО^пу), Прага 

В работе содержится формулировка и доказательство двух тоерем о т. наз. 
конволюции образов в преобразовании Лапласа, которые в монографиях 
о преобразовании Лапласа обыкновенно вообще не упоминаются или привод­
ятся со слишком сильными предположениями, которые на практике не должны 
выполняться, и притом в несколько ином виде, чем требуется в приложениях 
(смотри [1], гл. УШ, § 6, теорема У1а). Речь идет о следующих теоремах: 

334 



Теорема 1. Предположим: 1) Множество М с <0, + оо) имеет меру 0. 
2) 5 окресности каждой I е <0, + оо) — М имеет функция /конечное изменение. 
3) ДО = МД* - 0) + Д* + 0)] для всех г е <0, + оо) - М. 4) Интеграл Е(р) = 
= /о °°Д0 <?~р* с1/ сходится абсолютно для х(/) < Кср < +со. 5) .*;(/) < л: < 
< +оо м С(х) есть прямая, определенная уравнением г —=х + гу для — оо < 
< у < + оо. 6) Интеграл / с ( х ) ,Р(2) ск абсолютно сходится. 1) Интеграл С(р) = 
= /о °° #(0 е ~рг & абсолютно сходится для х($)<Кер< +оо. Тогда для 
всех р, удовлетворяющих (1), выполнено (2), и интегралы в обеих частях (2) 
абсолютно сходятся. 

Теорема 2. Предположим: 1) —5) как в теореме 1. 6) Если 1Х и 12— произволь­
ные числа такие, что 0 < / 1 ^ * 2

< + о о > несобственный интеграл | * * Р(х + 
+ гу) е11у йу сходится равномерно для всех (х ^ I ̂  12. 1) Интеграл 
/с(х) • [Р(2)1{р ~ <-")] ^ сходится абсолютно для х < Ке/?< + со. 8) Функция $ ог­
раничена в интервале <0,1ХУ и абсолютно непрерывна в интервале <*19 /2> для 
всех 0 < 1Х ^ 12 < +со. 9) Интеграл \ъ§(1)е~~*г &1 сходится абсолютно для 
х($) < Кер < +оо. Тогда: I. Интеграл 0(р) = /о °° #(0 ^~рГ & сходится абсо­
лютно для х(з') < Ке р < + оо. II. Для всех /?, удовлетворяющих неравенству 
(6), выполнено (7), где интеграл в левой части, или же в правой части, может 
сходиться и неабсолютно, или же сходится абсолютно. 

В обеих этих теоремах разумеется мерой мера Лебега и интегралом интеграл 
Лебега. Специально абсолютно сходящимся интегралом разумеется опреде­
ленный обыкновенным способом интеграл Лебега ([2], гл. III) в отличие от 
несобственного интеграла в смысле обобщенного определения ([2], гл. VIII), 
который может сходиться и неабсолютно. 

Наконец, ва работе приведено следуещее достаточное условие для выполне­
ния предположения 6) в теореме 2.: Допустим: 1) Выполнены предположения 4) 
и 5) теоремы 2. 2) Существует 7 ^ ( 0 , +оо) такое, что функции Тх(у) = 
= Ке Р(х + гу) и Р2(у) = 1т Р(х + гу) монотонны в интервале ( — со, — Ух) 
и в интервале (Уг, +со). 3) 1т Р(х + гу) = 0. Тогда выполнено предположение 

6) теоремы 2. 
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tion entweder überhaupt nicht erwähnt oder man findet sie zwar hier, aber unter zu 
starken Voraussetzungen, die in der Praxis nicht erfüllt sein müssen, und in einer 
etwas anderen Form als man sie in der Praxis benützt (siehe [1], Kap. VIII, §6, 
Satz IVa). Es handelt sich um folgende Sätze: 

Satz 1. Wir setzen voraus: 1) Die Menge M c <0, + oo) hat das Mass 0. 2) In der 
Umgebung jedes t e <0, + oo) — M hat die Funktion f eine endliche Variation. 
3) Es ist f(t) = i[f(t - 0) + f(t + 0)] fwr alle t e <0, + oo) - M. 4) Das Integral 
F(p) = J+00 f(t)e~ptdt konvergiert absolut für x(f) < Rep < +oo. 5) x(f) < 
< x < + oo und C(x) ist eine Gerade von der Gleichung z = x + iy für — oo < 
< y < +oo. 6) Das Integral §c(x) F(z) dz konvergiert absolut. 7) Das Integral 
G(p) = JQ g(t) e~pt dt konvergiert absolut für x(g) < Re p < +oo. Für alle p, 
die (l) erfüllen, gilt dann (2) und die Integrale auf beiden Seiten von (2) konver­
gieren absolut. 

Satz 2. Wir setzen voraus: 1) bis 5) wie im Satz 1. 6) Wenn tt und t2 beliebige 
Zahlen sind, für die 0 < tt :g t2 < +oo ist, konvergiert das uneigentliche Integral 
jt^F(x + iy)eitydy gleichmässig für alle tx <£ t ^ t2. l) Das Integral 
jc(x) \ß(z)l(P -" z)] dz konvergiert absolut für x < Re p < +oo. 8) Die Funktion g 
ist beschränkt im Intervall <0, tt} und absolut stetig im Intervall (Ju t2} für alle 
0 < tx <£ t2 «g +oo. 9) Das Integral J* g'(t) e~pt dt konveriert absolut für x(g') < 
< Re p < +oo. Dann gilt: I. Das Integral G(p) = j£°° g(t) e~pt dt konvergiert 
absolut für x(g') < Re p < +oo II. Für alle p, die die Ungleichung (6) erfüllen, 
gilt (7), wo das Integral auf der linken bzw. auf der rechten Seite auch nichtabsolut 
konvergieren kann bzw. absolut konvergiert. 

In beiden Sätzen verstehen wir unter dem Mass das Lebesguesche Mass und unter 
dem Integral das Lebesguesche Integral. Speziell haben wir beim absolut konvergie­
renden Integral das Lebesguesche Integral nach der üblichen Definition im Sinne 
([2], kap. III) im Unterschied von dem uneigentlichen Integral nach der verallge­
meinerten Definition ([2], kap. VII), das auch nicht absolut konvergieren kann. 

Endlich ist im Artikel diese hinreichende Bedingung für die Gültigkeit der Voraus­
setzung 6) im Satze 2 angeführt: Wir setzen voraus: 1) Es sind die Vorassetzungen 
4) und 5) des Satzes 2 erfüllt. 2)Es existiert ein Yt e (0, + oo) so, dass die Funktionen 
Fi(y) = Re F(x + iy) und F2(y) = Im F(x + iy) im Intervall (—oo, — Yj) und im 
Intervall (Yt, +oo) monoton sind 3) lim F(x + iy) = 0. Dann ist die Vorausset-

\y\-* + co 

zung 6) des Satzes 2 erfüllt. 
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