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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 78 (1953)

O PLOCHACH SE SNADNO STANOVITELNYMI KRIVKAMI NEJVET-
STHO SPADU VZHLEDEM K DANE ROVINE

FRANTISEK KADERAVEK, Praha.
(Doglo dne 18. kvétna 1953.) DT: 615.2

Pti vykladech o kiivkéch nejvétsiho spadu vzhledem k dané roving
byvé pouZivano zpravidla trividlnich pfikladi. V nésledujicim bude
poukézéano na jednoduché plochy, které davaji vhodny ptiklad kiivek
nejvétsiho spaddu k zvolené roving.

1. V obr. 1a zvolena byla v roving w || 7 parabola m o ohnisku ¥ a vrcholu W;
WF || x. Pata V kolmice spusténé z F na n pouZita byla jako vrchol kuzelové
plochy % druhého stupné, prochézejici parabolou m. Je ziejmé, Ze prvé prii-
méty Fezl m,lm,?m, ... v rovinach rovnobéznych s = jsou koaxiélni a kon-
fokéalni kuzeloseéky s m, — dotykaji se totiZ obrysu plochy #, ktery je tvofen
isotropickymi p¥{mkami roviny x, prochazejicimi bodem V,. Rovina ¢ vedena
rovnobézné k narysné promitaci roviné p vrcholové pfimky w plochy n —
protne kuZelovou plochu # v parabole %, jejiZ pidorys je z davodu uvedenych
pro kiivky m, 2m, ... konfokalni a koaxidlni s témito parabolami a proto je
protind vesmés v pravém Ghlu. I jsou tu paraboly plochy % poloZené v rovinach
rovnobéZnych s rovinou g k¥ivkami nejvétiiho spadu dané plochy kuzelové %
a to vzhledem k padorysné #. Rezy plochy 5 rovnobéZné s x a s rovinou g dé-
vaji narys ve dvou osnovach rovnobéznych piimek, pidorysy jejich jsou souosé
paraboly o spoleéném ohnisku. _ '

Béie-li se v ivahu celd kuZelova plocha %, jdouci od vrcholu ¥ na obé strany,
je kaZdé ze souosych a spoleéné ohniska majicich parabol v z plidorysem jed-
noho fezu plochy 7 rovnobé&iného s x a jedné z parabol nejvétsfho spadu plochy
7 vzhledem k 7.

2. Misto pi{mky w (obr. 1b) z predeslého piikladu zvolme parabolu s =
=22 = — 2¢qx (¢ > 0); ¥y = 0 a na nf zvolme vrecholy 0, I, II, I11, ... parabol
m, im, *m, ... rovnobéznych s = a majicich v pidoryse spoletnou osu a totéz
ohnisko F,. Vznikne tak plocha 7, jejiZ rovnice k danym osém soufadnym z, y, 2
je jednoduchd: 7 = q%? = 2qxz® + 24

Spojme body I11 0 pfimkou w a na ni vyhledejme body 0, 1, 2, 3, ..., jejichz
pidorysy spadajf do bodu 0, I, I1, I11, ... a jimi vedme v rovinidch rovnobéz-
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nych s primétnou » paraboly m', 1m’, 2/, ..., jejichz pidorysy splyvaji s pu-
dorysy parabol m, 'm,®m ... plochy 7. Tyto paraboly vypln{ plochu 7%,
kteréd byla uvazovéna v pfedchézejicfm odstavci a kterd je plochou kuZelo-
vou. Rovina %g|¢ 1 v protind %’ v parabole n’, jeji# pidorys je kolmou
trajektorif soustavy kfivek m,m,?m, ... a provedeme-li nad tsetkou 0’111’
parabolu n, shodnou a shodné& poloZenou k s,, je tato kiivka narysem kfivky »
plochy n a pudorys n, = n,” je proto pidorysem kfivky = nejvétstho spadu
plochy #7 vzhledem k pldorysné n. Je proto dovozeno, Ze kfivky nejvét§iho

W\ \ )
2\ \ iF5 mys w,
: 5'22' - L 'm,

s 13

4\5"} °m,

a) Obr. 1. b)

spddu vzhledem k pidorysné n pro uwvaZovanou plochu n promitaji se v pudoryse do
konfokdlnich a koaxidlnich parabol; jejich ndrysy jsow souosé paraboly shodné a
shodné poloené s ndrysem s, krivky s.

Je-li bod U priiseéikem k¥ivky n s pfimkou ®m, je vidno, Ze k¥ivka = je proni-
kové kfivka dvou véalcovych parabolickych ploch, které se v bodé U a v Gbéz-
ném bodé osy x navzajem dotykaji. Proto se jejich pronikova k¥ivka rozpadé na
dvé kuZelosetky — paraboly o spoleéném pidoryse v n,. Plati pro plochu %
tohoto odstavce toté%, co platilo pro plochu uvazovanou v pfedchizejicim
odstavei:

Ktivky nejvétdiho spddu vzhledem k roviné m jsou rovinné. Jsou to paraboly
0 spoleéné ose v 0se x a promitaji se do n do souosych a konfokdlnich parabol.

Ve stranorysné jsou na uvazované plose poloZeny dvé paraboly 22 = + gy,
x = 0, tedy o poloviénim parametru toho, ktery pfindlez{ parabole Fidici s.
Tyto paraboly majf spoleénou osu v ose y a dotykaji se svymi vrcholy v po-
¢étku soufadnic. Parabola s je pro plochu 7 kfivkou uzlabni, osa z, dvojné
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piimka plochy, jejim Zlabem, stejné jako v pfedchékejicim odstavci pfimka w
byla uzlabim nebo k¥ivkou tdolni a osa z Zlabem uvafované tam plochy.

3. Uvazovali jsme dvé plochy, na nich% fezy rovnobéiné s primétnou n se
promitaly do soustavy souosych a konfokalnich parabol. Zvolme nyni plochy,
jejichz Fezy rovnobézné s rovinou x se promitaj{ do osnovy konfokalnfch kuze-
losedéek, dotykajicich se dvou dvojin isotropickych p¥{mek, které prochdzejf
body F,, @, (obr. 2). Dalif zékon pro rozlozen{ kiivek samych v prostoru mi-
Zeme si zvoliti. Volme na pt. ten, kdy vrcholy vedlejiich os vypliujf dvé ptimky

\ w> 0

/
S k, l012”3 4,

Obr. 2.

P, q, které jdou stiedem P tsetky FG = 2e, jsou poloZeny ve stranorysné u
a maji vzhledem k = spad tg ¢ = + 1! Rovnice takto stanovené plochy 7 jest
2 2
n=— v + zgz' =1
nebo
n=12%+ 2% — 2% — Yyt — P =0.

Pro z = 0 ziskava se mimo dvojiny piimek p, ¢ jesté dvojina imaginarné sdru-
zenych pi{mek z = 0; 2 = 4+ 1e. Osa 2 = v je dvojnou piimkou plochy; roviny
ji prolozené protinaji plochu 7 jedté v kuzelosedkach, které, dotykajice se éty¥
imaginarnich rovin, jdoucich isotropickymi pf{mkami uréenych ohnisky F a G
a kolmych k roviné x, musi se nezbytné promftati do n» jako kuZelosetky konfo-
kaln{ s primé&ty Fezl plochy 7, rovnobéznych s rovinou = a jsou proto orthogo-
nalnfmi trajektoriemi t&chto ¥ezt a jsou tudi i k¥ivkami nejvétitho spadu
plochy 7 vzhledem k roviné n. Ob& pHmky p,q a dile hyperbola y = 0,
2% — 2% + e? = 0, jsou Gtvary ubodni uvazované plochy a osa z je jejim Zlabem.
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Podél ubs&zné kruznice plochy 7, patiici do soustavy elips rovnobéinych s =
dotyké se plochy rotaénf plocha kuZelovd o vrcholu v bod§ P, ktery puli
vzdalenost ohnisek F a G. Na této GbgZné kruznici leZi ubézné body hyperbol
nejvétdiho spadu, jsou proto jejich narysy afinng sdruzené smérem z, pro asu z,.

Jednoduchy piimy diikaz je tento:

Vytknéme na plose 7 kiivku m v roviné w rovnobézné s = a wedle vytkneme
rotaéni plochu kuZelovou x», majici vrchol ¥V v pidorysné a zédkladnu k v
Polomér kruZnice k je rovny vedlejsi poloose elipsy m. Vyhledejme v néryse
body 1, 2, 3, 4, které rozd&luj{ pfimodary narys realné &ast1 kruznice k od sttedu
ke krajnimu bodu na &tyfi stejné dily. Jejich pudorysy jsou 1,2, 3,4 v k,.
Kdy#% jsme zvolili stfed P plochy 7 a vrchol V plochy kuZelové x v téZe piimce
v || , jsou roviny vedené ptimkou v a body 1, 2, 3, 4 kruZnice k£ ony roviny,
které protinajf plochu # v hyperbolach nejvétsftho spadu vzhledem k roviné =.
Rovnobézky vedené body 1, 2, 3, 4 kruznice k k ose z vytyéuji v kiivce m
body I, I1, I11, IV, jimi% hledané hyperboly stejného spadu prochazeji. Narysy
I, 11,111, 1V tvoif fadu podobnou k fadé 1, 2, 3, 4 v k,. Asymptoty naryst
hyperbol spadovych jdou bodem P, rovnob&zng ke spojnicim V,1,V,2, V,3,
V.4 bodu Vs délicimi body v pifmce k,. I je fada 1', 2', 3', 4 v m, shodna
s fadou 1,2, 3,4 v k, a proto jsou hyperboly uréené asymptotami P,I’,
abody I, ... v m, afinné sdruZené pro osu z, smérem z,. Z kiivek n byla naryso-
véna jen jedna, jdouci bodem I1.

Plocha 7 je vzhledem k rovinam z, », 4 kolmo soumérna, bod P je jejim stie-
dem a o3y z,y, z jsou jejimi osami kolmé soumérnosti. Podél libovolné elipsy
plochy % dotyka se jf zborcena plocha 4°, majici osu v ose z a Fidfc{ piimky
jednu v ose x, druhou riznobéznou k z a rovnobéZnou s osou y.

4. Zvoli-li se pro plochu 7 misto zdkona uvedeného v predeslém odstavei
pravidlo, %e vrcholy s n rovnobéznych fezii plochy promitajicich se do = do
konfokélnich kuZeloseéek vypliiuji v roving (z, z) = » pfimku jdouci bodem P
a majfcf k = spad tg ¢ = 1, ziskame plochu, ktera jsouc sttedové o stiedu v P
a o tfech rovinach m, », u kolmé soumérnosti, ma rovnici

¢ili
n = (2% — 2%)(e® — 2%) = y%?,
éi v jiném tvaru
n=2 — 22t + y? 4 €?) + e = 0.

Pro y = 0 je uréena na ploSe dvojina pifmek y = 0, x = 4 2, v nich¥ jsou
vrcholy kuZelosefek plochy, rovnobéinych s 7 a dvé piimky y = 0, z = + e.
V roving u je poloZena rovnoosé hyperbola # = 0, 22 — 42 = ¢? a dvojn4 piimka
x = 0,z = 0. Tato plocha od roviny z smérem vzhiru poéin4 osou y jako dvoj-
nou p¥imkou, v nésledujicich 8 & rovnob&znych rovinich ma hyperboly; v ro-
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viné vzdalené od x o Gseéku e méa pfimku kraterovou a nad touto rovinou jsou
polozeny elipsy, z nichZ Gb&zna se ze stfedu P plochy promité stejné jako v pri-
padé predchazejicim rotaéni plochou kuZelovou. Roviny, prochazejici osou y
protinaji uvazovanou plochu v kuzeloseckach, které tvofi pro plochu soustavu
ktivek nejvétsiho spadu vzhledem k roviné n a promitaji se do nf do kuzelo-
secek konfokalnich s priméty fezi rovnobéznych s rovinou .

5. Vytvarné zidkony pro polohu ¥ezii plochy # rovinami rovnobéznymi s n
v prostoru mohou byt oviem nejraznéjsf, ale predpokladame-li stale, Ze tyto
fezy se promitaji do = do konfokalnich kuZeloselek o stejné linearni vystfed-
nosti e, pak bude platiti, Ze kolmé pruméty jejich kiivek nejvétsiho spadu
vzhledem k z na tuto rovinu jsou opét kuzeloseéky s vrstevnicovym planem
plochy n konfokalni. Poviimneme si z nich je$té této plochy:

Plocha # mé vrstevnicovy plan v konfokélnich kuZelosetkach poloZenych
v 7, spojnice ohnisek FG = z, FQ = 2¢! Predpoklidejme, %e vrcholy k¥ivek
plochy, polozenych v rovinich rovnobéznych s z vyplituji kruZnici popsanou
nad tsetkou F@ jako pramérem v roviné » a poditek soufadnic polozme do
stfedu tsetky F@! Ziskana plocha m4 rovnici

x? 2
1=
nebo 7 = 2% + 2%(a? + y* — e?) — e2y? = 0, kde e je polovina usetky FG.
Osa z je tu dvojnou piimkou a ji jdouei roviny protinaji 5 v k¥ivkach nejvétstho
spadu vzhledem k roviné x.

Je ziejmo, %e pro plochy uvaZované v 3. a 4. odstavei mohli bychom si zvolit
geometrické misto vrcholu kiivek rovnobéinych s z v libovolné vhodné k¥ivee
a stale ziskdavame plochy, jejichz k¥ivky nejvétsiho spadu vzhledem k padorys-
né se promitaji do této roviny do konfokalnich kuZelosedek, coZ moZno pro-
vadéti i s plochou odstavce 2.

6. V predchazejicich odstaveich byl pudorysny obrys uvaZované plochy
tvofen dvéma dvojinami imaginarné sdruZenych piimek. MuZeme nahraditi
(obr. 3) tento pfedpoklad tim, Ze plocha je ddna teénymi rovinami «, f, y, 8,
které protinaji roviny » a p v pfimkach rovnobéznych s osou z a od ni o tsedku ¢
vzdalenych. Vodorovné, s zx rovnobézné fezy budtes kuzelosedky, které maji
vrcholy na pfimce p polozené v », jdoucf poatkem soufadnic ve spadu tg ¢ = 1
vzhledem k piidorysné. Plocha # je tu dana rovnief '

x2 2
"=z ez?—/—z

;= 1

nebo
n==2t4 ea? — 2?) — 2%(2* — y?) = 0.

Jezto body F,, G|, maji v tomto piipadé stejny vyznam, nen{ tfeba uvazovat
zv1a3t Fidicf pfimku plochy v u jako pfipad zvlastni. Osa y je tu dvojnou p¥{m-
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kou a roviny jf polofené protinaji plochu 7 v kuzelose¢kdch promitajfcich se
do #x do osnovy, uréené teénami «4, f;, ¥, 8;, tedy téZe osnovy, do ni% se do =
. promitajf ¥ezy plochy s z rovnobézné. V8echny tyto pidorysy kuZelosedek maji
v kruZnici opsané v = okolo podatku polomérem & spoleénou orthoptickou kruz-
nici k. Ve stranorysng le#i na ploSe kruZnice o poloméru ¢ a stfedu v poditku
soufadnic, osa y a pHmky y = 0, z = + ¢ jsou kraterové piimky této plochy.

-

Z P2

Obr. 3. Obr. 4.

Poznédmka: Plochu uvedenou v odstavei 6 miZeme ziskati seditanfm.
Zvolme dvé rotaéni kuzelové plochy 1x, 2x o spoleéné ose v  a o vrcholech F, @,
pfi demz vrcholové thly obou kuzelovych ploch budtez rovny thlu pravému
(obr. 4). Z ploch %, 2x zfskdme plochu » = (*» + %x) pro smér sedftanf kolmy
k 7 a pro podminku, %e soufadnice 2z libovolného bodu plochy 7 ve séitacim

1 42
2

paprsku je rovna z =

, kde 1z, 2z jsou piisludné soutadnice ploch 1x a®x.

V rovinédch 14, ..., 44 jsou polozeny puidorysné obrysy plochy x, paraboly sou-
mérnd poloZené k n a majict v bodech I, II své vrcholy. Z tohoto zpiisobu
vytvaFeni plochy » bylo by lze vyéist fadu dalsich vlastnosti této plochy
étvrtého stupné. Zvolime-li plochy 1x, 2x tak, aby jejich obrysy ptidorysu byly
isotropické piimky, davd soudet plochy uvaZované v 2. a dal§ich odstavcich,
bez pouZiti podtu vyplyva tu na p¥. stupeii plochy a jiné vlastnosti.
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