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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 78 (1953)

KRIVKA V AFINNIM PROSTORU A JEJI AFINNI OBLOUK

FRANT. NOZICKA, Praha.
(Doslo 4. tinora 1952.) DT: 518.771

CAST 1.

V tomto &ldnku jsou shrnuty nejzdkladn&jsf poznatky o kfivce
v obecném n-rozm&rném prostoru afinnim A4, v piehledny celek a to
tak, aby, za piedpokladi obvyklych v diferencidlni geometrii, m&ly
postavené vty a definice ,,obecnou platnost v tom smyslu, aby
zahrnovaly v8echny kiivky v A4,, které pfichdzeji pfi lokélnim studiu
8 hlediska diferencidlni geometrie v uvahu.

Jde pfedevdim o zékladni afinni klasifikaci k¥ivek v 4,, o ni% po-
jednévé v&ta 1 a definice 1, dale pak o definici privilegovaného para-
metru kiivky, tak zvaného afinntho oblouku. Déle jsou zavedeny
urdité charakteristické skalarni funkce, jichZz duleZitost v obecné
afinni geometrii vyzdvihuje existendni véta 8.

Clének je ptinosem k theorii kiivek v A, pouze v tom smyslu,
Ze a) zobectiuje dosavadni skrovné poznatky a shrnuje je v jednotnou
theorii, b) upozoriiuje na veliiny zédkladnfho vyznamu pro kfivku
v A4, které nejsou afinnimi invarianty v obvyklém smyslu.

Nechf v n-rozmérném afinnim prostoru 4,(n > 1) o soufadnicich & (x =

= 1,2,...,n) se symetrickou konex{ o koeficientech Iy, (§*) je definovina
kiivka C parametrickymi rovnicemi

o =fo(t), «=12,. .. m, (1)
pii éemz piedpokladame, Ze '

a) funkce I'}, jsou redlnymi funkcemi redlnych proménnych §*, & = 1, 2, ...
... n, které maji v uréité oblasti D spojité parcidlni derivace nejméné 2(p—1)-
ho ¥4du, kde p je pfirozené ¢islo 1 < p < u;

b) funkce £2(t), x = 1, 2, ... n, jsou redlnymi funkecemil) v intervalu (¢, ¢),
je¥ maji v tomto intervalu spojité derivace fddu nejméné 2p, pfi demi 1pi;o.
vSechny hodnoty ¢ e (i, g) leZ{ body &+(t) v oblasti D. V Z4dném bod$ intervalu

o

. . d "
(¢, t) necht nejrou viechny derivace £ soudasné rovny nule;
12

d¢

1) Reédlné proménné t.

307



¢) vektory 't‘c", 1=1,2,...p, takto definované

dgv
Uy = y U = uwv, =2, y
1 de’ v'.‘—-l ' P

kde V: je symbol absolutnf derivace, jsou v intervalu (¢, t) linedrng nezavislé,
vektor . 12

u’ = Vu (2b)

P+1 4
necht je v (¢, t) jejich linedrni kombinac{.
12
Pozndmka 1.V ptpadé p = n je vektor u¥ = w” vidy linedrni kombinaci
+1  nt1
vektord uv, w?, ... u’. ’ "
1 2 n

Poznamka 2. Odivodnéni pfedpokladii a), b), ¢) bude patrné z vét, které

v dal§im budou odvozeny. '

Definice I. Za platnosti predpokladdi, a), b), c) budeme Ftkat, %e rovnicems (1)
je v intervalu (t, t) parametricky definovina reguldrni kfivka p-té tridy (1 < p <
1 e
< n) v afinnim prostoru A,.

Pozndmka 3. Z piedpokladﬁ a), b), ¢) a z definice I je zfejmé, Ze jde o lo-
kéln{ definici. Tedy té% tvrzeni, kterd budou v dal§im uvedena, maji lokéln
charakter.

" Budiz C kiivka p-té tifdy, 1 < p < n (ve smyslu definice I) s definiénim
oborem (¢, t). Potom, podle pfedpokladu c), jsou vektory u*, i = 1, 2, ... p
12 ‘

linedrn& nezdvislé v (¢, t), vektor u* = Y w” jest v (¢, t) jejich linearn kombinacf.
12 741 P 12

Existujf tedy v (¢, t) skaldry I® (t),7 = 1, 2, ... p tak, Ze plati v (¢, t)
12 —1 12

Viu’ =u = § 1® y», (3)

? p+1 i=1p—¢

BudiZ déle v = ¢(¢) funkce definovana v (t t) takové, Ze existuje spojité

+1
derivace g; TPV (t t), pri Gemz viude v uvazovaném intervalu je (‘i;p + 0.
Za téchto okolnosti je Vztahem

T=9¢), telt?) (4a)

definovdna transformace parametru kfivky C, reguldrni v intervalu (t t)
Vztah (4a.) Ize té% prepsat na tvar
t = y(v), (4b)

kde y je inversnf funkef k funkeci ¢ v intervalu (¢, ¢).
12
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Vztdhnéme k¥ivku (1), jez dle pfedpokladu je p-té tifldy v 4, (1 < p < ),
k novému parametru r, zavedenému v (4a) resp. (4b). Zavedme déle oznaden{

= 9w g e, =12, p 41 (5)
1 dT [ i—1

Pak platf tyto véty:

Pomocna véta I. V intervalu (t t) jsou vektory ua *ua i=12...p+1,
vdzdny vztahy

*uy éA ; Uy =12 ...p4+1, (8)

i i=1

kde veliciny A;,; 2dvisi pouze na tvaru funkce ¢ (t), uvaZované v (4a), a jejich
derivacich (resp. na tvaru funkce y(t) v (4b) a jejich derivacich).

Dikaz lze podat struéné methodou aplné indukce. P¥i kazdém » > 1 a kaz-
dém p, 1 < p < n jest, jak plyne z (2), (4)a, (5), proj = 1

de
*qpv — I v
w=4 Y (7)
tedy 4,, = g% Pro j = 2 dostaneme ihned z (7)
d .
kv — RV — Ky P kg Ry f —
W= Vet =gt Ity
d2t dz)*(d ’
= ——— YV B
ae +( )(dt“ ey “)
tedy
dz dt\?
Ryyv — v —_ 14
VE@m YT (df) b . ®
: dz dt\* oo e 1
Zde je 4y, = oo 4 =\5)- Tvrzen{ Yety je tedy spravné PH kazdém

n> 1,1 < p<n,proj =1, 2. Uplnou indukef d4 se snadno dokézat, ze véta
plati v tom rozsahu, v ném#% byla vyslovena?).

Pomocnd vé&ta Il. Pro velidiny A;,, 4;, ;_,, A;; ze vztahd (6) plati

d’t . ‘
A“:a? proj=12...p+1; (9a)
i(G— 1) (de\ ™% dz .
45, = 1 2 _)(afr) dz2 pro j=2,...p + 1; (9b)
dt\’ .
4;,= o pro j=1,2...p+1 (9c)

pfi kaZdém n > 1 a katdém p, 1 < p < n.

%) Methoda dukazu je obdobné jako pro vypo&et j-té derivace funkce slofené. Zde jde
viak o absolutni derivaci vektora.
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Dikaz se provede opét tiplnou indukef. Z (7), (8) plyne ihned, Ze véta je
spravné pfi katdém » > 1, 1 < p < n pro j = 1, 2. Predpokladédme-li plat-
nost vztahii (9) pron > 3,3 X p< n, 3 <7< p + 1 (nebof pipady » = 2,
1<pZL2 j=1, 2 jsou zfejm& v (7), (8) obsazeny), potom lze podle (6),
(9) psét .

—2 -2
=% A+ i — 1)(dt) dzt &y +(dt) .
1 i=1 dv

kde 4, = %t—’ Odtud plyne pak po del3im vypoétu a Gpravé, prihlédneme-li
k definiénim vztahim (2),

di+1 G + 1)j (de) " dzt de)’*?
Xy — v ALEELEEL A v —_ v
vl =i + EA““” + (dr) =Y T \E el

pfi ¢emZ vyjdeme od identity

d
*uv = __ *uv + FV *ua *uﬂ
i+l dr ] 1

di*1 (5 + 1) (de) ™" (e e\’ !
A5+1,1 = a1 Al+1,5 = 1 2 )(-(_i;) dz2)’ A1+1 j+1 = dz

v souhlase s (9). Tim je véta tiplnou indukei dokazana.

Na zékladné predchozich dvou vét dokédZeme snadno tuto dilezitou vétu:

Véta 1. TFida reguldrni kfivky C v A, je afinn{ invariant, t. j. tFida kfivky
C v A, nezdvisi na volbé soufadnic v 4, a na volbé parametru, k némuf kiivku
vztdhneme.

"Dikaz: Nejdiive dokidZeme, %e tifda kiivky je invariantni p¥i transfor-
maci soufadnic v 4,. Budiz tedy p, 1 < p < » ti¥da k¥ivky v 4,. Jsou tedy
vektory :4", ;ﬂ, ... w” (podle piedpokladu c) na str. 2) linedrné nezavislé v de-

?

finiénfm oboru k¥ivky C, t. j. matice

wud ... un
11 1
wu? ... un
22 2
ulu? ur
? P ¥4

mé v uvafovaném oboru hodnost p. Potom v néjakém bodé ¢ z definiéniho
oboru kfivky mé p-vektor z vektord ua u?, ... u* aspoii jednu slozku od nuly
riznou, t. j. e’ p
u"lu“' .u*» % 0 pro te (tl, ), (11)
2 7]
kde oy, g, ... %p € 1,2, ... n jsou pevna vzajemns rizné &isla pii pevné zvole-
ném ¢ e (lt, :)
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Je-li &= = £« (£#) libovolna transformace soufadnic v 4,, reguldrn{ v uréitém
okoli uva¥ovaného bodu t a oznadime-li

« 65 o af“
A =—, 4% =
-3 a E 85“
potom, oznadime-li pruhem nad symbolem transformované sloiky vektoru
u, plati '
i

u“-—A“u“ uf = A%, i=1,2,...p. (12)
T
Pro slozku w*u* ... u*, uvazovanou v (11), plati (podle (12)) pfi uvazované
1 2 ?]
transformaci v soufadnic 4, v uvaZovaném bodé ¢
usut . u% = ARAG .. AZuSum . u. (18)
2 ?] n o2 »]

Kdyby vektory uz, u= ... u= byly v uvazovaném bodé linearné zavislé, potom
1 2 ?

viechny slozky w®u® ... u% p-vektoru z vektord uFz u“ .. u* by byly rovny
[ 2 ] P

nule (pfi uvaZované transformaci soutadnic v Aﬂ), coZz by, podle (13), mélo

za nasledek, Ze by téZ v uvaZovaném bodé bylo u* u* ... u* = 0, coz je ve

1 2 7]
sporu s pfedpokladem (11). Jezto bod ¢ byl libovolnym bodem z definiéniho
intervalu (¢, t) kiivky C, plyne z pfedchoziho, Ze vektory u*, ue, ... u* jsou linear-
12 12 ?
né nezavislé v kazdém bod& uvazovaného oboru.

Budiz nynf u® u® ... u%+: libovolnd sloika p + 1-vektoru z vektori u“
[t 2 p+1]

u*, ... u* Potom pfi kazdé regularni transformaci soufadnic v 4,, plati
2 p+1

WHU L U = ADAD . AZ TSt uten, (14)
n 2 p+1] n e p+1]

Jeito podle pfedpokladu je k¥ivka C ti¥idy p, je, vzhledem k definici ti¥{dy
k¥ivky, vektor u* = ¥/’ linedrni kombinaci vektori u" u?, ... u atedy vsech-
b 4

p+1 V4
ny slozky u®u® ... u%+: jsou v uvazovaném oboru rovny nule. Odtud a z (14)
n 2 p+1] o B .
plyne pak, %e viechny slozky u® u* ... u®%+: jsou rovny nule. JeZto pfedtim
L2 p+l

jsme ukazali, Ze Zﬁ‘-, un, .. u“n jsou linedrné nezavislé, plyne z pi'edchoziho
2

ihned, Ze vektor u u“ je lmearni kombinacf vektort w’ uz, ... U
P+1 2 ?

Tim jsme dokéazali, %e tifda k¥ivky je mvarlantni viéi tran_sformaci soufad-
nic v 4,. Zbyva jesté ukazat, Ze tiida k¥ivky nezdvisi na volbé parametru,
k némuz k¥ivku vztdhneme. .

Pfi transformaci parametru®) piejdou vektory u’, u’, ... u?, w* ve vektory

: 12 ? p+1

3) Tedy pfi transformaci (4).
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*ur, *uv, ... *ur, *ur, defmovanév(ti) Pli éem? plati vztahy (6). Jezto dle pred-
1 2 P p+l

pokladu je dané k¥ivka t¥dy p, existuje asponi jedna sloZka [u"‘ru“- c Ut
12 7]

p-vektoru z vektort u“ ue, u“, jez je ve zvoleném bodé ¢ z definiéniho
2

oboru kfivky C rizné od nuly. Z (6) plyne pak ihned

Ay kyss | Ryt = Ay, Ay, .. Ay putut L u,
no2 ?) o oe »]

coZ miZeme vzhledem k (9c) piepsat na tvar

de\ 22+
*us Kys | Ryo = (——) 2 umus |yl (15)
n 2 2] dz n o2 ?)
. N , d - v
Jezto p¥i transformaci (4) je v uvazovaném oboru a{- %+ 0 a jezto dle predpokla-
du je v uva¥ovaném bodd slozka u®u* ... u% rtznd od nuly, plyne z (15)
ihned - e =
wuru* .. Ut 0 = Fus Ry *ys 4 0, (16)
2 7] 5 2 7]

Jeito jsme uvazovali libovoln)'r bod z definiénfho oboru k¥ivky, plyne ze (16)
ihned, e vektory *u¢ *us, | *u“ jsou v tomto oboru linedrné nezavislé.
2

Z predpokladu, 7Ze dana knvka C je t¥idy p, plyne ihned, Ze viechny slozky
(p + 1)-vektoru utvofeného z vektort uz, ue ... u%, u* jsou v definié¢nfm oboru
1

2 P p+1
kfivky rovny nule. P¥i transformaci (4) plati vztah
dz (+2)(»+1)
*ua‘ *udg e *uap-{-x = (__) 2 uBu®s ... u“p+l;
[1 2 p+1) T n 2 p+1]

odtud plyne pak ihned, Ze
uru® . ur = 0 = *yus Fym | Ryt = 0,
fn 2 p+1] N 2 p+1]

t. j. vektory *u®, *y*. ... *u%+ jsou v uvazovaném oboru linedrné zavislé.
1 2 p+1
Jeito jsme predtim ukézali, Ze vektory *u=, ¢ =1, 2, ..., p, jsou v tomto
$

oboru linedrnd nezévislé, plyne odtud ihned, #e vektor *u” jest v definidnfm
p+1

.oboru kfivky linedrni kombinaci vektorti *uz, ¢ =1, 2, ..., p.
[ 4

Tim jsme dokézali, Ze tiida k¥ivky nezavisi na volbé parametru k¥ivky. Tim
je dikaz vty 1. hotov.

Nyn{ se obrétime k disledkim pfedchozich vét. Necht C znadf reguldrni
kfivku p-t6 tHidy v 4, s définiénim oborem (t t) s parametrickym vyjédfenim

(1). Budtez :u’, i1 =1,2,... p vektory defmova.né v (2a). Jeito dle predpokladu

je kfivka C t¥dy p-té, plati pro vektor u, definovany v (2)b, vztah (3). Vztédh-
P+1
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neme-li k¥ivku C k novému parametru 7, zavedenému v (4a) resp. (4b) a maji-li

vektory *u», *u», ... *u’, *u’ tentyZ vyznam jako v (5), potom, vzhledem
1 2 P P+l

k véts 1, existuji skalary *I®(z), 1 =1, 2,...,p (kde 7 = 1(t)) tak, e v de-
p—i .
finiénfm oboru (t, ¢) kiivky C platf
12

P
*ur =/, *ur = X K0 ¥y, (17)
p+1 ) t=1p—§ [

Ném pujde nyni o to najit vztah mezi skaldry I®, *[® § =1, 2, ..., p, kde
—i p—i

skalary oznadené hvézdi¢kou, odpovidaji parametru 7 (viz (17)), ty druhé pak

puvodnimu parametru ¢ (viz (3)).

Vé&ta 2. Skaldry I», ¥|®), ¢ = 1,2, ..., p, jsou pii reguldrni transformaci

P—i p—i

(4a) resp. (4b) v (L, t) vdzdny vztahy
12

P d di
. X)) — — (p) —_—
i§1A"1 l:’ dT Ap,l +p—l—:,] Ap,p d‘[,
P
A0 =4, ,, de + ~——d Ay, + A,, » d l(ﬂ) 1=2,..,p, (18)
t=j p—i dr dr d p—;

kde A, ; maji vjznam z vét pomocﬁy’ch 1,11
Dikaz: Vyjdeme ze vztahu (6) pro j = p. Potom dostdvdme, vzhledem
k (7), (3),

vf*u"=di*u" +P” *u“*uﬂ=d£(ZAp,;u") +
?

T \¢=1 1

+ Pavﬁ ( z AP :ua) Al.iuﬂ =

4 dt
— v w)+ $wd g
{§1Ap" dr (d L ) R T
4 dt ' (19)
= —_ 4 2 V— A =
. .'E1Ap” dr 4141:1 ¥ ;-1? dz 7
—w L +Arp—“ l(r)).{.
1 d_’: 7,1 ’

P d d¢
+ z’u"(d Ap,+Ap,_1d +Ap?-(i_‘[- l(ﬁ))

=2 4
Na druhé strané dostaneme z (17), dosadime-li tam za *?‘1,", t=12..,p
ze vztahu (6),

vV, *u = 3 EA ,*l"”u": E u"ZA $ ¥ (20)
p——‘

P f=14=1 i I=14 i=§ -
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Pfteme-li v (19) misto séftactho indexu ¢ index j, potom z (19), (20) plyne ihned

u"(‘EA, 1 *l‘m—--éd—A,, 1 —Ap» dt i(r)) +
’ H T b

) P d dt ds
v *[(p) _ . _— —— — I®]) =
+ Ez@: ('_Z-"’Al.izif e Ap;— Ap i1 iz Ayp,p dfplj ) 0.

Odtud plyne, vzhledem k tomu, %e vektory »’, j = 1,2, ..., p, jsou v uvazo-
!
vaném oboru linedrnd nezévislé (nebof dle pfedpokladu je kiivka t¥idy p,
1 < p £ n), ihned systém vztaht (18).
Poznidmka 4. Z véty 2 plyne ihned, Ze mezi skaldry *I®, I’ platf trans-
o o

formaéni vztah
de d dt

A,’p*g(p) = A”’”“’&? + 3 App + Ay p .(Egm,

Dosadime-li do tohoto vztahu za A4, 5, 45 p—; z (9), dostaneme, pFihlédneme-li

. dt
k tomu, %e v uvaZovaném oboru je o % 0,

_oplp—1)ydufa\T | ax (de\ . de
e e T@l s twd”
t’. ] " .
-1
*()___ﬂp_ﬂﬂ Qﬁ ﬂ ()
w 3 ae\e T & (21)

Nyni si miiZeme poloZit otdzku, zda je mozno najit funkei v = ¢(t), jez by méla
v defini¢nfm oboru (¢, t) k¥ivky C (jeZ je dle pfedpokladu t¥dy p v 4, 1 <
12

< p £ n) spojité derivace nejméns (p + 1)-ho Fadu, déle % % 0V (¢4 t) a pro
12
niZ by viude v (¢, ) bylo *I®?) = 0. Odpovéd ndm dava tato véta:
12 0
_ Véta 3. Budif C requldrni k¥ivka p-té tFidy v A,, dand parametrickgmi rov-
nicemi (1) s definiénim oborem (t,t). Potom existuje nekonetné mnoho funkci
12

T = @(t), definovanych v intervalu (1, t), je£ maji v tomto intervalu spojité deri-
12

vace fddu alespor, p + 1, pfi demé %; + 0V (¢, 1) a jeZ maji tu viastnost, Ze vztdh-
12
neme-liv kfivku C ke kterékoliv z téchto funkci v = @(t) v intervalu (t,t) jakoéto
12

“novému jmminetru, potom
() = 0, (22)
(1]

PR éemZ vjznam 'aymb'olu. *[@) je patrny ze (17). |
0
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Vdechny tyto funkce majé tvar

..__..2.~_. (p)
T = g(t) = C [ed®D Ji# a

kde C # 0, k jsou libovolné konstanty.

dt + & C + 0, (23)

Dikaz: Nejdifve se pfesvédéime o tom, Ze vBechny funkce tvaru (23) maji

vlastnosti ve vété uvedené. Pfedeviim je z (23) zfejmé, Ze ?i%) #+ 0 pro kazdé ¢

prichéazejici v Gvahu. PouZijeme-li formule pro derivaci funkce inversn{, snadno
se presvédéime, ze funkce ¢(t), definované v (23), anuluji pravou stranu ( (21),
a tedy pro né vyplyva tvrzenf (22). DokéZeme o nich jesté, Ze maji spojité
derivace fadu nejméné p + 1. Aby funkce ¢(t), definované v (23), mély spojité
derivace alespoil (p + 1)-ho F¥adu, k tomu stadéf, jak je patrno z (23), aby
skalar g(”) mél spojité derivace alespoil (p — 1)-ho Ffadu vzhledem k ¢ v defi-

ni¢nim oboru (¢, t). Ze tomu tak skuteénd je, to plyne jiZ z predpokladu, e
12
kfivka C je p-té tiidy v (¢, t)4)
12
Abychom zjistili, Ze ve (23) jsou podchyceny vSechny funkce s vlastnostmi

ve v&té uvedenymi, stadi ukazat, Ze funkce (23) jsou obecnym integralem di-
ferencialn{ rovnice

1) dz (de\ ™
p(p ;‘ )H-??(a—r') + o l(ﬁ) = 05) (24)

a jinych integralt pro tuto rovnici v intervalu (¢, ¢) p¥i d¢ #% 0 neni. Rovnici

12 dr
(24) muZeme psat ve tvaru
T p——
dr \dz p(p + 1o

kterou, vzhledem k tomu, %e pfedpokliddme ((11— % 0 v uvazovaném oboru,
muZeme déale piepsat

4) To si ov&fime takto: Je-li ¢ libovolny bod z intervalu (¢, t), potom z pfedpokladu,
12
ze kfivka C je v (t, t) p-té t¥idy, (1 £ p < n), plyne, Ze v uvaZovaném bod$ je aspori jedna
' 12

slozka p-vektoru z vektord u%, u%, ... u* riznéd od nuly. BudiZ to slofka ususs ... uds.

Z (3) plyne pak 1 2 P 2 7]
uy® L w1V u® = Vo utu® L u% = PRyt %,
a2 “p—1 7] 2 ] o 2 7]
odkud mu%eme l(") vyjadrit, nebot [u“‘ .u® jeo v uvaiovanem bod¥ ruzné od nuly
7]

Predevsim je odtud vidét, 29 I? je ¥4du p + 1 vzhledem k ¢. Odbud a z pfedpokladu a),

b), ¢), za nichZ byla postavena definice kiivky p-té tf¥idy, je ihned vidst, %e l(”) m4 spo-
jité derivace alespoii (p — 1)-ho Fadu.

) Viz (21).
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-1
(dr) dde d (24y*

b I d’__?;_l<p)
a) @@ T a & T pp e

jejimZ obecnym integralem jsou pravé funkce definované v (23). Tim je dukaz
véty proveden. -

Poznédmka 5. Z pfedchozi véty je ziejmé, Ze podminkou *(@® = 0 v uva-
0

fovaném oboru neni piisluiny parametr v jednoznaé¢né stanoven. Je dan az
na afinni transformaci
?=Ct+k’ 04:0) (+)

kde C % 0, k jsou libovolné konstanty. Vhodnou volbou podéteénich podmi-
nek 1ze dosdhnout jednoznaénosti.

V&ta 4. Budif te (i, t), tedy z definiéniho oboru kfivky C, jef je p-té tFidy
. 0 12
(1 £ p £ n). Potom poldteénimi podminkamsi

ds
s(t) = 0, (E)H =1, (25)

0

je v intervalu (¢, t) definovdina jednoznainé funkce s = s(t) téchto vlastnosti:
12

o~

1. 8(t) je rostouct v intervalu (t,t),t <1,
21 2

s

2. 8(t) je aditivnt funkci v (8, ¢
12

~—

’

3. 8(t) md v (t, t) spojité dertvace Fadu nejméné p + 1.
12

4. Oznadtme-li
dé= | . .
eV, =i, k=1,2 ...p, (26)
ds 1 E o k+1
potom plati ,
—1
Vate =X AP fa8) (27)

P k=1p—k %
kde A9, k=1, ..., p — 1 jsou skaldry definované tak v bodech kfivky C.
p—t .

6. Funkci s(t) lze psdt ve tvaru

t
2
¢ ff(f) at .
e\t) = [e”‘”+"f . dt (28)

Dikaz: Funkce s(f), definovand v (27), vyhovuje podateénim podminkdm
‘ d ds 2
25), jak ihned nahlédneme. Déle je z (28) zFejmsé, %e — log — = ——— M),
(25), j © jez (28) zFej FTRC T e .
t. j. funkee s(t) z (27) vyhovuje dif. rovnici (24)*") a tedy ze systému funkef
$) Je.li p = 1, pak je soulet na pravé strand v (27) prézdny.
) Tedy 7 = 8(t) je feSenim rovnice (24)* a tedy té% (24).
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tvaru (23). Podle véty 3 ma tedy s(¢) spojité derivace fadu aspoii p + 1 v (¢, ¢).
Funkece s(t) mé tedy vlastnost 3. Vlastnosti 1., 2. jsou ziejmé z (28). e

To, ze funkce s(t), definovand v (28), je pfi pocateénich podminkach (25)
jednoznadénym FeSenim dif. rovnice (24)* resp. (24), plyne ihned z existen&niho
teorému Cauchyova. Jezto je s(t) tvaru (23), je pak, podle véty 3, v celém de-
finiénfm oboru (f, ;‘) splnén vztah (22), coz vzhledem k (17), vede ihned ke vzta-
hiéim (27), p¥i demz misto d¥vejsich symboli *[® zavidime symboly 1(:), nebot

P—

—k
zde jde o specidlni, privilegovany parametr, pro ktery v celém uvazovaném

definiénim oboru kiivky C je splnén vztah (22). Tim je celé tvrzeni véty do-
kéazano.

Definice Il. Funkci s(t), definovanou v (28), nazyjvdme afinnim obloukem re-
guldrni kfivky p-té (1 < p < n) v n-roomérném afinnim prostoru A,, oriento-
vanym od bodu t k bodu t (¢ > ).

0 0

Vé&ta 5. Afinni oblouk s(t) a skaldry A® (3),k=1,2,...,p — 1 se transfor-
P—k

mujt p¥i kafdé requldrni transformaci parametru t v (t, t)8)
12

t = t(t) : (29)
takto _
= ~ de
8(t) = ws(t), o= (a—i)t—g (30a)
AD(f) = k21 )0)1), pro 1l <p<n, k=1, 2,...p— 1. (30b),
—k r—k :

Dukaz Pii regularni transformaci parametru ¢t v ( t t) uvazované v (29)

]e - 4= ov (t t) Zavedeme-li oznadenf t = I(t), potom dostaneme vzhledem
o -0

k (21) (28) |
—1
@) p(p + 1) d% dt) de | dt
f” d f{ 5 a\m Talwds

20l f e

a tedy

i

2 (7) ! ‘ (»)
@ gt PrEsT Rl
- p(9+l)f - p(r+1)
() = fe TR A=« f R dt,

[ , to

8) Jde neustéle o kiivku C p-té t¥idy v 4, s definiénfm oborem (t t), danou parametric-
kymi rovnicemi (1).
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fedy 3(t) = «s(t), kde & = (-(}E) , jak se snadno pfesvédéime. Tim je vztah
tasty

(30a) dokazdn. de
Z dokézaného vztahu (30a) plyne ihned

LA _deds - ()
teE G TG Gl kea=(g)

Methodou ﬁblné indukce snadno dokaZeme, Ze

5 L o.T . 48 Lo k1
k:lzv‘: T ds v'“": =
prok=1,2,...,p. Pro k = p > 1 plyne pak z (31) a z véty 1, pfihlédneme-li
ke vztahtim (27) a vé&té 3,
- P=1 _ o p—1 .
=X AP0y = P-1F @4y, (31)
p+1 J=1p—15 4 i=1p—4 3§
t. j. podle (31)
' —1 _. —1
Y A®y—ipy = x—p—1 Y APy,
j=1p—i i=1p—i i

odkud plyne ihned

AP = xi=p=1 )®  proj=1,2,..,p—1,
p—95 p—J

coZ je vztah (30b).
Poznamka 6. Z véty 5 vyplyva, Ze jak afinni oblouk s(¢), tak skaldrni
veliéiny A®, k= 1,2,...,p—1 (kteréZto jsou definovany jen p¥i p > 1)
P—k

nejsou vnitinimi velidinami kfivky C, jez je, dle pfedpokladu k¥ivkou p-té tiidy
v uvazovaném oboru; citované veli¢iny nejsou afinnimi invarianty k¥ivky C,
nebot pfi kaZdé regulirni transformaci parametru nejsou invariantnf, nybr#
podléhaji jednoduchému transformaénimu zékonu (30a, b).

Jako doplnék k definici afinniho oblouku uvedeme tuto vétu:
Vé&ta 6. BudiZ parametrickymi rovnicemi (1) definovdna reguldrni kfivka C
n-té tridy v A, s definiénim oborem (8, t). Necht t je néjaky bod z intervalu (i, t)
12 0 12

Potom jeji afinni oblouk (ve smyslu definice II) lze uvést na tvar
t

vy v 2
fwwr ... w) |
s)= | [2—2— a,

t

—fr7.ub
te Ke t{l‘g Qll dt
kde [u ... u"] je determinant z vektord w”, + =1, ..., n, definovangch v (2a)
1 n s

a K je konstanta riznd od nuly, K = [uvw’ ... u]_y,.
12 n
Diukaz: Podle formule pro absolutni derivaci multivektoru jest

Viuw, ... w’] = —El— [ur, ... uw"] + [w” ... u"] Pgaua dt. (33)
1 n dt 1 n 1 n 1
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Provedeme-li piimo operaci naznadenou na levé strané v (33), dostaneme vzhle-
dem k (3) a vzhledem k tomu, Ze kiivka C je t¥idy n

Vielw? ... u] = 1™ [u>, ... w]. (34)
1 n [} 1 n
Z (33), (34) plyne ihned vztah
d
n) — — v v /4
g" T log l[’it '0: 1+ I",,'llﬂ dt,
nebot, jezto je kiivka C t¥dy n, je v celém uvaZovaném oboru [u” ... u*] % 0.
1 »

Integraci posledni rovnice v mezich od ¢ do ¢, kde ¢, € (¢, t) a ze vztahu (28)
0 0 12

(polozime-li tam p = n) plyne pak snadno piepis (32) a tim i tvrzen{ véty.
V daldim budeme uvazovat afinni oblouk regulirni kiivky C kterékoliv
t¥dy v 4, (tedy libovolné t¥dy p, 1 < p < n).

Vé&ta 7. Budiz C reguldrni kfivka p-té tfidy, (1 < p < n), v A, (n > 1) s de-

finiénim oborem (t,t), dand parametrickymi rovnicemi & = &*(t), v =1, ... n.
12

Necht a, b, ¢ jsou tFi pevné zvolend vzdjemné riznd &isla z intervalu (2, t). Necht
3(t) je afinni oblouk kiivky C, definovany v (28)°). Potom pomér 12
8(a) — s(c)

8(b) — s(c)

je nezdvisly na volbé parametru kiivky C.

d(a, b; ¢) = (36)

Poznamka 7. Pfi pevnych &islech a, b, ¢ vzajemns riznych (a, b, ¢ € (¢, 7)) je
12
tedy délici pomér d(a, b; ¢) invariantnf vidi ka#dé regularni transformaci
parametru { = ¥(t) v (¢, t). Zfejms je s(t) skaldrem v 4, definovanym v bodech
_ 12

dané k¥ivky C. Je tedy d(a, b; ¢) afinnim invariantem k¥ivky C.

Dukaz v&ty 7: Necht ¢ je libovolnym bodem z intervalu (¢, £), jeZ je defi-

0 12
niénim oborem k¥ivky C (ktera je, dle predpokladu, p-té t¥idy v 4,). Potom
afinni oblouk pfi této volbé podatetniho bodu je din piedpisem (28). Vyjde-
me-li od jiného podateéniho bodu *t + ¢, *f ¢ (¢, £), potom mezi piisluinymi
0 0 0 12

afinnimi oblouky s(¢), *s(¢) pfi témZe piivodnim parametru plati zfejmé vztah

*3(t) — s(t) = konst., (36a)

t
* 2

t
—— [ 1P qt
kde konst. =f e”"’“’t{' de.

.t

Jsou-li a, ¢ dva libovolné body z (¢, t), potom podle (36a) a je
12

*3(a) — *s(c) = s(a) — s(c). (36b)
?) Pii libovolné volbé ,,poéateéniho bodu* ¢ € (¢, t).
0 12
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Pfihlédneme-li nynf k v&ts (5) resp. k transformaénimu vztahu (30a), potom

z (36b), (30a) plyne ihned tvrzeni véty. Jmenovatel na pravé strané v (35)

nemife byt pro Zaddnou dvojici b # ¢, b, ¢ € (¢, t), roven nule, jezto s(f) je ryze
12

monotonni v (¢, ¢).
12

Pozndmka 8. Z v&t 3, 5, 7 plyne snadnou Gvahou, %e pomér d(a, b; ¢) je
nezavisly na tom, jakou funkeci 7 = ¢(t) ze systému (23) vezmeme za para-
metr k¥ivky C, tedy, kterou z téchto funkei prohlasime za afinni oblouk kiiv-
ky C.

Definice Wll. Cislo d(a, b; c), definované v (35), nazjvdme délicim pomérem
bodu ¢ vzhledem k zdkladnim bodéam a, b na kiivce C(a, b, ¢ € (ti tz), a+b+c*a)

Nyni se budeme zabyvat skalary A®, k=1, ... p — 1, vystupujicich ve
»—k

vztahu (27). Tyto skaldry nejsou afinnimi invarianty, jak vyplyva ze vztahu
(30b). Avsak transformaéni zdkon (30b) je tak jednoduchy, Ze se d4 pravem
odekavat, Ze tyto skalary jsou pro danou k¥ivku p-té tiidy v A4,, charakteristic-
ké. Jejich dilezitost vysvitne z nasledujicf existendni véty.

Vé&ta 8. Budif A, n-rozmérny afinni prostor v souradnicich & (x =1, 2, ... n),
opatfeny symetrickou konexi o koeficientech I'},(&*). Budif £ bod tohoto prostoru
takovy, Ze v ném a v jeho uréitém n-rozmérném okoli maji funkce I'Y, spojité
parcidlni derivace podle proménnych &= nejméné p-tého Fadu, kde 1 < p < n.
Budif ddle ddno p — 1 funkci jedné proménné s, p(s)t =1, ..., p — 1, spojityjch
v bodé€ 8 a v uréitém jeho okoli. Budif déle ddno p &isel (i:).,, k=1,..,pa=1,..
cen n,otakovych, Ze matice .
()6(8%)q - - - (#")o
11 1
(#)o(#%)o - - - ()0
2 2 2

.............

md hodnost p.

Potom v dostate¢né malém okoli bodu &2 existuje kfivka p-té tﬁ’dy v 4, s para-
metrickymt rovnicemi

Er=2¢8), v=1,...n (37)
téchto vilastnosty:
a) pro 8 = 8 je £¥(s) = &;
0 0
b) oznalime-li ‘ _
o — % poh — o J—
‘ _"dsaz _VSkil9k_23-"ip1

potom
1(8) = (%), k=1,...,p;
kO k
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c) parametr s je afinnim obloukem této kiivky: '
d) pro kfivku (37) skaldrni funkce AP)(s), k = 1,...,p — 1, (z véty 4, vetahi
—k

(27)) jsou rovny danym funkcim g.(s), t. j.
AP(s) =gqu(s), k=1,..,p—1;
r—k
e) ve zminéném dostatecné malém okoli bodu £§ (a v ném samém) existuje kiivka
(37) s viastnostms a), b), ¢), d) jednoznaéné.

Pozniamka 9. Véta pfe(ichozi ¥ka, Ze skalarni funkce A® ze vztahu (27)
—k
tvorf tak zvany uplny systém pro existenci kiivky p-té tiidy v A, (lokaln{
existenci), t. j., jsou-li diny pfedem funkce A?)(s),k=1,...,p=1;1<p < n,
—k

a je-li ddno néjaké &islo s z definiénfho oboru téchto funkef, ddle pak poéa-
0
teéni bod &% v 4, a v ném p linedrné nezavislych vektort, potom, za pfedpo-

kladd ve vété vyslovenych, je témito podminkami v dostateénd malém okolf
bodu £ jednoznaéné definovana kfivka p-té tiidy v 4,,.

Dikaz véty 8: Pii daném pfirozeném p, 1 < p < n, uvaZujme systém
diferencialnich rovnie

r—1
12 = V4% = X g(8)i* 19), (38)
»+1 P k=1 k
kde
. dé= . .
e =—=—"12=V,1* prok=2...,p+ 1. (39a)
1 S k k—1
Zavedme oznadeni
dEa —_— x d X — a —
-a:?——-'l]{,'d—s'k_'lil——’lk), k—2,,p+1 (39b)

Vektory 1* v (39a) miZeme piepsat pomoci velidin v* a koeficientti dané
k E

konexe v A,, resp. jejich parcidlnich derivaci podle &=. Tak dostaneme

=y, (40a)
1 1
1 = v2 + I'g vPo?, (40b)
2 2 11
@ = ya + 3I'¢ vhyY o, I's, + I's, I'8, ywrvvor. 40c
3’ ;"l" By s + (9, 17%, + "'"')111 (40c)
Snadno bychom nyni methodou Gplné indukce dokazali toto tvrzeni.
Tvrzeni L. Vektor iz lze pFepsat na tvar
!
1@ =8 | Pe(vr,vv, ... 07) prok=2,...,p + 1, (40)
Ek Eo1o2 k1 .
19) Viz (27).
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kde P= je. celistvou raciondini funkci v proménnych ve, ve, ..., v, v jejiché koefi-
k 1 2 k—1

cientech vystupujt v souctech a soulinech pouze konstanty, koeficienty konexe
a jejich parcidini derivace nejvyde (k — 2)-ho Fddu't).

V&imnéme si, Ze ze vztahii (40a, b, ¢) a z tvrzeni I plyne ihned tento pozna-
tek: Jsou-li ddny-veli¢iny :)“, k=1,...,pabod & pevné'?), pak jsou té% vek-

tory ¢, k= 1,...,p pevné jednoznalné stanoveny. Snadno nahlédneme
P

(rovndz z (40a, b, ¢) a z tvrzeni I), Ze, jsou-li diny pevné vektory ¢= a bod &=,
jsou pak jednoznaéné a pevné stanoveny vektory v=. k
E

Utéitime nynf tento krok: pevné danym &slim &% a (12),, k = 1, ..., p, (v pied-
pokladu véty), pfifadme &sla (v*), ve smyslu pf’edchokzich uvah. Jsou tedy po-
dateénfmi podminkami £2, (i:)o, k=1,...,p, ve smyslu hofenfho pfifazeni
jednoznaé;lé stanovena disla '(:z:d), k=1,...,p.

Vyslovme nynf dalf, pro dikaz véty dilezité tvrzeni:
Tvrzeni Il. V dostatedné malé uzaviené oblasti n(p + 1) rozmérné, obsahujics
uvnitf bod [E, ...&0, (VY)g, ... (V7)g, (VM)g, ... (V™)o], Mmaji funkce i2(&¥, v¥, ... v?)
0 0 1 1 2 P k 1 k
spojité parcidini derivace podle svyjch argumenti (k= 1,2, ... p).
Diukaz tohoto tvrzeni plyne ihned z tvrzeni I a z pfedpokladu véty.

Vratme se nynf k systému rovnic (38). Tento systém lze, vzhledem k (39b),
(40) pfepsat na tvar

—1
ve = — Pa(v®, ... v) +pZ r(8)(ve + Px(vv, ... vY)). (41)

p+1 p+1 1 » k=1 k ko1 k—1

Uvazujme nyni systém n(p + 1) rovnic pro n(p + 1) neznamych funkei
&2, v=, ... v* 8 nezdvisle proménnou s
-1

?
dge d
—a—g=v“, E—g-kgr—-z)“ k=2,..p, (42a)
d
_— % — fa y l’, V’ ”)... V, 42b
& fo(s, & 0, ) (42b)
kde p—1
fe = — Pa(vv, . v“) + E q)k(s)(v“ + P“(v”, .o vY))8), (43)
p+1 1 k—1

Tvrzeni k. Omezime-li se na doatatecné’ malou uzavienou oblast n(P +1)+1
rozmérnou, obsahujici uvnitf bod

[s, § s oee EB (W)gy oot (UM)gy o (V)]
00 1 1 ?

11) Snadny dukaz tohoto tvrzeni methodou tplné indukce zde nepodavam.

1%) ¢4 z oboru, v n8mZ podle pfedpokladu véty majf funkce F"" spojité parcialni deri-
vace aspoit p-tého Fddu.
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potom funkce f=, definované v (43), jsou v této uzaviené oblasti spojityms funkcems
svyjch argumentd s, &=, v", v" a maji v této uzaviené oblasti spojité parcidini

derivace podle n(p + 1) promé’nnych &e v’ 'v"z

Diukaz tohoto tvrzeni plyne bezprosti"edné z tvrzeni II a z predpokladu
véty, Ze totiZ funkce g (s) jsou spojivé v dostateéns malém okoli bodu s.
0

Tvrzeni ITI ndm v¥ak ¥ké, %e funkce fe, « = 1,...,n vyhovujf vdosta-
teéné malé uzaviené oblasti, obsahujici uvnitf bod [sy, &, ... &, (¥*),, ...
0 0 1

.. ()gs (¥Y)gs - .. (v")o], Lipschitzové podmince vzhledem k &%, v, ... v214). Plat{
1 2 P 1 ?

tedy pro soustavu diferencidluich rovnic (42a, b) existenéni teorém Cauchytv
(lokalng). Tedy plati tento existenén{ teorém té%Z pro soustavu ekvivalentnf
soustavé (42a, b), t. j. pro soustavu (38). -

Podle tohoto existenéniho teorému existuje tedy (lokélné) k¥ivka C s para-
metrickymi rovnicemi (37), jeZ. prochdzi pfedem danym bodem &% = Ea(g)

a pro kterou plati v bodé s
(v“)o = v“(s), k=1,..,p. (44)
k

Vztahy (44) implikuji (podle toho, jak jsme éisla ('v“)0 a vehcmy v“ difve defi-
novali) nasledujici relace
(i*), = i%(s), k=12 ...,0p. . (45)
k E 0
Tim je dokazano tvrzeni a), b) nasi véty. Z rovnic (38) je zfejmé, Ze tato
integralni kiivka je v uvaZovaném dostateénd malém okoli bodu s nejvyse
0

p-té tHidy v 4,. Jeito vektory w . t* jsou pak v tomto dostateéné malém
b4

okoli spojitymi funkcemi proménne 38 (jsou totiz, ]ak plyne z (38), diferenco-
vatelné podle s), je hodnost matice z vektorti 1%, ... i* rovna p té% v dostatedns
malém okolf bodu s. ! ?

0

Tvrzeni c) véty, totiz, Ze s je afinnim obloukem této kiivky, plyne ihned
z rovnic (38), véty 4 a z poznamky 5 na str. 14. Tvrzeni d), jeZ je jadrem véty,
plyne ihned z rovnic (38), z véty 4, vztaht (37). Tvrzeni e) je pak z pfedcho-
ziho evidentnf. Tim je véta 8 dokazdna.

Poznamka 10. Pfedchozi existenénf véta neobsahuje piipad kfivky prvé
ti¥idy v 4,. V tomto piipadé jde o feSeni systému diferencidlnich rovnic

Vsiv =0,
1

13) Viz pravou stranu v (41).

1) Viz na p¥. V. V. Stepanov: Kurs diferencialnich rovnic (Sesky ptreklad od E. Cecha),
Praha 1950, str. 157 shora.
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na ktery lze pouiit té% existendni véty 8, klademe-li v nf p = 1 a vynechdme-li
piedpoklad danych funkef ¢,(s) a Skrtneme-li soudasné tvrzenid) véty 8. Zde
jde o'zndmy p¥ipad geodetickych dar v 4,,.

Poznamka 11. Nehledime-li k jednoduchému pi{padu dar geodetickych

v 4, potom, jak z-existen&ni véty 8 a transformadnich vztaht (30b) vyplyva,

jsou funkce A®)(s), k =1, ..., p — 1, podstatné dileZitosti pro k¥ivku p-té tiidy
—k .

v 4, (1 < p < n). Jsou to skaldry charakterisujici k¥ivku p-té t¥idy v 4,
i kdyZ nejsou afinnimi invarianty v tom smyslu, Ze nejsou invariantni viéi
libovolné regulérni transformaci parametru kiivky. V oboru, kde plati pro
diferencidlni rovnice (27) existendénf véta 8, lze pfedem danymi funkcemi
’i(:)(s), k=1, ...., pcharakterisovat celou rodinu k¥ivek p-tét¥dy v 4,. Tak

dojdeme ke specidlnim rodindm ki¥ivek téze t¥idy v 4,, k rodinam, kde kiivky
jedné a téie rodiny maji, jakoZto riznd partikulirn{ fefeni daného systému
diferencidlnich rovnic (38), uréité spoleéné vlastnosti, tak zvané afinni vlast-
nosti kiivek téze rodiny.

Z4avéredénd poznamka k &lanku:

P¥i sepisovani nebylo ani v dikazech pouZito cizich pramenii. TéZ symbolika je vlastni. -
Jednoduché priklady jakoZto aplikace pfedchozi theorie budou uvefejnény pozddji jakoZ-
to druhé ¥4st préce.
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CAST II.
N&kolik pFikladu z afinni geometrie k¥ivek v £,

Uvedené pfiklady jsou jednoduchou aplikacf theorie probrané
v I. &asti prace na kfivky v dvojrozm&rném afinoeukleidovském pro-
storu. Jde vétSinou o znémé vysledky, které je moZno odvodit jedno-
duchymi jinymi vypoéty. Piiklady jsou voleny jednoduché proto, aby
na nich prav¥ byla evidentni Gloha afinniho oblouku v geometrii.

Afinn{ prostor dvojrozmérny A4, o koeficientech konexe I';, = 0 se nazyva
dvojrozmérnym afinnim eukleidovskym prostorem a je zvykem oznadovat
jej K.

Jako velmi jednoduché pifklady pro aplikaci theorie rozvedené v I. dasti
prace uvedeme pifklady z afinni geometrie kiivek v E,.

Poznamenejme jesté, Ze geodetickymi ¢arami v afinnim eukleidovském pro-
storu E, (n > 2) jsou piimky. K¥ivka p-té t¥idy v E,, 1 < p < n, je kfivkou
leZ{cf v p-dimensiondlni rovinné subvarieté K, kterd le#{ v E,. To snadno na-
hlédneme z definice t¥idy regularni kiivky v 4, podané v 1. &asti préce. Stadi
se tedy omezit pfi studiu k¥ivek v E, na studium kfivek n-té tiidy v B,,.

@ |
PFiklad 1. Rodina parabol v E,. Definujeme funkei A(s) takto:
1
(6]

1=0. (1,1)
1 .
V tomto pfipadé se diferencialni rovnice (27) redukujf na tvar
Qéf =0 =1,2 1,2
de® ¥=He. (1,2)
Reseni té&chto rovnic jest,
« = Aag? 4 Beg 4 C= xa=12, (1,3a)

kde A+, B2, C*, « = 1,2 jsou zcela libovolné konstanty. Podminka, %e hledand
kiivka mé byt druhé t¥idy v E; vede na podminku

A'B: — 4B  + 0. (1,3b)

Rovnice (1,3a) spolu s podminkou (1,3b) vyjadiuji, jak se snadno pfesvédéime,
rodinu viech parabol v kartézské roving.

Jestlize pfedepfSeme podatedni hodnoty ve smyslu existenéni véty 8, pak
dostaneme jedinou zcela uréitou parabolu jakoZto partikuldrnfi ¥efeni rovnic
(1,2).

. ‘s . dzge
Vsimnéme si je&té toho, Ze smér 1= = ——— je konstantni a v disledku (1,3b)
2 a

nenulovy. Nazveme-li 1> sdrufenym smérem ke sméru i« = %’%, potom v kaz-
2 1 '

dém bod& paraboly je vektoru = pfifazen jeden a tyZ smér sdruzeny.

1 .
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Pﬂklad 2. Rodma elips v E,. Hledejme rodinu k¥ivek druhé tiidy v E,, kde
funkece ).(s) je takto definovéna

@
1(8)5—1. (2,1)
1
V tomto pf{padé se diferencidlni rovnice (27) redukuji na tvar
d35¢ df“ . V
&t =2 xa=12. (2,2)
Snadno zjistime, Ze feSenim systému rovnic (2,2) jsou k¥ivky
k2 = Aegins 4+ B>cos 8 + O=, x=12, (2,3a)
kde A=, B2, C* (x = 1, 2) jsou libovolné konstanty vazané pouze podminkou
A'Bt — A*B* %0, (2,3b)

coZ je opét podminka pro to, éby integraln{ k¥ivka rovnic (2,2) byla druhé t¥idy
v E,.

Rovnice (2,3a) spolu s podminkou (2,3b) popisujf, jak se snadno piesvédéime,
rodinu viech elips v kartézské rovinég.

P¥iklad 3. Rodina hyperbol v E,. Definujeme-li

/1(8) =1, 3,1)
potom se rovnice (27) redukujf na tvar
d3¢s  dge,
T =0 x=12, (3,2)
jejichZ feSenim jsou kiivky
§“~—Aae’+B“e—‘+C’“ x=1,2,
které miZeme téZ piepsat na tvar
£a = g ginh 8 + b2 cosh s + ¢=, a=1,2, (3,3a)
kde a2, b%, ¢* (o« = 1, 2) jsou libovolné konstanty vazané podminkou
ab? — a?h! =+ 0, (3,3b)

kterdfto podminka vyjadiuje, Ze k¥ivka (3,3a) je druhé t¥{dy v E,. Snadno se
plesvédéime, Ze parametrickymi rovnicemi (3,3a) spolu s podminkou (3,3b) je
podchycena t¥da hyperbol v kartézské roving.

Poznémka 1. Snadno se pfesvédéime, Ze volba }. = —k, k > 0 je konstan-
ta, vede ke kfivkam druhé t¥idy v £, s parametnckyml rovnicemi
SG—A“smVIcs—i—Bacosts—}—O’a a=1,2,

kde Ae, Bz C= (x = 1, 2) jsou libovolné konstanty vizané podminkou 41B? —
— AB' % 0. Poloiime-h *g = Vk.s potom pFedchozi parametrické rovnice
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pfejdou v rovnici elips v E, tvaru (2,3a)a p¥islu§na charakteristicka funkce *1
je pak, podle transformaénfho vztahu (30b), rovng !

®)
(’) ﬂ.
1 (Vk 1

Tedy éislo —1 charakterisuje skuteéné viechny elipsy v E,. Zcela obdobné si
ovéfime, Ze ¢islo +1 charakterisuje v8echny hyperboly (vétve hyperbol) v E,.
To, Ze ¢islo 0 charakterisuje v8echny paraboly v roving, bylo ukdzéno v pii-
kladé 1.

P¥iklad 4. Definice stfedu elipsy a hyperboly a stredu kfivosts.
Budiz parametrickymi rovnicemi
Ea = &2(8), « = 1,2, seJ (J — otevieny interval) (4,1)
dana v E, kiivka druhé t¥idy v J, pfi ¢emz s necht je jeji afinni oblouk Pted-
pokladejme dale, Ze této kfivce piisluSna charakteristicka funkce ).(s) jespojita

v J. Budiz s e J té vlastnosti, ze
[+]

(2)
A8) £ 0. . (4,2)
1 (o]

Z (4,2) a z pf‘edpokla.du spojitosti funkce (}2.)( s) v J (jak to vyZaduje existenéni
teorém 8) plyne, zZe je 1(8) razna od nuly v dostateéné malém okolf bodu 8.
Volme ¢&islo 2 tak malé, aby bod 8 + & byl rovné% z tohoto okoli (p¥i dem%
s + heJ). V bodech s, s + h kfivky (4,2) sestrojme piimky ve sméru vektoru
ga(g), 2“(;9 + h). Pa.raI:lleické rovnice téchto pfimek jsou

zi(t) = %(s) + i%(5)
z(t) = £%(5 + h) + i%(s + B)

(4,3)

Najdéme tu hodnotu parametru ¢, kterd odpovidé priseéfku p¥mek (4 3). Pro
tuto hodnotu ¢, plynou z (4,3) tyto vztahy

bliss + B — i) = — [+ H—E@], =12, (44
Uvazujme nyni dva podily
48 + h) — £%(9) E :
W@, X = 1,2. (4,5)
[ 2 o

s e . @
Jeito vektor 1 ma v J derivaci ds t* = A= a jeZto ve zminéném dostatedné
2 2 11
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malém okoli bodu 8 je }.(s) # 0 a protoZe vektor aa nenf v Zadném bodé inter-

valu J vektorem nulovym potom aspoii pro ]eden podil v (4,5) je jmenovatel
rizny od nuly a tedy pfisluiny podil ma smysl. Nechf « je onen pevny index,
pro ktery podil (4,5) ma smysl. Potom jsou zfejmé splnény podminky pro dru-
hou vétu o stfedni hodnoté, takze miZeme psit

&q+hr—v@ f§+@M

AR I AP
10 °

0<b<l,

Odsud a z (4,4) plyne
%=—m—L——’ 0<6<1. (4,6)
A(s + Oh)
1 0
Dosazenim z (4,6) do prvn{ z rovnic (4,3) dostaneme pro soutadnice hledaného
prisedfku
‘ L (®
x2(ty) = £2(8) — {Als + Oh)}~11i%(s), a=1,2. (4,7)
4] 10 2 ©
Nechdme-li nynf bod 8 + & konvergovat k bodu s, potom pfechodem k limité
— 0) dostaneme
(¢)]
z%(8) = lim z2(t,) = &=2(s) — {A(8)}~11%(s), a=12.
o 0 ° 10 2 ©
Vysledek miizeme stru¥nd vysloviti takto:

1°. Ke kaZdému bodu kfivky (4,1) lze pfifadit za predpokladi shora vyslove-
nych, bod o souradnicich

se(s) = Exl0) — (D1i%),  w=12. (4,8)

Toto pfifazent je jednoznalné a nezdvislé na volbé parametru kfivky.

Nezavislost bodu z*(8) na volb& parametru plyne ihned z transformaénich
vztahu (30b), (31).

Bod x%(8), definovany v (4,8), mazyvame stfedem kfivosti kfivky piisluinym
k bodu s.

Z 1° a ze vztahd (30b), (31) plyne ihned:

2°. Vektor
ne(e) = — (A(6)}" i=(0) “9)
je nezdvisly na transformaci parametru kfivky.
Poznédmka 2. Bod kiivky druhé tifdy v E,, v némz je (}’.)= 0, budeme nazy-
‘vat bodem parabolickym na k¥ivce. V takovém bodé nenf ovéem vektor n* defi-

novén.
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Vektor :%(s) (S je afinni oblouk) budeme nazyvat smérem sdrufenym ke
2

sméru =,
1

Z piedchazejicich definic a vztahu (4,8) odvodime dvé tvrzeni, tykajici se
rodin k¥ivek z ptiklada 2,3.

3°. Vem bodum elipsy v E, odpovidd jediny spoleény stied krivosts, jimZ pro-
chdzeji v8echny primky

za(t) = &%(s) + nx(s) t, a=12, (4,10)

(t. §. pFimky ve sméru 1,1(3) vedené bodem &£(s)). Stejné tvrzeni plati pro hyper-
bolu.

Diukaz. Pro elipsu je podle (2,3a)
gr = Aesins + B>coss + C=, x=1,2, (4,11)

pii ¢emz Ax, B, C* jsou libovolné konstanty vazané podminkou A'B? —
— A2B! =+ 0; s je afinn{ oblouk. Z (4,11) plyne ihned

i“=———A“sins——B“coss=—£a+C¢. (4,12)

Dosadime li z (4,11), (4,12) do (4,8) a uvazime li, Ze pro elipsu (4,11) je podle

2,1) 1 = — 1, dostaneme
x*(s) = C= | a=1,2,

pro kazdou hodnotu s. Jezto bod z#(s) lezi na pffmce jdouci bodem &=(s) majici,
smér 1%(s), je zbyvajici ¢ast tvrzeni 3° pro elipsu evidentni. Pro hyperbolu pro-
. .

biha dikaz obdobné.
4°. Necht pammetricky’hzi rovnicemsi |
fa = Ea(s) , Se(—00,00) (4,13)
je definovina v E, requldrni kfivka druhé tFidy v celém svém definiénim oboru.
Necht s je jeji afinni oblouk o (iz.)(a) ji pFislusnd charakteristickd funkce, o ni% bu-

deme piedpoklidat, Ze je v (— o0, ) derivace schopnd. Potom nutnd a postadujici
podminka pro to, aby pro kfivku (4,13) uvedenych vlastnosti existoval jeding stied
kfivosti,2) jest: kifivka je bud elipsa nebo hyperbola.

Dikaz: Postaditelnost podminky véty je vyslovena tvrzenim 3°. Nutnost
podminky véty si ovéfime takto: uvazme nejdiive, ze ma-li mit kiivka pozado-

2)

vanou vlastnost, potom v Zddném bodé& této kiivky nemuze byt A rovno nule
1

(jezto v takovém piipadé by pisludny stfed kiivosti nebyl vibec definovén, jak

1) spoledny vem bodim k#ivky.
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@)
je vidst z (4,8)). Musi byt tedy nutné 4 + 0 v (—oo, o). Podle pfedpokladu
1
2) (2)
véty je A spojitou funkef parametru s v (—oo, o); ma tedy 4 v (—co, o) totéz
1 1

(2) (2)
znameni (tedy bud 4 > 0 v (—o0, ) nebo 4 < 0 v (—o0, «)). Podminka, Ze
1 1

existuje jediny st¥ed kiivosti pro kazdé se (—oo, ), vede podle (4,8) k pod-
mfnce

| -

Eld;{éa(a) T )2a(3)} =0 (s€(—o0, ©)).

- Y]

Provedeme-li naznadenou operaci, dospéjeme (vzhledem k (27)) k podmince

. d(i>_ :
;(8)51:0, 8 € (—oo, ).

Jezto predpokladédme, Ze kiivka je druhé t¥idy v £,, nemtZe byt v Zddném bodé
2) 2)
1= vektorem nulovym. Posledn{ vztah se tedy redukuje na éi; A=0,t j. A=
2 (1) 1
= konstanta v (— oo, o). Z hoteéjsich Givah je zfejmsé, Ze tato konstanta nemize
byt rovna nule. Je tedy bud vétdf nez nula a kiivka je pak hyperbola, nebo
men&f neZ nula a k¥ivka je v tomto pfipadé elipsou. To plyne z poznamky 1.
Poznédmka 3. Do kategorie kfivek s jedinym stiedem k¥ivosti mohli by-
chom zahrnout té% parabolu, kdybychom pfipustili pojem nevlastniho stfedu
kiivosti, Tento pojem viak nezavadime.
Poznamka 4. Tvrzeni 4° ukazuje, Ze rodina elips a rodina hyperbol jsou
jakési privilegované kiivky v E,. Jediny stied k¥ivosti téchto k¥ivek nazyvame
prosté jejich stiedem.

PFiklad 5. Frenetovy formule pro kfivkw druhé t¥idy v E,.

Necht parametrickymi rovnicemi &= = £%(s), « = 1, 2, je ddna k¥ivka druhé
tidy v B,, pfi Semz s je jeji afinni oblouk, (s, 8) definién{ interval. Pfedpokla-
12

dejme, %e na uvazované k¥ivce nelez{ zddny parabolicky bod. Déle pfedpokls-
(2)

dejme, Ze kf¥ivce piisluinéd charakteristickd funkce A(s) mé v intervalu (s, s)
1 12

(2) (2)
spojitou derivaci. Pak je tedy v (s, s) bud A(s) > 0 nebo A(s) < 0.
12 1 1

Oznadéme
: ) @
& = gignum A(s) , Se (s, 8)?) (5,1)
1 1 2
. @ 2
1) tedy & =1, je-li ;11>0, e=—1,jeli A<0.
1
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a zavedme na dané kiivce novy parametr

(2)
g = !l/l,ll(s)] ds. (5,2)
Oznadime-li |
a — df“
to =+ (5,3)

a znadf-li :’“ = %—ia (jako v ptredchozich piikladech), potom mezi vektory f“, b
plati vztah
‘ —die, - (5,4)
Z (5,4) plyne pak

-

do

(2) (2) (2)
4 __gew—z(i’-z) o [2]-1 e,
. 1 1 1 2
Zavedeme-li jeSté oznadeni (viz (4,9))

@ @
ne(s) = — {A}=1i%(s) = — e[A|=1i%(s) , (5,5)
12 12
miuizZeme psat .
d @ . [d®
Qe “${ L) e — epa 5,6
! e]il.| (dsf)t ene . (5,6)

7 (5,5) plyne dale derivovanim podle ¢

d . T @  do '
=t +e{.[i.[ Ipe, %_.a?{». (5,7)
Zavedeme-li pro struénost oznadenf
(2)(2)
o(s) = €A 4] %, (5,8)
11
. muzeme (5,6), (5,7) psat ve tvaru
d v
—_— = — [ ZQESi— a
pp ¢ 4ot ene (5,9a)
in“-——t“—{— ne . : -(5,9b)
do ™ e ’

Plat{ nyni tato véta:

5°. Vektory t=, n= a skaldrnt funkce g jsou nezdvislé na volbé parametru kfivky
shora uvaZované.

Ditkaz této véty plyne bezprostiedné z defini¢nich vztaha (5,4), (5,5), (5,8)
a z transformaénich rovnic (30a, b), (31).

Jsme nynf opravnéni vyslovit tuto definici: Vektory t=, ne nazjvdme v tomto
pofadi mormalisovangm telngym, normalisovangm normdlnim vektorem kfivky
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druhé tFdy v jejim meparabolickém bodé. Skaldr o(s) nazyvime kfivosti krivky
druhé tiidy v E, v jejim neparabolickém bodé. Vztahy (5,9a, b) nazveme Frene-
tovymi formulems pro kiivku druhé t¥idy v Z, v jejim neparabolickém bodé.

Poznamka 5. Pro elipsu maj{ Frenetovy formule tvar
d d
(—lz_xt = ne, " =—1 (e=0),
jak plyne ihned z°(5,9a, b) a (2,1). Pro hypsrbolu pak — podle (5,9a, b)a (2,1) —
plati d

a;t“:——n“, a—q—n“———t“ (0=0).

P¥iklad 6. Afinni styk kfivek. Budtez C,, C, dvé kiivky druhé titdy v E, po-
psané parametrickymi rovnicemi
O
C,:

o nichz budeme piedpokladat:

-2

@

I
1 vn

) (6,1)

)

(
(

v'

X =

e vy
e

a) s je afinnim obloukem kfivky C,, 8 je afinnim obloukem k¥ivky C,;

b) k¥ivky C,, C, maji spoleény bod, odpovidajici u k¥ivky C,; hodnoté para-
metru 8 = 0, pro kfivku C, hodnoté parametru s = 0;

¢) funkce &£2(s), £%(3) jsou v dostatetns malém okolf bodu s = § = 0 funkce-
mi analytickymi;

@ @
d) charakteristické funkce A(s), A(s), p¥islusné v tomto poradi kifivkam
1 1

C,, C,, jsou ve spoletném bodé (odpovidajicim hodnoté s = s = 0) rdzné od
nuly.

Poznamka 6. Maji-li kiivky C,, C, spoleény bod a jsou-li vztazeny k libo-
volnym parametriim (tedy ne nutné ke svym afinnim obloukiim), potom lze
vidy zaFidit, aby platily pfedpoklady a), b). To plyne z pi’edpokladu, Ze kiivky
jsou druhé t¥#dy v E, a z poznamky 5, rovnice (*) v prvé ¢asti prace. '

‘Volme nynf{ § = a tak malé, abychom zustali v takovém okoli bodu s —
=38 =0, kde plati predpoklad ¢). Definujme nyni:

Definice. K#ivky C,, C, maji ve spoledném bodé s = 3 = 0 afinni styk nejméné
g-tého Fddu, jestlize plati

£+(s) — E%(s)
lim ———* =90 pro p=1,...,q9. (6,2)

8—>0 s?
° Lo

Z piedchoz{ definice plyne véta:

6°. Nutnd a postalujict podminka pro to, aby kfivky (8,1) mély ve spoleéném
bodé s = 8 = 0 afinni styk nejméné q-tého Fadu (¢ = 1, 2, 3, 4), jest:
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pro
1) ¢ = 1: i%(0) = 7%(0) ;
1 1
2) ¢ = 2: i%(0) = 1%(0), i*(0) = i=(0); (6,3)
1 1 2 2
3) ¢ = 3: t2(0) = t*(0), n=(0) = n*(0);
4) g = 4: t2(0) = 12(0), n=(0) = %=(0), o(0) = 2(0).
Dukaz: Z pfedpokladu c) plyne

o k;o ds*
o 8
Ta e o dkéu
§2(s) = £(s) —kgk,(*ag—k);ao

a tedy

Podminka (6,2) implikuje

dk§¢ . dkga B
(dsk),=o" ('&T’ET);,,, pro k=1,2...9 (6,4)

a téz obracené, t. j. (6,4) = (6,2).

Piipady (6,3,), (6,3,) plynou bezprostiedné z definié¢nich rovnic (26) a pod-
minek (6,4).

Pro ¢ = 3 plati podle (26), (6,4), (6,3,), (6,3,)

- - @) ®
i#(0) = 12(0),  1%(0) = i%(0), A(0) :%(0) = 4(0) %(0) ,
1 1 2 2 1 1 11
kterézto podminky miZeme pfepsat na ekvivalentni systém podminek
— - @) @
1%(0) = 1%(0) , 1%(0) = 1%(0) , A(0) = A(0) , (6,5)
1 1 2 2 1 1

ktery, vzhledem k defini¢nim vztahim (5,3), (5,5) vede k podminkdm (6,3;).
Pro ¢ = 4 plati jednak podminky (6,3;), jednak, podle (6,4), podminka

dége)  [deée
dst c=o—_ ds* 7=0
kterou, jak se snadno presvédéime z (27), miZeme prepsat na tvar
d (ﬁ) 200 (;)O 2(0) — d (1}’:)
(1), 0 + o0 =0 = (5 %)

s=01 1 =0

7(0) + H0)70) .  (8,6)
1 1 2

Z predpokladu linedrni nezavislosti vektord ie, ¢= (nebof jde o k¥ivku druhé
1 2
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)

t¥{dy) & z platnosti vztahi (6,5), jeZ jsou ekvivalentni s (6,3;), plyne pak z (6,6)
— vedle podminek (6,5) — navic podminka

a® d®
— Al =\|5+4) . 17
(d8 1 )I=o (d8 1 ).-o (6.7)
Podminky (6,5) jsou pak ekvivalentni podminkam (6,3;), podminka (6,7)
spolu s podminkou t¥eti v (6,5) vede — podle (5,8) — k podmince
0(0) = ¢(0) . (6,8)
Ztejmé je podminka (6,8) spolu s podminkami (6,3,) ekvivalentn{ podmin-
kam (6,5), (6,7), jak snadno nahlédneme.
Poznémka 7. Z (6,3),,, je vidét, Ze v podminkach afinnfho styku 3. a 4. fadu
vystupujf pouze veli¢iny nezavislé na volbé parametru k¥ivky.
Priklad 7. V tomto piikladé uvedeme jednoduchou aplikaci theorie z p¥i-
kladu 6.

Definice. Kuzelosetku, kterd md s danou kfivkou styk (afinni) tfetiho Fddu,
budeme nazyvat oskulaéni kuZeloseCkou kfivky v uvaZovaném bodé.
Uvazujme nynf{ t¥i pipady:
A) Necht C, je kiivka druhé tiidy v E, s parametrickymi rovnicemi
b= fo(s), a=1,2, ' (7,1a)
kde s je jejf afinni oblouk a kterd mé za definiéni obor n&jaky interval (s, s)
obsahujici bod s = 0. Necht v bod& s = 0 platf tE
| @
{. <0. (7,1b)

Polozme si za kol stanovit elipsu, jeZ ma v bodé s = 0 s danou ki¥ivkou afinni
styk 3. fadu.

Pidme, podle (2,3a), parametrické rovnice p¥isluiné elipsy ve tvaru
E2(3) = A=sin§ 4 Bz cos 3 + C= 3) (7,2)

Pro elipsu (7,2) spodéteme vektory t2, ne v bodé s = ¢ = 0. Podle (2,3a), (2,1)
a (7,2) dostaneme ’

7%(8) = A% cos § — B*sin g,
1 .

7%(8) = — A2 8in§ — Bz cos 8, Ai=—1
2 1
a tedy _
— —_ 2)
1%(0) = A« . 1%(0) = — B=, A0) =—1.
1 2 1

—

3) Bereme tedy pro elipsu parametrs, jenZ je jejim afinnim obloukem.
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Dosadime-li odtud do definiénich rovnic (5,4), (5,5), dostaneme
t2(0) = A=, ne(0) = — Be. (7,3)

Tedy podminka, aby elipsa (7,2) méla s kfivkou (7,1a) v bodé s = 0 styk tfetfho
Tadu, vede na podminky (podle (6,3;))

£2(0) = Be + C=,  t2(0) = A=, n*(0) = — Be,
Dosadime-li odsud do (7,2), dostaneme rovnice hledané oskulaéni elipsy

&a(s) = £2(0) + t%(0) sin s — n*(0) (cos s — 1)-.
@)

Je-li s libovolnym bodem k¥ivky (7,1a), v némz A(s) < 0, dostaneme snadno
pro hledanou elipsu parametncké vyjddienf (piSeme-li misto Z=(s) symbol
£4(s))
£a(8) = &@ ( ) + t“(s) sm(s——-s) + n“(s)(l — cos (8 ——8)) , a=12. (7,4)

Poznamka 8. A) Je-li dand kiivka (7,1a) elipsou o rovnicich (7,2), potom,

jak se snadno presvédéime, splyva oskulaéni elipsa v kaZdém jejim bodé
s danou elipsou (7,2), coz samoziejmé otekdvame.

.~ B) Necht O, je kfivka druhé t¥idy v E, s parametrickymi rovnicemi
= £a(s), =12, (7,5a)

kde s je jeji afinni oblouk a ktera ma za definiéni obor néja,k).'r otevieny interval
(s, s), obsahujici bod s = 0. Necht v bodé s = 0 plati
12

@) ) .
A(0)> 0. (7,5b)
1
Vytknéme si za kol stanovit hyperbolu, kterd ma v bodé s = 0 styk s kfivkou
(1,5a) tfetiho ¥adu. Pisme, podle (3,3a) rovnice pfislu§né hyperboly ve tvaru
& = A=sinh s 4 Bz coshs + C=, . (7,6)
Pro hyperbolu (7,6) je podle (3,1) ’
. @) .
i(0) = A, i%(0) = B= 0) =1.
1 .2 A 1.
Dosadime-li odsud do definiénich rovnic (5,4), (5,5) dostaneme
| 2(0) = 4= ny(0) = — Be. (7.7)

Tedy podminka, aby hyperbola (7, 6) méla s danou kiivkou v bode 8 = 0 styk
fadu ttetfho, vede — podle (6,3;) — na podminky

£(0) = B= + (=, t%(0) = A=, n*(0) = — B=.
Odsud a z (7,6) plynou pak rovnice hledané hyperboly
3(8) = &2(0) + t=(0) sinh s 4 n2(0)(1 — cosh s) .
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(2)
Je-li 8 libovolnym bodem kfivky (7,56a), kde 4(8) > 0, dostaneme snadno pro
, 1o
hledanou hyperbolu z pfedchozfho vyjédient _
2(8) = &%(8) + t“(g) sinh(s — 8) + n*(s)(1 — cosh(s — s)) . (7,8)

Hyperbola s parametrickymi rovnicemi (7,8) je hledanad oskula¢ni hyperbola
kFivky (7,56a) v bodé s.

Poznamka 9. Analogicky k pozniamce 8 mi%eme v ptipadé, Ze dand kfivka
(7,6a) je hyperbolou, snadno se presvédéit, %e oskulaéni hyperbola v kazdém
jejim bod& s ni splyne.

Poznéamka 10. Predpoklad d) uéinény o k¥ivkdch C,, C, na poéatku p¥i-
kladu 6 byl pro definici styku dvou kfivek nepodstatny. Podstatné pfedpoklady
jsou a), b), ¢). ‘

Je-li na piiklad C kfivka druhé t¥idy v E, s parametrickymi rovnicemi
§a = £2(8), « = 1, 2, kde s je jeji afinni oblouk a kterd ma za definiéni obor

(2)
néjaky interval (s, 8) a je-lis = 0 z intervalu (s, 8)takovy, Ze 4(0) = 0, potom
12 12 1

je moZno jednoznaéné uréit parabolu, které m4 s kiivkou C' v tomto bods styk
t¥etiho fadu. Pro rovnice této, tak zvané oskulaéni paraboly, dostaneme snadno
z podminek (6,5)

E5(s) = 1i%(0) & + i*(0) s + £2(0), x=1,2.

2)
Je-li ¢ = s libovolnym bodem z intervalu (s, 8), v némz A(s) = 0, potom para-
o 12 10

metrické rovnice oskulaén{ paraboly v s jsou
-]
£5(6) = Fi%(a)ls — o) + i*(a)ls — 8) + £=(a), (7,9)
jak se snadno piesvédéime.

Kdyby dana kfivka byla parabolou, pak v kaZdém jejim bodé je oskulaénfi
parabola s danou parabolou identické.

Vysledky z pfikladu 6 miZeme struéné shrnout takto:

7°. BudiZ C kivvka druhé tfidy v E,. Potom v kaZdém jejim bodé¢ je jednoznaéné
urdena oskulaéni kuelosebka, a to:

2) :
a) elipsa, je-li A < 0 v tomto bodé,
1
2)
b) hyperbola, je-li A > O v tomto bodé,
1

(2)
c) parabola, je-li A = 0 v tomto bodé.
1
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Tim je déna zdkladni klasifikace bodl na regularni kiivce druhé tiidy v E,.

@) (2)
Body, v nichz 4 < 0, nazyvame eliptickymi, body, v nichz 4 > 0 nazyvame
1 1

hyperbolickymi, body, v nichz (,21)= 0 jsou pak parabolické body na dané
kiivee. '
PFiklad 8. V piikladé 5 byl definiénim vztahem (5,8) zaveden pro neparabo-
lické body kfivky druhé t¥idy v E, invariant g.
Polozime-li si nyn{ otdzku najit v K, kiivky druhé t¥{dy, pro néz
o = konstanta , (8,1)

potom dojdeme k jednoduchym specialnim rovindm kfivek druhé tiidy v E,.

Podrobny rozbor je pomérné snadny, aviak pracny. Ve vysledcich dojdeme
k této klasifikaci:

(2)
A) Pripad ¢ = 0. Jeito predpoklddame A #+ 0, vedou tyto podminky
1

k znamému piipadu t¥id hyperbol a elips v Z,, jak snadno vyplyva z (5,8) a pii-
kladi 1, 2.
@)
B) Pfipad o =k (konstanta) # 0, A(s) > 0. V tomto piipadé je tieba
1
jesté rozeznavat:
a) |k + V? (k # 0). V tomto pi¥{padé dojdeme k roviné kiivek druhé tiidy
v E,, které se daji popsat parametrickymi rovnicemi

£5(t) = A% + B% + C*, x=12; t>0, (82a)
kde A* B* C* x = 1,2 jsou libovolné konstanty, ALB? — A2B! & 0, pfi
tems | |
ae(—o0, —1) resp. ae(—1,0), resp. ae (0, %), resp. ae(2,00). (8,2b)
b) || = J/2. V tomto piipadé lze parametrické rovnice hledanych kfivek
uvést na jeden z téchto tvart:
I
£%(s) = A°%s® + B*log s + C%, x=1,2, §>0, (8,4a)
kde A% B* C* x=1,2 jsbu konstanty vazané pouze podminkou A'B* —
— A2B! & 0.
II.
E%(t) = *A% + *B*log ¢ + *C*, a=12, t>0, (8,4b)

kde a je néjaké nezdporné &islo, a = 1a *A4 =+, *Ba *C=jsou libovolné konstanty
*AI*B2 — *AZ*B] :#: 0.
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III1.
&*(t) = A% + Bt + C*, x=12; Te(—00,00), (8,4c)
PFi demz Ao, B« Uz, x = 1, 2 jsou opét libovolné konstanty, A2Bt — 4B + 0.
Pfipometime jeits, Ze v piipadech (8,2a), (8,4b), (8,4c) nejsou- parametrv
afinnimi oblouky.
C) P¥ipad p = ¥ (konstanta) + 0, }.( ) < 0. V tomto piipads je tfeba
rozeznavat tf¥i moznosti: A :

a) |k| > 4. Rovnice hledané roviny kiivek druhé t¥idy v E, lze psit zde ve
tvaru

&) = A% 4+ Bt + C*, x=1,2; t>0, (8,5a)
kde A% B* C* & = 1, 2, jsou libovolné konstanty,:4*B? — A2B! & 0 a déle
' ae(l,2) resp. a¢(3'1). (8,5b)

b) |k| < 4. Parametrickym rovnicim hledanych kiivek je mozno dét tvar
£4(t) = A% sint + Bt cost + C*, = a=12; (8,6a)
. te (_w’ CD) )
kde 4% B* C* « = 1,2 jsou libovolné konstanty, A'B? — A2B! =+ 0, pfii
demy

ke (0,00). (8,6b)
c) |k| = 4. Zde je moZno hledané k¥ivky popsat parametrickym vyjddfenim
£4t) = A% + B*(log t) t + C*, x=1,2; t>0, (8,7)
kde 4% B*, C* &« = 1,2 jsou opét libovolné konstanty vazané podminkou
AlB? — A2B! + 0. Pifpady A), B), C) fesf na§ problém, kladeny podminkou
(8,1), tplné. Poznamenejme jeidts, ze v piipadech (8,5a), (8,6) a (8,7) nenf pam-

metr ¢ afinnfim obloukem.

Poznamka 11. Viimnéme si, Ze vztahy (8,2a, b) spolu se vztahy (8,5a, b)

davaji kiivky s parametrickym popisem
&t) = A%* + B% + C*, a=1,2; t>0, (8,8)

kde a miZe nabyvat v8ech moZnych redlnych hodnot s vyjimkou &isel —1, 0,
4, 1, 2. Snadno nahlédneme, %e pro a = 0 bychom dostali pfimku a nikoliv
kfivku druhé t¥{dy v E,. Pro a = 2 a a = } by pfedchoz{ rovnice (8,8) vyjadio-
valy parabolu (tedy k¥ivku, pro niz neni invariant definovan). P¥ipad a = 1
vede opét na ptimku v E,, koneéné piipad a = — 1 vede na hyperbolu, pro nf%
o=0.

Pro volbu A1=0, A2 =1, Bt=1, B2 =0, (* = 0 dostaneme speclalni
kiivku systému (8,8) v explicitnim vyjadifen{ (poloZime-li z = t)

y =8, ae(—o0, ™), a=+10412.

338



Odivodnéné miZeme nyni systém kiivek (8,8) nazvat tfidou obecniyjch mocnin-
nych krivek v E,. Ty jsou podle predchozich vysledku dvojiho typu:

1. mocninné kiivky s body vesmés hyperbolickymi s konstantni afinni k¥i-
vosti g, 0 £ 0, |o| * V2;

2. mocninné k¥ivky s body vesmss eliptickymi s konstantn{ afinn{ kiivost{ g,
lo] > 4.

Vedle uvedené tiidy obecnych mocnin v E, existuji dal$i t¥idy k¥ivek druhé
t¥idy v E, s konstantn{i afinn{ k¥ivosti. Je to tiida kfivek (8,4c), do niZ patif
té% kiivka

x=t, y =et,
Muzeme tedy tifdu k¥ivek (8,4c) nazvat tFidou exponencidlnich kfivek v E,.

Ktivky s parametrickym vyjadfenim (8,6a) obsahuji kiivku

x = ektgint, y = e¥cost, k>0,
coZ je v kartézském systému spirdla.

P¥iklad 9. Pro kiivku druhé t¥idy v £, danou v explicitnim tvaru

y =),
dostaneme, jak se snadnym vypodétem presvédéime

2

) .
A=y Yy — sy iy,
1

kde k je konstanta rizna od nuly. Tento vztah lze téZ prepsat na tvar

(2) k2 2
i»=?(y ).

Jako specialni pifpad plyne z pfedchoziho a z pifkladu 1, 2, 3 diferencialn{
rovnice pro viechny kuZelosetky v roviné

(y”—i)”l =0.

339



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T11:34:48+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




