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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 83 (1958), Praha

ASYMPTOTICKE VZORCE PRO RESENI DIFERENCIALNT
ROVNICE y” + f(t)y = 0

VLADIMIR DOLEZAL, Praha
(Doslo dne 3. ¥ijna 1957) DT: 517.941

V této préci jsou pro reSeni diferencidlni rovnice (1) odvozeny
asymptotické vzorce (2) za predpokladu, Ze funkce f = konst > 0
a funkce f~2, kde « je libovolné &islo 0 < &« < }, je konvexni na
intervalu {ty, ).

V ¢&ldnku M. ZuiAmara (viz [2]) byly dokdzany pro YeSeni diferencidlni rov-
nice
¥y +ity=0 (1)

asymptotické vzorce

y(t) = f74(¢) {yo sin (f(s) ds + @o) + o(1)},
. (2)
y'(t) = f14(¢) {y, cos (;ffll’(é‘) ds + @) + o(1)}

za predpokladu, %e funkce f = konst > 0 a f~* je konvexni na intervalu
{tg, 00). V ¢lanku J. KurzwErILA (viz [3]) je uvedeno bez dikazu, Ze k tomu,
aby platily asymptotické vzorce (2), stadi piedpokladat, Ze je konvexni funkce
fokde 0 < o < 3.

V této prici je tento dikaz proveden. Jednoduchym zptsobem jsou pak od-
vozeny asymptotické vzorce pro diferencidlni rovnici

(m@®)y') +qt)y=0. 3)
Dale je uveden ptiklad, Ze k tomu, aby platily asymptotické vzorce (2), jiz
nestadi predpoklad, Ze funkce f~/* je konvexni.

I

Nejprve uvedeme nékteré vlastnosti konvexnich funkei, které budeme
v dal§im potiebovat. )

Bud g konvexni funkce definovand na intervalu {t,, ©) a 0 < g(t) < konst.
Pak plati:
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a) ¢ Je v intervalu {t,, 00) nerostouci.

b) g je v intervalu (t,, o) spojitd, md v kaZdém bodé vlastni derivaci zprava a
vlastni derivaci zleva. Funkee g, a g’ jsou neklesajici a plati g’ (t) < ¢, (£) pro
kaZdé t € (t,, c0). Body, v nich% funkce g nemd vlastni derivaci, tvors spoetnou
mnoZiny (viz [4] kap. V.).

ProtoZe se ndm jednd o asymptotické vlastnosti, miZeme bez Gjmy obec-
nosti predpokliddat spojitost a existenci vlastni derivace zprava i v bodé ¢,

©) g je absolutné spojitd na kaZdém intervalu (a,b), kde t, = a < b < co.

Diikaz. Podle vlastnosti b) je g spojitd v (a b>. Derivovani &isla D*g(c) =
= D,g(c) = ¢'. (c) a tedy plati ¢ (@) < D*g(c) < ¢, (b) pro ¢ € {a, b). To stadi
(viz [4] str. 198 pozn. 14), aby g byla absolutng spojitd v <{a, b).

d) ¢, () < 0prot e (t,, ).

Dtkaz. Kdyby pro a > t, bylo ¢’.(a) = ¢ > 0, pak pro vSechny body
t > a by platilo ¢’, (£) = ¢ a (viz [5], véta 154)

g(?)

g(t) = (f )ds + g(@) = [¢’.(s) ds + g(a) Z o(t — a) + g(a) > ©
a to je spor.

e) lim ¢’ (t) = 0.

t—c0
Dikaz. Funkce g, je monotonni, omezend, tedy lim ¢’ (¢) existuje. Podle
t— o .
predchézejici vlastnosti je nekladné. Kdyby lim ¢, (£) = — d%, d + 0, pak pro

t—0
vSechna, ¢ e (t,, ) je g (t () < —da

9(?)
g¢) = f ds 4- glt)) = fg 8)ds 4+ glty) = — d*t — t)) + g(b)) > — <0,

9(to)
COZ je spor.

Pomocna véta 1. Bud ¢ konvexni funkce definovand na intervalu <f,, o)
takovd, Ze pro kaZdé te (t, w0) je 0 < g(t) < konst. Pak ke kaZdému n > 0
existuje funkce g majict spojitou nmezdpornou druhou derivaci (0 << g(t) =< g(%))
takovd, Ze

lgt) — g(t)] <7
pro véechna t € {t,, ©) a
') < (),

kde p(t) = |9t — 2)] pro telty + 2, ©) a p(t) = |9’ (4)] pro t e o, to + 2).
Dikaz. Budeme aproximovat funkei ¢’ funkel g'. Zvolme 4 > 0. Z¥ejmé
Ize zvolit body z; (1 =0,1,2,...) tak, Ze 7; jsou body spojitosti funkce g,
(g, je spojita skoro viude) a ze
T T <3, =T, <1, < Ty < e O,

(0 (Fera) — 0, (1) (ris —7) <77 )
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" Funkei ¢’ sestrojime v kazdém intervalu (7, ,n+1> nésledujicim zphsobem:
Bud je ¢’ (;) = ¢’ (z:14), pak polozime g'(t) = ¢ () nebo je ¢, (v;) < ¢ (vana)-
V tom piipadd uréime nejprve &islo d > -0 tak, aby

(@ @) — LGN d = — [ gu(8)ds + 02(rs) (T —7) -

Je 0 <d <7,y —7, Polotme dy=1,, dy=7:+d, dy=1,, d; =d, —
— min (d, — dy, dy — dp), dy = dy + min (d, — ds, 3 — dy). Plati dy — dy =
=d, __dl = }(ds — dy).

A nyni definujeme

70 = 7. pro tedy ),
gy = el 200D (_gpigie) o e,
3 1
7 = — 2EE Z LD gt gin) pro tedds o,
1

9'(t) = g, (Tipy) pro teldy dy .

Je ziejmé, Ze takto definovans funkce g’ mé viude spojitou nezipornou
derivaci. Podle vlastnosti d) je g'(f) < 0. Z konstrukee déle plyne, Ze

lg'®)] = pt)

kde p je funkce definované ve znéni véty. Podle vlastnosti e) plyne, Ze
lim p(t) = 0.
t—00

Definujme nyni funkei g vztahem
t
g(t) = [g'(s) ds + g(to) -
to
Pak g ma spojitou nezipornou druhou derivaci, je nerostouci a shora ome-

zend g(t) = g(to) = g(t,)-
Snadno se spotita, Ze

Ti+1 , Tit
[ 9.(s)ds = [ ¢'(s)ds, (5)
T T

a tedy pro t € {7, 7,,,) plati

l96) — 90 = [ [ ¢/, (s) ds — [0 ds| < } I, () — g'(s) [ds <

t
< (@) (3541) — 94 (x)) ds,
co# je podle (4) mensi ne3 ”.
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Zbyvs dokazat, Ze g(t) > 0 pro t e {t,, c0). Necht existuje ¢ € {f,, o) takov,
Ze g(c) = 0. Pak existuje &islo r tak, %e c € (v,_y, 7,». Podle (5) plati g(r,) =
= g(z,) > 0. To je spor, nebot g je nerostouci.

Pomocna véta 2. Bud | funkce definovand na intervalu {t,, ©) takovd, Ze
pro ka#dé t e {t,, o0) je f(t) = konst > 0. Necht f md spojitou druhou derivaci.
Necht existuje redlné Cislo « (0 < « < }) takové, Ze f~= je konvexni v (4, ).
Pak integrdl

T e o)) ds
konverguyea platt pro t = ¢,
[l ey s = (=)= (=)

kde konstanta c zdvist jen na éisle «.
Dukaz. Z rovnosti
FER@) = ()Y = ()R A+ FREE )"
plyne
o @@ < 0T+ ()™
Plati

! 1
(=)= (f~=(t))"-

|~

(f="(t)) =

— -1
Funkece (f~=)2¢ ~ je omezend a nerostouci v (£, ) (nebof == je nerostouci a
2—2 - 1> 0) . Funkce (f~=)" je neklesajici a omezena v (%, c0). Ob& funkce

maji tedy koneénou variaci a tedy i funkce (f-*h)’ ma koneénou variaci a zfejmé
plat1

[iaor s = yax (/=) S < (=t =

Déle plati . )
i:’ 17,74 '/ ]' -. zi -2 —_ 2
(=) = 1o (=@ (=)',
Z rovnosti
Ve f“a(-m) l_z ; —1--‘2 . .
[ L dr= f f‘ )= (f=(s))" ds
7-%(¢)

plyne konvergence integralu vpravo,a protoze je (f#(f));_, = (f~«(#))’ < 0, i kon-
vergence integralu [ (f~"(s))’? ds. Snadno se spodte, Ze
t
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1
=7 | (f(0))] -

f (1405 T

Tim je v&ta dokdzana.
V dal$im budeme potiebovat jesté nasledujici tvrzeni (viz [1] str. 46):

Pomocni véta 3. Budte ¢,y nezapome 8pojité funkce, ¢ kladnd konstanta.
Necht pro t = t, plati
pt) <c+ f ®(s) y(s) ds
Potom je pro t = t, N
0) S coxp ([ 9(5) ).

I

V&ta 1. Bud f funkce definovand na intervalu {t,, o) takovd, %e pro kaZdé
t e {8, ) je f(t) = konst > 0. Necht existuje redlné &islo o (0 < a < }) takové,
%e f~= je komvexni na intervalu {t,, c0). Potom pro obecné Fedent diferencidini
rovnice (1) plati ndsledujici asymptotické vzorce:

y(t) = F714(t) {y, sin ( f Fla(s) ds + @o) + (1)}
(6)
(¢) = f* (t) {yo cos ff ()7 ds + @5) + 8(5)}

kde y(t)— 0, 8(t) — 0 prot— 0, a platz prot =t
6= 2] < onst (0, |5 18+ 2)] < kot [(F=), |

Nent-li y nulové Fedent, pak y, += 0. .
Dikaz. Vétu dokdzeme nejprve za predpokladu, Ze funkee f ma sp011tou
druhou derivaci. : :

leerencmlm rovnici
2+ () — ROy =0 m
prevedeme na soustavu

0 N U
- “ —f@) + @), 0 ~(8)

ktera mé obecné I'eSOIll

zof u(t) sm(f f”(s) ds + %) : -
v(t) = ) .. .{9)
|2 T@) sing f ) ds + yo) + zof”‘(t) 9os(ff"’ 8) e + %)
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Podobné rovnici (1) pfevedeme na soustavu dvou linedrnich rovnic a upra-
vime takto '
> 0 u. (10)

“ — 1)+ OGO, o ” ” — (e )"
Rovmce (10) je vlastné rovnice (8) s pravou stranou. Jeji obecné Fefeni je

dano vzorcem (viz [1], kap. I, véta 3)

u(t) = v(t) + f V(t) V-(s) B(s) u(s) d

V je matice, kde prvnim sloupcem je feSeni rovnice (8) dané podateéni podmin-
kou v{V(t,) = 1, v§°(t,) = 0; druhym sloupcem je FeSeni rovnice (8) dané po-
¢atedni podminkou »((t,) = 0, v{’(f,) = 1. Determinant matice V je (viz [1],
kap. I, véta 2) roven jedné.

V-1 je matice inversni k matici ¥

D), — v§(
Vi) = H v<1>§t z“)(?“
B je matice
0 , 0
B() = H — Fl@FE )", 0” '

Snadno se nyni spoéita
V(£) V=(s) B(s) u(s) =

— 7 () (s [14(r) dr) uy(s)

— MO (6)) (008 [110) dr) + (@) (= (6))" (sin [ 72r) dr)} o)
a odtud plyne, Ze

U (t) = F7714(8) {2 sin( tf Flar) dr + o) — tf (f~"())" (sin ft fx(r) dr) uy(s) ds},
e 13 8 (11)

walt) = () {20 cos ([) 7 + ) — [(F(6))" (co3 [£4(7) dr) w,(s) ds} +
+ (f() {zo sin (ff HE) dr £ p0) — [(F7(s)" (sin [0 ar) () ds

Z vyjadieni (11) je wdét, Ze
P40 (O <l + [ @] 100 (o) s
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a tedy podle pomocenych vét 2 a 3 je

IF74(8) ()] < [o] exp ( tf [ (F14(s))"] ds) =
e :
< [eo] exp {o(f ()™ [(F*(8)e-s]} - (12)
Pouzijeme-li tento vysledek, obdrzime, Ze integraly
f (f~7(s))" (sin f f"‘(f) dr) uy(s) ds , ﬁf ~s(s))" (cos [f(r) dr) uy(s) ds

! (")) (Sinéf /‘"'(f) dr) uy(s) ds , ﬁf‘l"(S))” (cos ,f fi(r) dr) uy(s) ds

konverguji pro kazdé t e (f), oo).
Dokézeme, Ze vektor

0

“*(t) tf(f""‘ )" (sin ff‘/« (r) dr) u,(s) ds

flu(t) _F ~i(s))” (cos ff Ix(r) dr) uy(s) ds +
to

- HOY [ (sin [14) ) ua(s)

je feSenim soustavy (8).
Oznadime-li

uwmme*mmm-mumuwmeWwwmw—M”%

pak obé funkee g,(s, ), gy(s, ) jsou integrovatelné pro kazdé t e {f,, ), parci-

alni derivace gtl s %g—: existuji pro vdechny body (s, t) € {tp, ©) X <, ®)

a maji integrovatelné majoranty. Mizeme derivovat za integradnim zna-
mmenim (viz [5], véta 108). Dosazenim do soustavy (8) se pak snadno pre-
svédéime o spravnosti nadeho tvrzeni.:
Tedy miZeme psit
0 t t
F7I@) [(F7148))" (sin [FT(r) dr) wy(s) ds = f~"14(t) Z, sin ( tff’_’(s) ds + ¥,),
t, s 3
<a 1 . .
s (t) f(f"/'(s ” (cos jj‘/-(r) dr) u,(s) ds + (13)
(@) [(177(s))” (sin f Flx(r) dr) uy(s) ds = Zof*(t) cos (ff’/'(r) dr + %) +
N
+ (f7(2)) Z, sin ff Is(s) ds + F) -
tﬂ
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Polozime-li
2y 8in p, — Z, sin ¥,
2, cos y, — Zy cos ¥’

Yo = Vzg + Z§ — 222y cos (y, — ¥,) , gy =
pak vztahy (11) mbzZeme pfepsat takto:

%y(t) = f71(¢) {g sin (tf () ds + @o) + tfm (F~1(s))" (sin ft flx(r) dr) uy(s) ds},

wltf = 40 0 co8 ([F6) + ) + [ @ (cos [0 o) wals) 85} +
MO’ o sin (705 ds + ) + [0 (sim [7(r) ) d}
Oznadime “
| Y = [=H6) (in [1740) &) ) ds, |
8 = 1188 s ([F46) s )+ =141 con [0 o) ds +

170 (MO T ein ) d) ) .

| Pouzijeme-li nyni vztahu
[7E) (=0 = 5 (0 = 2= (@) (=),

pomocné véty 2 a odhadu (12), obdrzime
y()— 0, ()= 0 pro t— oo, [y(t + 2)| < konst |[(f~=(¢))'],
[8(¢ + 2)] < Tonst [(~=(o))| -

DokéZeme, Ze pro nenulové fefeni je 3, & 0. Zfejms je z, &= 0. Stadi dokdzat,
%e 2y + Z,. Podle vlastnosti e) k libovolné malému % > 0 Ize zvolit {, tak, aby

[(F=®))eme] <7 .
Zvolime-li vhodng 5, obdrzime ze vztahi (13), %e Z; < }22.
Tim je prvni &ist dikazu hotova.
Nyni dokéZeme asymptotické vzorce (6) bez dopliujicich predpokladii
o funkei f. Podle pomocné véty 1 lze na intervalu (¢, co0) sestrojit k funkei
f~= stejnomérné konvergentni posloupnost funkef g, = f* takovych, %e maji
nezidpornou spojitou derivaci a pro viechna » plati

0 < f7%() < fa(t) = F=(b),  [(f%(t)'] < p(t)
kde p(t + 2) = [(f~=(¥)) |-
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Funkce f, maji spojitou druhou derivaci, pro f € (£, c0) plati 0 < konst <
= fa(t). Funkee f, konverguji stejnomérné k f na kazdém ohranifeném inter-
valu (&, £, kde t, < t, < 0.

Pro obecné feSeni diferencidlni rovnice y” + f,(t) y = 0 plati asymptotické
vzorce (6).

Podle obecné véty o zéavislosti YeSeni systému diferencidlnich rovnice na
parametru plati: Bud y, feSeni rovnice y” 4 f,(f) y = 0 a y, jeho derivace,
urdené podateéni podminkou '

Ynll) = @, Ynlte) = 0.
Potom ¥,(¢), y,(f) jsou na kazdém ohranieném intervalu stejné omezené a

lim yn(t) = y(t) > 311!1 y;(t) = ?/,(t) ’

n—©
kde y(t) = a, y'(%,) = b a y je YeSeni rovnice (1).

Pro y, plati asymptotické vzorce .

Yn(t) = f714(t) {Yo.n 8i0 (tf f(8) ds + g0,) + 740}

Ya(t) = () {Yo.nc08 (,f f*(s) ds + @o.n) 4 8,()} -

@on jo z¥ejm& mozné volit vidy z intervalu (0, 2z) a mbZeme tedy vybrat
posloupnost y, ,(¢) tak, Ze @,, — @,- Z konstrukce funkei f, je vidst, Ze
1 1

)™ = (o)™ 5 (}°0);r, = (F=(t))}.... Zo vzorce (11) plyne, %o
2, nez4visi na n.

Je tedy

@) = Izo‘:fo{(fn_x/‘(s))" f+4(s)] ds exp {G(f'“(to))ga [(f"‘(t) L4} < konst p(#) .
Posloupnost y,,, je omezens a Ize tedy vybrat y, ‘(t) tak, Ze 4on,~> Y.
ProtoZe y,(t) konvergu]e k y(t) a f;774(¢) yo,n5in ( f f'/’(s ds + ®o.n) konvergu]e
k f~(t) yosin ( f f”(s) ds + ¢,) pro kadé £ e (i, oo) musi yn(t) konvergova.t
bodové k funkCI (), které spliiuje vztah
[y(t)| < konst p(t) .

Podobng, protoZe y,(f) konverguje k y’(f), musi také d,(f) konvergovat
bodovd k funkei 4(¢), o které opét plati

5(t)] < konst p(t) .
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Refeni y ma tedy asymptotické vyjadieni (6). Stejné jako v prvni dasti
diikazu se dokdzZe, Ze ¥y, + 0 pro kazdé nenulové Feeni.
- Diferencidlni rovnice (m(f)y’)’ + ¢(t) y = 0 se da substituci z( f P (s)

ptrevést na tvar (1). Pak z véty 1 plyne nésledujici tvrzeni.

Véta 2. Bud m funkce majici spojitou derivaci, q spojitd funkce na intervalu
{ty, 00). Bud m(t) q(¢) = konst > 0 a necht

an:f%%—>w

Utvofme k funkct x funkci inversni a oznatme
m*(x) = m(t@)), g*@) = q(t(x)) .

Bud « libovolné Cislo takové, Ze 0 < x < }. Necht (m*(x) ¢*(x))~= je konvexni
pro x € {0, 0©). Potom pro obecné fedent diferencidlni rovnice

(m)y') +qt)y =0
platt ndsledujici asymptotické vzorce:

y(t) = {yo sin f ]/ms’ s + ) +- ol )}

Vm@) 9ty

Vmaa){ (f 55 + ) + o0},

I

Ve vété 1 jsou dokdzdny asymptotické vzorce pro YeSeni diferencidlni rov-
nice (1) za predpokladu, ze f = konst > 0 a f~= je konvexni na intervalu
{ty, o) pro néjaké x (0 < x < }). Nésledujici piiklad ukéze, Ze nelze pfed-
poklidat 0 < x = %.

Sestrojime nejprve na intervalu (0, o0) funkei ¢ takto: Zvolme ¢(0) = 1.
Pak existuje pravé jedno éislo 0 < a; < 1 tak, ze

a, — 1
16

lIga, = 5=,
nebot funkce D, (z) = T lgx je v intervalu (0, 1) spojitd, klesajici a
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plati D,(1) =0, limDi(*) = co. Definujeme ¢, (t) = al —1 + 1 pro

o0

te <O, To—a> Rovnice ¥ + - y = 0 mé fefeni urdené poditetni podminkou
- %
%(0) = 0,y'(0) =+ 0:
__ yicm
y(0) = Vo(@) o sin |*=5— e v,

Zvolme t, = 2 tak, aby ¥(¢) = 0 a y(t) + 0 prote (2, ¢;). Oznadime ¥'({,) =
= ¢, a definujeme @(t) = ¢1(t) pro ¢ € {0, ).
Nyni zvolime 0 < a, < @(t,) tak, Ze

2y — @(ty) — 5
BT 1g p ( t J 7 .
v 2 - r — ¢(t1) .
To opét lze, nebot funkce Dy(x) = 16 Ig (t 3 je v intervalu (0, ¢(t,))»
spojité, klesajici a plati 11131 D,(x) = + o0, Dy(p(t,)) = 0. Definujeme ¢,(t) =
Q, 2

—B= el ) L) pro t€<tw t +

4

m>. Zejmd @,(t;) = o(t,).

Rovnice y" + Elg y = 0 mi Fefeni uréené podateénimi podminkami y(#) =< 0,

y'(t) =

Ja=13 %(t))

— Voo (A 2/ i
“V‘Pz(t)yo Sln( 2%, lgtp(tl) s

2
kde %, = Oﬁ—f;—p@< 0, W& =y 1];4 22-
Zvolime t, tak, aby t, — t, = 2, y(t,) = 0, y(¢) + O pro t e {t;, + 2, £,), a defi-
nujeme @(t) = @,(t) pro te {t;, t,>.

Stejnym zpisobem pokratujeme dale. Tim méme v celém intervalu (0, o)
definovanou funkei ¢ jakozto lomenou &aru spojujici body [f., ¢(¢.)]. Z¥ejmg
je 1 = () > 0 pro te (&, ©)

Dokézeme, Ze funkce ¢ je konvexni. K tomu staéi, aby derivace zleva ¢’ 4
derivace zprava ¢’, byly neklesajici. To plyne z nerovnosti

0>k, = Uy — Pty ) ;P(t‘n—l) =k, .
Kdyby totiz bylo Anyy TZ ®(tn) < An — (279( n—1) - s pak Gpyy + @) < a, 1
. ¥ - ‘P(tn—l) z
+ ¢(t,) < 2a,. To je spor, protoze funkce D, (z) = 5 g Pty e
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v intervalu (0, ¢(t,—,)> spojita, klesajici a plati
D“(‘p(tﬂ—l)) =0 ) -D‘n(a'n) == 57!, lim ‘D'n,(x) = + 0,

z—0,

D, (g_ <p(tn__1)) = 2l 145 < 57 = Duf@,) & tedy plta-) > 20,

1
Funkei f definujeme pfedpisem f = et Pak f(t) = 1 pro vSechna ¢ ¢ <0, o0)

a f~"1 je konvexni, nebot f~'» = ¢. Jestlize véta 1 plati i pro » = }, pak pro
ka%dé YeSeni rovnice (1), kde f je pravé definovand funkce, by platilo asympto-
tické vyjadreni

t

telty, b= y(t) = V(p(t {yo sin (f Z dr + (po) -+ 0(1)}
tn

= VW{yO Sin (IC

kde k;,, = Eiﬂ_}ﬂ@ .

OvsSem rovnice (1) mé v nasem piipadé FeSeni

@(t) '3 o (i+1)
o(tn) + zzo ki 10 o(t:)

+%) o),

('n 1) V4 — kfu-l (f(t)
te o tr) = y(0) = o)95 Sm( Fr Spt)) (14
kde [yi+| = [y V4 . Ztejmg ly+?| > ¢ > 0 pro viechna 7.

]/4

Zvolme nyni interval (t,,, t,+1» a ureme na tomto intervalu podet nulo-
vych bodi funkce y(f) vyjddiené vzorcem (14). Funkce y(¢) = 0, pravé kdyz

. (VE=%2 o(t) )
sin n+l] =0.
( 9kn+1 & @(tn)

Body t,, t..; jsou nulové body funkce y(¢) a tedy na intervalu (t,,t,.1) je
praveé

1 V4 ‘P(tnﬂ) +1
‘)kn-i-l <p(t )
nulovych bodd funkce y(t).
Avsak plati
1]/4 11 1y Pltnsy) [1(1 k ) ot >]
k2 1< |2 _ Prar )y n+1 1<
Tl ] - vk o ol ICEE

[

1 @ltas) 1 Ky ] 1 1 gt )]
< g Plnn) 2 Ensy g G |1 L el ] 4
[n Fom Sptt) w8 Sepl T T m RS E) 1T
kde [a] znadi celou &ast &isla a.
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Viimnéme si nyni asymptotického vyjddieni. ProtoZe

(L el S gt )
1 RAWS 1 +1
st (k o) T & T &ty TP

mé na intervalu {f,, t,+1> nejméné

11 ¢(tn+1)]
— 1
[n oy © 9t

nulovych bodf, mé kazdé Yefeni y podle tohoto vyjidfeni na intervalu
{ps tpyyy nejméné
L 1, o )]
2 2 e Plan) L
[n B © () :

nulovych boda. Tedy podet nulovych bodi fefeni y a podet nulovych bodd
asymptotického vyjadieni se lifi. Asymptoticky vzorec neni sprivny, vétu

IV

1 nelze rozsifit pro « = }.
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Pezome

ACUMIITOTMYECKUE ®OPMYJIBI [JII PEMEHMM
TUOOEPEHLINAJIRPHOIO VYPABHEHUS o +f(t)y = 0

BJIAIVIMUP TOJIEMHAJ (Vladimir Dole¥al), Tipara

(IToctynuao B pegakuuio 3/X 1957 r.)

B sroit pabore gokasaHa TeopeMma:
Iyems 0 < & < 3. Iyems f(t) = konst > 0, u nycmb Pynkyus [~ 6bi-
nyraa 6 {t,, ). Tozda 0as 0bwezo pewernus ypasHeHUR

Y +H)y=0 (1)
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CNpasedauss. aAcuMNmomuieckue GHopmyas

y(t) = () {yo sin ([f1(s) ds + o) + (1)},
g (6)
y'(t) = f'(t){y, cos ({ (fx(s) ds + @) + 6(2)},

20e y(t) > 0, 6(t) > Onput—> o u
[y(t 4 2)] < konst |(f-=(2)), ], [6(t + 2)| < konst [(F=(@)) .| -
Ecau y ssasemcs Hernyaesvim pewernuesn (1), mo yo = 0.

HorasxeM TeopeMmy, cumTas cHavaja 970 QYHKIHA [ mmeeT HeNPepHBHYIO
BTOPYI0 IPOU3BOXHYIO. MbI 3Haem pemenus AudPepeHnumansHOro ypapBHeHHS

2" 4 {f(t) — FHe )z = 0. 7

Vpasrenue (1) mepenmmenM B Bupe ypasreHdA (7) ¢ mpaBoil gacreio. Pemenme
ypaBeerus (1) rorma Haxomurces mo sHaxomodl gopmyse (em. [1], raasa 1, Teo-
peMma 3). Orryna BHTEKaoT acuMuToTHIecKHe GopMyIIs (6).

B ofbmem caydae Mel mocTpouM K QYHKOUA f MOCIENOBATEIBHOCTh (yHKIUK
fn, KOTODEIE MMEIOT HeNPEPHIBEYIO BTOPYIO HPOM3BONHYIO W MCHOJIb3yeM Teope-
My O HeIPephIBHOW 3aBACMMOCTH pemeHdil nuddepeHnmanbHEIX ypaBHeHHH OT
mapamerpa.

-B panpmefimeM Ha mpmMepe HOKAa3aHO, 9TO NPENNOJIOKEHHE O BHITYKIOCTE
dymromm f~'* me ABNAETCA OCTATOYHEIM yCIOBUEM COPABEAIMBOCTH aCHMIITO-
TEYecKuX opmyl (6).

Zusammenfassung

DIE ASYMPTOTISCHEN FORMELN FUR DIE LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG y” + f(f)y = 0

VLADIMIR DOLEZAL, Praha
(Eingelangt am 3. Oktober 1957)

In dieser Arbeit wird folgender Satz bewiesen:
Es sei 0 < & < }. Es sei f(t) = konst > 0 und die Funktion f~= sei konvex
in {t,, o0). Dann gelten fir die allgemeine Losung der Differentialgleichung
Yy +ity=0 (1)
folgende asymptotische Formeln:
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- y(t) =171 (% sin(tf F*(s) ds + @) + ¥()y, 6)

y'(t) = f1(t) {5, cos( tf f2(s) ds + @5) + 6(t)}

wo y(t)— 0, 6(t)— O fir t— o0 und
[v(t + 2)] < komst |(f-=(t)), |, [8(t + 2)| < konst [(f-=(t)), | ist.

Ist y wicht die Null-Losung von (1), dann ist y, + 0.

Der Beweis ist zuerst fiir den Fall, wenn die Funktion f eine stetige zweite
Ableitung hat, ausgefiihrt. Wir kennen die Losung der Differentialgleichung

2+ {f(0) — ) (O 2 = 0. (7)

Die Gleichung (1) driicken wir als die Gleichung (7) mit der rechten Seite aus.
Die Lésung der Gleichung (1) ist dann durch die bekannte Formel gegeben
{siehe [1], Kap. I, Satz 3). Hieraus kénnen die asymptotischen Formeln (6)
abgeleitet werden.

Im allgemeinen Falle konstruieren wir zur Funktion f eine Funktionenfolge
f» mit stetiger zweiten Ableitung und beniitzen den Satz iiber die Ab-
héngigkeit der Losung der Differentialgleichungen vom Parameter.

Endlich wird an einem konstruierten Beispiel gezeigt, dass die Voraussetzung,
dass die Funktion f~" konvex ist, schon nicht mehr dazu geniigt, dass die
asymptotischen Formeln (6) gelten.
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