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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 83 (1958), Praha

ULOHY A PROBLEMY

5. Bud n p¥irozené ¢islo. Budte

Ix.: Pr,i
realné symetrické, positivné definitni matice druhého ¥adu. Budiz dile 4 =

n

By, = (”"" q"’"), k=127,

= (@;), 1, k = 1,..., n, tvercovd matice, pro niz a,, = > P, @; 5 = ¢; ; Pro-
k=1

1 %74, %,9=1,...,n Matici 4 nazveme matici pfifazenou maticim B,
(e Ek=1,...,n). -

a) Ukaite, %e 4 je symetricka positivné definitni matice.

b) Rozhodnéte, zda ke kazdé positivné definitni étvercové matici 4 existuji
matice B, (1, k = 1,2, ..., n) tak, aby 4 byla piifazena k maticim B, .

c) V pripadé, Ze neexistuji (obecné) matice B; ; (v otdzce b), rozhodnéte, zda.
tyto matice existuji za dalstho ptedpokladu, Ze v8echny prvky matice 4 jsou
kladné.

I. Babuska, Praha

6. V n-rozmérmém eukleidovském prostoru necht jsou dany jednotkové
n—1
-
Jest dokazat, Ze existuji realna é&isla ¢, ¢y, ..., ¢, tak, Ze charakteristicks ¢isla.
91> J2» ---» §n Gramovy matice vektora c,ay, c,a,, ..., c,a, spliuji podminku
g1 = - = Gnom = Jnomir = +o0 = Gm > Imi1 = ... = gp = 0.
Vdclav Havel, Brno

vektory a, a,, ..., a, vytvatejici m-rozmérny podprostor, kde m <

7. V n-rozmérném eukleidovském prostoru necht jsou dény posloupnosti
bodd U = {4,742, B = {B.};11, kde body A4,, 4,, ..., 4,_, vytvoiuji m-roz-
mérny podprostor a body By, B,, ..., B,,, vytvotuji cely prostor. Jest nalézti
podminku pro to, aby posloupnost % byla sttedovym nebo paralelnim prims-
tem posloupnosti B’ = {B;}1*7 shodné s B (podrobniji: aby bod 4, byl pri-
mdtem bodu Bj, bod 4, primétem bodu B; atd.). Jest fedit obdobny problém,
P¥i n&m% posledni body 4,15, Bnis, Bpys jsou nahrazeny p¥imkami.

Vidclav Havel, Brno
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ReSeni jedné Glohy Jana Ma¥Fika
(ReSeni tlohy 8. 9 oti&téné v tomto tasopise, rod. 81 (1956), str. 470)

V tomto ¢lanku je elementérnimi prostfedky dokézana v&ta 1 a tim FeSena wloha &. 9;
v odstavcei 5 je pak naznadeno (véta 2) zobecnéni na piipad spojitych kiivek.1)

1. Véta 1. Necht L, M jsou lomené &dry. Nechi L md.poédteéni bod A[0, —1] a koncovy
bod B[O, 1], necht M md poldteéni bod C[—1, 0] a koncovy bod D[1, 0]. Necht pro kady bod
[z, y] mnoginy L (resp. M) platt x| <1 (resp ly| = 1). Pak Ln M .

2. Lomend &ira je konedné posloupnost {uy, ..., %,} netrividlnich uzavienych tsedek
u; = P,_ P, Body P,, ..., P, tvoriposloupnost vrcholii lomené 4ry. Jestlize P, = P,,
pak lomend 8éra je mnohothelnik. Kazdé lomené 8afe je prifazena mnoZina jejich bodd,
kterou oznadime stejnym symbolem.

Smér v dal¥im znamend orientovany smér. p(4, s) (resp. 9(4, s) zna¥i pfimku (resp.
uzavienou polopiimku), uréenou bodem 4 a sm&rem s.

3. Necht L = {uy, ..., %,} je lomend 84ra a necht M c E2. Definujms funkei ¢(L, M)
takto: ¢(L, M) = 0 (resp. = 1), jestli¥e poket indext 4 s vlastnosti u; " M = @ je sudy
(resp. lichy).

Lemma. Nechi N je mnohovkelntk, necht A, B jsou dva body takové, 3¢ N 0 AB = §).
Necht V je mno#ina vsech vrcholi mmohothelniku N, rozmnofend o body A, B. Necht s je smér
takovy, e na kataé primce tohoto sméru let nejoyd jeden bod mnoziny V. Pak

?(N, ¢(4, s)) = ¢(N, ¢(B, s)) . 1)

Dukaz. Oznadme g, = ¢(4, s), ¢, = g(B, s). P¥ipad 4 = B je jasny. Necht 4 + B.
Usetka 4B neni rovnob&#ni se smérem s. Existuje nejvys koneény podet bodd C ¢ AB
takovych, Ze na ¢(C, s) leZi n&jaky vrchol éary N. Pritom je vidy A 5 C = B.

Jestlize Zadny takovy bod C neexistuje, pak kaZda usetka &ary N, kterd protind jednu
z polop¥imek ¢;, g5, protiné i druhou, takZe (1) plati.

Necht body C existuji. MaZeme se zfejmé omezit na p¥ipad, Ze takovy bod je pouze
jeden (jinak 1ze 4B vhodns rozdslit na kone¥ny pobet ¢4sti a na ka¥dou zv143t uzit tivahy,
kterd nasleduje). Necht D je vrchol éary N, ktery le#i na ¢(C, s). ProtoZe N je mnoho-
thelnik, 1ze Gsedky 8ary N, které maji D za krajni bod, sdruit ve dvojice sousednich tak,
Ze u kazdé dvojice nast4vé pravs jeden ze dvou pripadt: bud a) ob¥ tsetky protinaji touz
z poloptimek g¢,, ¢, nebo b) ka#dé z nich protiné jinou. Usetky &&ry N, které nemaji D za
krajni bod a protinaji jednu z poloptimek gy, g5, protinajii druhou. Z pfedchoziho thrnem
snadno plyne platnost vztahu (1).

4. Dukaz v8ty 1. Predpoklddejme, %e L N M = @. Existuje &slo a takové, ¥e pro
kazdy bod [z, y] e L plati ¥y < a a soudasnd pro kazdy bod [z, y] ¢ M plati @ < a. Necht

=[a+1,0,E=(a+2—2,F=(a+22],¢=[s+1,al, H = [a, a]. Necht M’
je lomené &éra, kterd vznikne z M p¥iddnim tse8ky DD’ jakoZto posledni. Necht L’ je
mnohouhelnik, ktery vznikne z L tak, %e mezi koncovy bod B a poddteéni bod 4 vloZime
tsedky BF, FE, FA. Ziejm$ L' " M’ = L N M a tedy L’ N M’ = §. Necht s je smsr ta-
kovy, Ze

¢, ) NGH + 9 (2)
1) V &lanku je pouZito zjednoduseni pavodnich dikazt, které navrhl J. Maitix.
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a ¥e na ka#dé piimee smdru s le#i nejvy$ jeden vrchol kterékoliv z dar L, M’. JestliZe
M = {uy, ..., u,}, u; = P; 1, P,, Py = C, P, = D’, pak podle lemmatu
oL, q(Piy, ) = (L, q(P;, 8)) .

Protoze ziejms& ¢(L’, ¢(C, s)) = 0, plyne odtud ¢(L’, ¢(D’, s)) = 0. To je spor, nebot
s ohledem na (2) je p(L’, ¢(D’,s)) = 1.Tedy L' " M’ =P atedyi L 0 M = 0.

5. Véta 2 necht vanikne z véty 1 ndhradou pojmu ,,lomend édra‘ pojmem ,,spojitd kfivka‘.
(Spojité kfivka je spojity obraz uzaviené usecky.) ,

Elementérni dikaz této obecnsjsi véty 2 lze zaloZit na dikazu vty 1. Elementérnos
je viak zde nutno chépat v Sir§im smyslu nez dfive. Samo uZiti pojmu spojité kiivka na-
znaduje, ze by nebylo na mist8 vyhybat se zdkladnim vlastnostem spojitych zobrazeni
a pojmu kompaktnosti.

Dukaz véty 2. Necht L 0 M = @. MnoZiny L, M jsou kompaktni, maji tedy kladnou
vzdélenost 2¢. Zobrazeni, kters dévaji L a M jakoZto spojité obrazy uzaviené usecky,
jsou stejnom&rnd spojité. Na zédklad® toho se snadno sestroji lomené dary L', M’ takové,
Ze spliiuji pfedpoklady véty 1, pii éemZ L’ leZi v g-okoli 8ary L a M’ v e-okoli &ary M.
Odtud plyne L’ N M’ == ), coZ odporuje v&ts 1.

Jir4 Bedvd#, Liberec
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