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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 93 (1968), Praha

HLADKE FUNKCE S NEKONECNOU CYKLICKOU VARIACI

Joser KRAL, Praha

(Doslo 3. biezna 1967)

1. I'Jvogl. Umluvme se, Ze euklidovskou rovinu E, budeme ztotoZiiovat s mnoZinou
komplexnich &isel; bod [x, y] € E;, nebudeme tedy rozliSovat od komplexniho &isla
x + iy. Necht K je jednoduchy orientovany oblouk koneéné délky v E,. V souvislosti
s vySetfovdnim chovani integrdld typu

(1) Im f O 4

{—z

pro z v blizkosti K byla v [2] zavedena tzv. cyklickd variace oblouku K, kterd je
v kazdém bodé { € K definovdna predpisem

2n
v*(0) = ‘[ 1 (¢, o) da,
0
kde p*({, o) znagi celkovy pocet prisecikdi K s poloptimkou {{ + re'; r > 0}. S pomoci
této cyklické variace byly v [2]—[5] formulovdny nutné a postacujici podminky pro
spojitou prodlouZitelnost a existenci thlovych limit integréli typu (1).
Podminka

2 - () <

je napf. nutnd k tomu, aby integrdl (1), chdpany jako funkce proménné z, m&l thlové
limity (viz ivodni pozndmku k &ldnku [4]) ve zvoleném bodg { € K pro kaZdou spo-
jitou redlnou funkci F na K. Vznikd pfirozen& otdzka, do jaké miry je podminka (2)
zaruCena tim, Ze K md koneCnou délku. Lze snadno nahlédnout, Ze existuji rektifiko-
vatelné oblouky K, na nichZ se najdou body {, v nichZ neni podminka (2) splnéna.
Na prvni pohled viak neni patrno, jak mnoho muZe byt takovych bod {. V odst.
3.15 &édnku [4] byl metodou kondensace singularit sestrojen piiklad oblouku K,
ktery je grafem spojité funkce f s konecCnou variaci na <0, 1> a md tu vlastnost,
ze v®(x + i f(x)) = oo pro skoro viechna x e <0, 1). Pfedklddand poznémka je
dopliikem k tomuto pfikladu. UkdZeme, Ze je ho moZno podstatné zlep$it. Funkci f
1ze volit spojité diferencovatelnou a je mozno dosdhnout toho, aby pro jeji graf K
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platilo v*(x + i f(x)) = co dokonce vude na <0, 1); navic uvidime, Ze tuto vlastnost
md ,,vétsina“ spojité diferencovatelnych funkci (ve smyslu kategorie v prostoru C‘).

2. Oznaceni. Pojmy a véty z teorie redalnych funkci, kterych budeme pouzivat bez
odvoldni, Ize najit napf. v uéebnici [6]. Variaci funkce f na intervalu I (ktery nemusi
byt uzavieny) znaCime symboly var [f;I] nebo var, [f(¢);I]; definujeme ji jako
supremum viech souttd tvaru Y |f(b,) — f(a,)| pfifazenych konetnym systémiim

k
nepiekryvajicich se intervalt {a,, b,) = I. Variaci funkce na prdzdném intervalu
klademe rovnu nule. Je-li f spojitd redlnd funkce na {a, b), poloZime ve shodé s [4]
proxe{a,byayekE,

n/[x + iy; <a, by] = var, l:arctgf—(tt—)_—y; (x, b)] +
— X
+ var, [arctg fgt)__l’; {a, x)]
- X

Pro y = f(x) dostdvime snadno podle Banachovy véty o variaci spojité funkce,
ze n/[x + i f(x); <a, b)] je rovno cyklické variaci funkce f v bod€ x. Snadnym vy-
podtem lze zjistit, Ze n/[x + i f(x); <a, bY] < [K(x + 2)/(x + 1)] [2(z — x)*~* dt,
jestliZe f md na {a, b) spojitou derivaci spliujici podminku |f'(f) — f'(x)| £
SK|t—x]agt<b (x>0).

Symbolem L', oznadime Banachtv prostor vSech lipschitzovskych funkci na
0, 1), které se anuluji v poédtku; norma funkce f € L', je ddna pfedpisem

17 = sup V=TSO,

0su<v=l

Plivod oznadeni tkvi v tom, Ze L je moZno ekvivalentn& definovat jako mnoZinu
vSech absolutné spojitych funkci na {0, 1), které se anuluji v poédatku a maji na <0, 1)
esencidln€ omezenou (tj. ,,integrovatelnou s mocninou oo*) prvni derivaci, pfi¢emz
norma prvku fe L' je rovna

7] = sup ess |7()] -

Mnozina C! viech spojité diferencovatelnych funkci na <0, 1) nabyvajicich hodnoty 0
v po&dtku tvoii uzavieny podprostor v L', . Pro f € C' mdme oviem

If]] = max |7(5)] .
0=t1=1
Symbolem C oznadime Banachlv prostor vSech spojitych funkci na <0, 1) s normou

Il = max |f(1) .
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Lze snadno nahlédnout, Ze pro f € L', plati

©) I7le = 11 -

Tvrzeni, jeZ bylo vysloveno v uvodu, dokdZeme v odst. 10; jeho dikazu prede§leme
né&kolik jednoduchych lemmat.

3. Funkce n'[x + if(x); <0,1)] proménnych x,f je zdola polospojitd na
0,1 x C.

Dtkaz. Zvolme pevn& x, € €0, 1), fo € C a necht ¢ < n/°[x, + i f(xo); €0, 1)].
Pak existuje konecné mnoho nepiekryvajicich se intervala {a,, b,> = {a, b) —
— {x} tak, Ze

fo(bk) = fo(xo) — arctg folay) — fo(xo):l > ¢
k — Xo ay — Xo ;

))

k

arctg

Odtud je patrno, Ze pii dostateCné malém 6 > O je nerovnost

) =16 _ e =10

— arctg
ak - X ]

Y jarctg————
k

splnéna pro viechna x € (xo — 8, Xo + 6) N €0, 1) a viechny funkce f e C, pro n&Z
[f = folc < 8. Pro tato x a f je tedy n/[x + i f(x); <0, 1>] > c.

Z tvrzeni v odst. 3 plyne snadno ndsledujici zndmy dusledek:
4. PoloZme pro fe C
4 F(f) = inf n'[x + if(x); <0, 1)].
0=x=s1
Pak F(f) je zdola polospojitou funkci proménné f € C, takZe mnoZina
A= {f; feC, F(f) S i}

je uzaviend v C pro kaZdé ke E,.

Dutkaz. Zvolime-li foeCa c < F(fo), pak kazdému x € {0, 1) muzZeme pfifadit
okoli U(x) bodu x v 0, 1) a okoli ¥(x) prvku f, v C tak, Ze

(X e U(x), fe V(x)) = n/[x + i f(%); <a, b)] > ¢;

vybereme-li z {U(x)} (0,1, konetné pokryti {U(x,)}; - intervalu 0, 1), potom
fekf_\lV(x,,) = F(f)>c.
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5. Poznimka. Dalsi postup diikazu véty z odst. 10 je v podstaté shodny s dikazem
obdobné véty tykajici se mnoZiny nediferencovatelnych funkci v prostoru C, ktery je
proveden v [1].

Na$im cilem je nyni dokdzat, Ze ka?dd mnoZina C' n A4, je fidkd v C'. Podle
nerovnosti (3) je ptirozené vnofeni prostoru C* do prostoru C spojité, takZe vzhledem
k odst. 4 je C! n A, uzaviend v C'. Mdme tedy ovéfit, Ze C' — A, je hustd v C'.
Na zdklad& odst. 7 nejprve dokdZeme, Ze libovolnou funkci I € C! miiZeme vzhledem
k normg | ... | jak chceme pfesn& aproximovat po &dstech linedrni funkci fe L, —
— A,. Funkce f oviem nepadne do C!; jejim dostaten& jemnym ,,uhlazenim* dosta-
neme viak funkci e, kterd se pfili§ neodchyli od I, zistane mimo 4, a bude patfit
do C!. J4drem celého dlikazu je tedy lemma z odst. 7 (opirajici se o lemma 3.14
z [4]), k jehoZ odvozeni upotfebime ndsledujici jednoduchy odhad.

6. Je-li funkce p absolutné spojitd na kazdém kompaktnim intervalu obsaZeném
v intervalu I (ktery nemusi byt uzavreny), pak pro ka¥dé d € E, plati

var [arctg p; I
max (2,1 + 2d2)_'

Dikaz. Pifeme-li « = 1/max (2,1 + 2d?), pak

var [arctg (p + d); 1] 2

v

= (1)
var [arctg (p + d); I] = L m dt

()] & * __lp_’(t_)J_ = var [arctg p;
B .[1 1 + 2d* + 2p*(t) L 1+ p(1) dt [arctg p; 17 .

7. Bud g linedrni funkce na nedegenerovaném intervalu {a, b),d = g’(i(a + b)),

0 < q < 1 a pFedpoklddejme, Ze h je spojitd po Cdstech linedrni funkce ng (a, b>
takovd, Ze |h| < 2q/n,

h(a+(2j—1)b2—na>=§5_ G =

h<a+2jb2_a>=0 (i

1\

I

p—

=
~

It
L
b
~

n

PoloZime-li f = g + h, potom pro vSechna x € {a, b) plati

if(x); <a a(b — a) - -
©) . Wlx + ()i <a, b)) 2 (1 + (b — a)®) max (2,1 + 2d%) ,gzs K

Dikaz. Zvolme pevné x € {a, b) a piSme y = h(x), ¢ = g(x), § <~
f=h+g§+cfx)=y+ec takie

(6) x + if(x); <a, bd] = "*x + iy; {a, b)].

g — c. Potom
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Pro t + x mame ddle é(t)/(t — x) = d, takZe podle odst. 6 dostdvdme
(7 "+ x + iy; <a, b)] = var [arctg (ﬁ(_t):_y + d) ; <a, x)] +
- t—Xx
h() —
+ var [arctg (ﬂ—x + d); (x, b):l

t—x

'[x + iy; <a, b)]
max (2, 1 + 2d?) )

v

Podle naSeho pifedpokladu je ]y] < 2q/n. Aplikujeme-li na funkci h lemma 3.14
z [4], obdrZime nerovnost

a(b ~ a) ¢ s~

h Sy
(®) [x + iy; <a, b)] = =

Vztahy (6)—(8) ddvaji kone¢ng (5).
V odst. 9 budeme potfebovat ndsledujici jednoduché lemma o ,,uhlazovani
funkci z L' .

8. Kazdému 6 € (0, 1) Ize pFifadit linedrni zobrazeni R, prostoru L', do prosto-
ru C! tak, aby byly splnény ndsledujici poZadavky:

©) selty=[Rf] < Il tim | = Rl = 0.
(10) feC'=1lim|f — R,f| = 0.
50+

Dikaz. Kazdé funkci f € L), ptifadime nejprve funkci Ef na {—1, 2) tak, Ze pro
xe{—1,0),<0,1) a {1,2) definujme po fadé E f(x) = —f(—x), f(x),2 f(1) —
— f(2 — x). Graf Ef nad intervalem {—1, 0> je tedy vzhledem k poc¢dtku symetricky
s grafem funkce f a ten je op&t symetricky vzhledem k bodu [1, f (1)] s grafem funkce
Ef nad intervalem {1, 2). Je-li tedy dokonce f € C!, pak Ef md spojitou derivaci na
{~1,2). Nyni poloZime pro kazdé 5 e (0, 1) a fe L,

Rof(x) = %f

3
Ef(x—1#)dt, 0<x<1.
)

Je ziejmé, Ze R, : f — R,f je linedrni zobrazeni prostoru L', do C'. Ov&feni podmi-
nek (9), (10) mZeme uZ prenechat &tendfi.
Nyni miZeme pfistoupit k diikazu ndsledujiciho tvrzeni.

9. MnoZina C' N A, je Fidkd v C* pro kaZdé k € E,.

Dikaz. Idea diikazu byla uZ vysvétlena v pozndmce z odst. 5. Zvolme tedy libo.
volng Ie C' a ¢ > 0. Na¥im cilem je najit ee C' — 4, tak, aby ||l — e| < 3¢
ProtoZe I' je spojitd na <0, 1>, existuji nedegenerované nepiekryvajici se intervaly
{ap, by (m =1,...,r) a funkce I,, kterd je konstantni na kaZdém z intervald
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(@, b), tak, ze U<ay, b,y = <0, 1) a

sup ll’(t) - ll(t)l <e.

ETES!

Definujeme-li

g(x)=fll(t)dt, 0<x=1,
0

pakge L',
(11) lg — 1] <e
a g je linedrni na kazdém intervalu {a,,, b,». Kazdému m (=1, ..., r) pfifadme nyni

q,. > 0 tak, aby

(12) Yn ¢

Dile zvolime n = n,, tak velké, aby pro d,, = g'(3(a,, + b,,)) platilo

G — Am) "
3 (1 + (b — a,)?) max (2,1 + 2d}) s;s k

a sestrojime spojitou po &stech linedrni funkci h,, na {0, 1) tak, aby se anulovala
mimo {a,,, b,,»>, byla linedrni na intervalech

H bm_ m .bm_am .
<a,,,+(j~1) zna,am+1 - >(j=l,...,2n)

a spliiovala podminky

h,,,(a,,, + (2 - 1)bm2‘rl“'"> = 3:.2 (=1,..,n),

hm<am+2ju>=0 (j=0,...n).
2n

Nakonec polozime h = Y h,, f =g + h. Funkce h, f jsou spojité a po &dstech
m=1

linedrni na <0, 1) a patfi tedy do L',. ProtoZe |h| = max (4,/(b, — a,,)), dostd-
vime z (12) a (11) "

(14) = f] < 2.

UvaZujme nyni libovolny bod x € <0, 1>. Pak x € <{a,,, b,,» pro vhodné m a podle .
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odst. 7 plati s ohledem na nerovnost (13)

x + i f(x); €0, 1)] 2 n'[x + i f(x); <ap, buy] > k.

Z odst. 3 plyne, Ze n/[x + i f(x); <0, 1>] je zdola polospojitou funkci proménné x
na <0, 1); nabyvd tedy svého minima na {0, 1), takZe pfi oznaleni (4) z odst. 4
méme F(f) > k.

Z podminky (9) a odst. 4 dostdvdme

lim inf F(R,f) = F(f) > k.
50+

Z podminky (10) plyne
lim |l — Ry =0.

30+
Zvolime-li tedy 6 € (0, 1) dostate¢n& malé, dosdhneme toho, Ze

(15) F(R,f) > k,

(16) [l = Ryl| <e.

Podle podminky (9) je krom toho |R, — R,f| = |R(I — f)|| < |I - f]|, takZe
z (14) a (16) plyne ||l — R,f|| < |I = R,I| + |R,] — R,f|| < 3e. Vzhledem k (15)

je tedy e = R,f hledanym prvkem z C' — 4,.
Nyni uZ je prakticky hotov dikaz ndsledujici véty:

10. V&ta. MnoZ¥ina vSech funkci z C! majz’cz’ch: nekonecnou cyklickou variaci
v kaZdém bodé intervalu <0, 1) je residudlni v C'.

[ o]

Diikaz. Komplementem zmin&né mnoZiny je U 4, n C*.
k=1

Poznamka. Existuji tedy spojité€ diferencovatelné funkce, které maji nekoneénou
cyklickou variaci v kazdém bod&. Bylo by oviem také moZno podat pfimou konstruk-
ci takové funkce. V této souvislosti je zajimavé si v§imnout, Ze poZadavek spojité
diferencovatelnosti je svého druhu ,,nejzaz§i mez*; kazdd funkce s holderovsky spo-
jitou derivaci m4 totiZ uZ koneénou cyklickou variaci v kazdém bodég. Véta 10 je tedy
v jistém smyslu ,,ostrd*. MnoZina vSech funkci s identicky nekoneénou cyklickou
variaci je residudlni i v jinych funk&nich prostorech. Uvahami shodnymi s diikazy
tohoto ¢ldnku to lze (po jistych zjednoduSenich) ové&fit napf. pro prostor viech
absolutné spojitych funkci f na (0, 1> anulujicich se v po€dtku s normou

it ={[ ropad”

pfilibovolném p > 1. Tento fakt ve srovndni s v&tou 10 oviem nikterak nepfekvapuje.
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Summary
SMOOTH FUNCTIONS WITH INFINITE CYCLIC VARIATION

Joser KRAL, Praha

If h is a continuous function on <0,1), x€<0,1) and —in < ¢ < %=, then
n"(¢p, x) designates the number of points at which the graph of h meets the straight-
line through [x, h(x)] enclosing the angle ¢ with the oriented x-axis. Since n"(¢, x) is
a measurable function of the variable ¢, one may introduce the integral [*%, n*(p, x) .
.do = V,,(x) which is termed the cyclic variation of h at x. Similar quantities proved
to be useful in connection with investigations of double layer potentials. Completing
results of the paper [4] the author establishes the existence of continuously differenti-
able functions having nowhere finite cyclic variation by proving the following
theorem: Let C' stand for the Banach space of all continuously differentiable func-
tions f on <0, 1) with f(0) = 0, equipped with the norm |f| = max |f'(f)|. Then

0st=1

the set of all f € C! having Vf(x) < oo for at least one x € €0, 1) is of the first category
in C'. In connection with this result it is interesting to note that ¥,(x) is bounded on
<0, 1) provided f has a Holder-continuous derivative on <0, 1).
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