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Casopls pro p&stovani matematiky, rot. 92 (1967), Praha

POZNAMKA O NEKONECNYCH HRANOVE DISJUNKTNICH
SYSTEMECH CEST V GRAFU

BOHDAN ZELINKA, Liberec

(Doslo 21. ledna 1966)

V [1] G. A. DIrAC uvddi tento problém:

Dva riizné uzly a a b grafu jsou spojeny nekoneénym podtem & cest, z nichZ
kazdd md a a b jako koncové uzly a z nichZ 2ddné dvé nemaji spole¢nou hranu.
Vyplyvd z toho, Ze a b jsou spojeny & cestami takovymi, ¥e ka¥dd z nich md a a b
jako koncové uzly, %ddné dvé z nich nemaji spoleénou hranu a spoleéné uzly
kterychkoliv dvou cest se vidy vyskytuji v témzZ pofadi, jdeme-li podél obou téchto
cest z a do b?

Odpovéd na tuto otdzku je zdpornd. V tomto &dnku bude sestrojen graf, pro
ktery tato hypotéza neplati (pfi 6 = X,). Nejprve budeme rekurentn& definovat
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Obr. 1. Obr. 3.
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nekone&nou posloupnost grafii G}, G}, ... Graf G (obr. 1) obsahuje uzly a’, b’, u’, v’
a wj, kde j probihd viechna pfirozend &isla. Hrany grafu Gj jsou a'v’, u'v’, b,
u’'w), v'w] pro viechna pfirozend j. PopiSeme nyni konstrukci grafu G,, kde n = 2.
Mg&jme tti grafy G, H,, H,, kde oba grafy H, a H, jsou isomorfni s G,_,. Graf G,_,
obsahuje uzly a’ a b’, tedy vezmeme v grafu H, uzel odpovidajici v isomorfismu
uzlu a’ grafu G,_, a ztotoZnime jej s uzlem o’ grafu Gj. Diéle uzel grafu H, odpovi-
dajici uzlu b’ ztotoZnime s uzlem v’ grafu G;. Uzel grafu H, odpovidajici uzlu a’
(resp. b’) ztotoZnime s uzlem u’ (resp. b’) grafu G;. Tuto konstrukci nazveme kon-
strukci (K). Grafy G; a G} jsouna obr. 2a 3, '

DokdZeme lemma.

Lemma 1. Pro ka*dé pFirozené n 2 2 plati, fe graf G, obsahuje podgraf G,_,
isomorfni s G,_, takovy, Ze uzly a', b’, u’,v', w} jsou v tomto isomorfismu samo-
druZné.

Dikaz provedeme matematickou indukci. Pro n = 2 plyne tvrzeni pfimo z kon-
strukce grafu Gj, nebof G,_; = G;. BudiZ n = k > 2 a pfedpoklddejme, Ze tvrzeni
plati pron = k — 1, Konstruujme nyni graf G; z grafu G} a grafit H,, H, isomorfnich
s G;—4 konstrukcf (K). Graf H, (resp. H,) obsahuje podgraf H} (resp. H}) isomorfni
s G;_, a takovy, Ze uzlim a’, b, v’, v', wj odpovidaji tytéZ uzly v isomorfismu G, _;
na H, (resp. H;) jako v isomorfismu Gj_, na H} (resp. H3). Graf G, obsahuje tedy
podgraf vznikly z G{, H; a H} konstrukci (K). Tento podgraf je zfejm& isomorfni
s Gy, pfiemZ uzly a’, b’, v’, v, w} jsou v pfislu§ném isomorfismu samodruZné.

MiiZeme tedy vytvofit op&t nekone€nou posloupnost grafi G,, G,, ... tak, Ze pro
kaZdé ptirozené n je G, isomorfni s G,, ddle G,_; = G, pro kaZdé pfirozené n = 2
a existujf uzly a, b, u, v, w,, které odpovidaji uzlim a’, b’, w’, v/, w; v isomorfismu G,
na G, pro vSechna n.

Lemma 2. V grafu G, existuje systém €, sloZeny z n cest C,,...,C, z a do b,
z nich¥ Zddné dvé nemaji spoleénou hranu, pridem# cesty C,,..., C,_, leZl celé
v G,_, (ktery je podgrafem G,), cesta C, nele?i celd v G, (pron = 2).

Dikaz provedeme op& matematickou indukci. U grafu G; je tvrzeni zfejmé;

" cesta C, je cesta sloZend z hran au, uv, vb, leZi zfejmé& celd v G,. Cesta C, je sloZena
z cest, které jsou obrazy cesty C, v isomorfnich zobrazenich grafu G, na grafy H,
a H, (z nichZ se tvoli konstrukci (K) graf G,) a ddle z hran uw,, vw,, tato cesta
ztejme neleZi celd v G,. Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro n = k — 1 (k 2 3).
Vezmé&me graf G;, o n¥mZ vime, Ze je isomorfni s G;. Z konstrukce grafu G; pomoci
graft Gj, H,, H, a z .induk&niho pfedpokladu plyne, Ze v grafu G, existuje systém
k — 1 cest Dy, ..., D;_y z a’ do v, z nichZ Z4dné dv& nemaji spole¢nou hranu, tyto
cesty leZf v H,. RovnéZ existuje systém stejné vlastnosti Dy, ..., Di_; z ¥’ do b’;
viechny cesty tohoto systému leZi v H,, jsou tedy disjunktni s cestami prvého systému,
pon¥vadZ grafy H; a H, jsou disjunktni. P¥itom v isomorfismu H, (resp. H,) na G, _,
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obrazy cest Dj, ..., D;_, (resp. Dy, ..., D;_,) le¥i v G,_,, obraz cesty D;_,.(resp.
Dy _,) neleZi cely v G,_,. Kone&né existuje systém nekone&n& mnoha cest DY, D7, ...
z u’ do o', kde cesta D} se sklddd z uzll u’, wj, v'. Z4dn4 z cest DY, D7, ... nemd
zfejmé& spolednou hranu se Zddnou z cest Dy, ..., Dy, Df, ..., D}. Sestrojime tedy
systém cest Cj,...,C, z a’ do b’, kde Cj,y = D;juDjuUDyproj=1,...,k—1
a C} je cesta sloZend z uzld a’, u’, v, b’. V tomto systému zfejm¥& Zddné dv& cesty
nemaji spole€nou hranu. Vezmeme-li v H, (resp. v H,) podgraf Hj (resp. H3), ktery
je obrazem G,_, v isomorfismu G,_, na H, (resp. H,), pak graf vznikly konstrukci
(K) z graft G, H, H} je graf G;_, (viz lemma 1). Zfejm¥& v n¥m le#i cesty C,, ...,
«.ss Ci—1 zatim co C, v ném celd neleZi.

Vidime tedy, Ze €,_, = €, pro kaZzdé pfirozené n = 2. Vezmé&me nyni sjednoceni
-] -]
G, = UG, V grafu G, zfejmé& existuje systém €, = U C, ktery se sklddd z N,
n=1 :

n=1
cest z a do b, z nichZ Z4dné dv& nemaji spolenou hranu (to plyne z toho, Ze ¢, , <

< &, prokazdén = 2 a z toho, Ze kaZdy systém %, m4 onu vlastnost).
Ztejmé plati dal§j lemma.

Lemma 3. JestliZe pfi konstrukci (K) bereme grafy H, a H, oba isomorfni s G,
(misto s G,_,), pak vysledek konstrukce (K) je opét graf isomorfni s G, (misto
grafu G}).

KaZdé hran& h grafu G, pfifadime nyni pfirozené &islo m(h), které definujeme jako
nejmensi ptirozené &islo takové, Ze h leZi v Gy Samozfejms je-li n = m(h), pak h
lezi v G,, je-li n < m(h), pak h neleZi v G,. KaZdd cesta C z a do b obsahuje kone&ny
potet hran, miZeme tedy definovat m(C) = max m(h). Snadno bychom zjistili, Ze

heC ’

cesta C leZi celd v G ), ale neleZi celd v G- 1-

Lemma 4. Budi? € systém cest z a do b v G, takovy, e ¥ddné dvé cesty systému
nemaji spoleénou hranu a spolecné uzly kterychkoliv dvou cest systému se vZdy
vyskytuji v tém# poradi, jdeme-li podél obou téchto cest z a do b. Pak € obsahuje
pouze koneény pocet cest.

Diikaz. BudiZ & takovyto systém cest a budiZ C cesta z € takovd, Ze m(C) =
= min m(C’). Takovd cesta musi existovat, protoZe hodnoty m(C’) jsou p¥irozend
C'e¢
gisla. Provedme matematickou indukci podle m(C). Je-li m(C) = 1, znamen4 to,
Ze C je cesta sloZend bud z uzll a, u, v, b, nebo z uzlh a, u, w;, v, b pro né&jaké pfi-
_rozené j. BudteZ H,, H, grafy z lemmatu 3. BudiZ C, libovolnd cesta za do b v G,
kterd nemd spolednou hranu s C. Jeji hrana incidentni s a (resp. s b) nemiZe byt au
(resp. bv), pon&vad ta ndleZi cesté C, musi to byt tedy hrana z H, (resp. H,). ProtoZe
graf H; (resp. H,) je disjunktni s H, (resp. H,) a md § grafem G} spolené pouze
uzly a, v (resp. b, u), obsahuje tedy cesta C, usek z a do v le¥ici v H; a usek zu do b
leZici v H,. Jdeme-li po C, z a do b, dojdeme tedy nejprve do v, potom po hrané uv

|
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nebo pfes n€ktery z uzli w; do u a odtud do b. Tedy spolené uzly u, v cest C, C, se
objevuji po kaZdé v opa¥ném potfadi. Systém € obsahujici cestu C pfi m(C) = 1
obsahuje tedy pouze jedinou cestu.

Predpoklddejme, %e tvrzeni plati pro m(C) < k, kde k je libovolné pfirozené
Uislo, a dokaZme je pro m(C) = k. M&me graf G, a grafy H,, H, z lemmatu 3.
BudiZ H) {resp. H3) obraz grafu G,_, pfi isomorfismu G, na H, (resp. H,). Po-
n&vad¥ C le#i v G,, obsahuje bud disek z a do v v H, nebo tisek z u do b v Hj; pted-
poklddejme bez Gjmy na obecnosti, Ze nastane prvni pfipad. Je-li nyni C, cesta ze
systému € riznd od C, je | = m(C,) = m(C), tedy C, leZi v G,. BudiZ H7 (resp. H}
obraz grafu G, pfi isomorfismu G, na H, (resp. H,). Cesta C, obsahuje bud
usek z a do v v Hy, nebo tisek zu do b v Hj. Nastane-li prvni pfipad, pak visomorfis-
mu H, na G, obrazy usekli z a dov cest C a C, jsou cesty C" a Cyza do bv G,
takové, Ze m(C") £ m(Cj), m(C") < k. Podle indukéniho pfedpokladu vidime, Ze
vezmeme-li podsystém €* systému % takovy, ktery obsahuje viechny cesty obsahujici
Us¢k z a do v v H,, pak €* je kone¢ny. VSechny cesty z a do b v G, které takovyto
isek neobsahuji, obsahuji zfejm& hranu au. Proto muZe byt nejvySe jedna cesta
v € — €*. Tedy i ¥ je koneény.

Tim jsme dokdzali vétu.

Véta. Existuje graf obsahujici uzly a a b takovy, Ze uzly a a b jsou v ném spojeny
systémem N, cest, z nichZ ddné dvé nemaji spoleénou hranu, pficemZ v kaZdém
takovémto systému existuji dvojice cest takové, Ze.nékteré jejich spoletné uzly se
vyskytuji v riizném pofadi, jdeme-li podél obou téchto cest z a do b.

Pozndmka. Pro koneéné J je zndmo, Ze Diracova hypotéza plati.

Literatura

[1] Theory of Graphs and its Applications. Proceedings of the Symposium held in Smolenice in
June 1963. Praha 1964.

Adresa autora: Liberec, Studentskd 5 (Vysok4 ¥kola strojni a textilnf).

292



Pe3omMme

3AMETKA O BECKOHEUHbLIX CUCTEMAX LIEIEN
BE3 OBIIUX PEBEP B I'PA®E

BOTI'’TAH 3EJIMHKA (Bohdan Zelinka), JIn6epen

W3BecTHas Teopema u3 Teopuu rpados yrBepxKaaeT:

ITycmo Ose pasauunvle eepwiinst a u b 2pagpa coedunenwvt & yenamu (6-Hamypaavroe
uuca0), Kaxncoas u3 Komopelx umeem a u b e xauecmee ceoux 2pAHUYHBIX BEPUIUH
U Haxkaxue dee u3 HUX He umelom obwezo pebpa. Tozoa a u b coedunenvt 5 yenamu
MaxKumu, Ymo Kaxcoas u3z HuUXx umeem a u b 6 xauecmee ceoux 2paHuyHLIX 6EPUIUH,
HUKaKue 06e U3 HUX He umerom obwezo pebpa u obujue 8epulUHbl NPOU3BOALHBIX 08YX
yeneii HAXO0AMCA 8 MOM MHce CAMOM NOPAJKe 80016 0beux Ha xody om a 00 b.

Ha Cummosuyme o Teopuu rpados B Cmosrenune B 1963 rony I'. A. Tupax 3amai
npobiieMy, BepHa JI 3Ta TeopeMa Toxe, Koraa é 6eckoHeyHoe KapIHHATLHOE YACIIO.
B 3T0it cTaTbe IaH OTPULATENBHBIA OTBET HAa 3TOT BOHIPOC — TNPHBEACH KOHTP-
npuMep ¢ 6 = N.

Summary

A REMARK ON INFINITE EDGE-DISJOINT SYSTEMS
OF PATHS IN A GRAPH

BOHDAN ZELINKA, Liberec

A well-known theorem of the theory of graphs affirms:

Let two different vertices a and b of a graph be connected by 6 paths (5 is a positive
integer), each of which has a and b as its end vertices and none two of which have
an edge in common. Then a and b are connected by & paths such that each of them
has a and b as its end vertices, none two of them have an edge in common and
common vertices of arbitrary two paths occur always in the same order while going
from a to b.

At the Symposium on the theory of graphs in Smolenice in 1963 G. A. Dirac
has proposed the question, whether this theorem is also true, if 6 is an infinite
cardinal number. In this article the question is answered negatively — a counte-
rexample with § = N, is given.
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