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Casopls pro p¥stovini matematiky, ro¥. 92 (1967), Praha

UBER DIE SPHARISCHE ABBILDUNG DER ABGESCHLOSSENEN
SPHARISCHEN KURVE

ViapmMiR KoHOUT, Praha

(Eingegangen am 17. Mirz 1966)

In diesem Aufsatz soll es sich um folgende bekannte Eigenschaft der sphérischen
Abbildung der abgeschlossenen sphérischen Kurve handeln. Wenn sich die sphérische
Abbildung einer abgeschlossenen sphérischen Kurve nicht selbst schneidet, halbiert
sie die Sphdre. Diese Verallgemeinung wird mit Hilfe des Begriffes, der als Analogie
des Gauss’schen Masses an der Sphire angesehen werden kann gemacht.

1. Es sei X eine Einheitssphire mit dem Zentrum Q im gerichteten eukleidischen
Raum E,. Wir werden uns mit sphérischen Kurven in & und mit ebenen Kurven in
der Tangentenebene der Fliche X", die eine Parameterdarstellung X = X(t) mit
X'(f) # Ofir t € (a, b) haben, befassen. Wenn die Kurve abgeschlossen ist, setzen wir
voraus, dass die Punktfunktion X(¢) im Intervall (— oo, + o0) definiert wird und dass
sie periodisch ist. Fiir alle Kurven, die mit dem Buchstaben C bezeichnet sind, werden
wir weiter auch die Stetigkeit der zweiten Ableitung X” in (a, b), bzw. (— o, + ™)
voraussetzen, fiir die Kurven, die C bezeichnet sind, werden wir die Stetigkeit der
dritten Ableitung X" voraussetzen.

2. Zunichst wollen wir an einen bekannten Satz iiber den Index des Punktes in
der gerichteten eukleidischen Ebene gegeniiber der gerichteten abgeschlossenen
Kurve C erinnern. Fiir uns ist die Vorassetzung hinreichend, dass diese sich selbst in
einer endlichen Anzahl der Punkte schneidet und die Ebene in eine endliche Anzahl
der Gebiete Oy, ..., O, teilt, deren Grenze die Kurvenvielecke sind. Dann gilt der:

Satz 1. Es sei Y der Punkt auf der Grenze zweier Gebiete O,, O, (i * j), der von
allen Ecken der Kurvenvielecke verschieden ist. Es sei t ein Tangentenvektor der
Kurve C im Punkt Y und m ein Normalvektor der Kurve C im Punkt Y, wobei
[t, m] = 1 (hier bezeichnen die Klammern das dussere Produkt). Dann existiert
¢ > 0 so, dass fur allexe(0,8)

ind¢ (Y + am) = ind; (Y — am) + 1
gilt.
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Es sei nun C eine abgeschlossene sphérische Kurve in X", die sich selbst in einer
endlichen Anzahl der Punkte schneidet, die die Sphiire & in eine endliche Anzahl der
Gebiete Oy, ..., O, teilt und deren Grenze die sphirischen Kurvenvielecke sind.
Wihlen wir S € O, und projizieren aus dem Punkt S die Kurve C in die Tangenten-
ebene 7 im Punkt J, wobei S und J diametral sind. Orientieren wir X" mittels der
dusseren Normale, die Ebene t orientieren wir dann so wie die Tangentenebene der
gerichteten Fldche. Es sei Y & S, Y liegt nicht auf C. Bezeichnen wir C,, Y; die
Projektionen der Kurve C und des Punktes Y in 7. Legen wir ind¢ Y = ind¢, Y,
ind; S = 0. Damit iibertragen wir den Begriff des Indexes des Punktes gegeniiber
einer Kurve auf die Kugelfliche, ind; Y hidngt natiirlich von der Numerierung der
Gebiete O(S € 0,) ab. Der Index ist auf jedem Gebiet O; konstant. Legen wir also
ind¢ O; = ind¢ Y, wo Ye O,. Aus dem Satz 1 folgt gleich der

Satz 2. Die Indexe zweier benachbatren Gebiete O,, O; auf X unterscheiden sich
um 1, den grosseren Index hat jenes Gebiet, in das der Normalvektor der Kurve
zeigt. Dabei setzen wir voraus, das dieser Normalvektor mit dem Tangentenvektor
der Kurve C eine positive Basis des Vektorraumes der Tangentenebene der Kugel-
fliche A" bildet (in Reihenfolge: Tangentenvektor, Normalvektor).

3. Wihlen wir in der Ebene 7 ein positives kartesisches Koordinatensystem {J,
b,, b,}, durch stereographische Projektion aus dem Punkt S gewinnen wir auf der
X — (S) ein ortogonales Koordinatensystem. Die Einheitstangentenvektoren a,, a,
der Koordinatenkurven im Punkt 4 € ¥~ — (S) bildet eine positive Basis des Vektor-
raumes der Tangentenebene der Kugelfliche im Punkt 4 : (al, a,, r), wor =4 - @,
eine positive Basis ist.

4. Es gilt
(1) dA = wldl + wzaz N
da, = 0,20, + 4T,
ddz = —wlzal + Cl)zr Py
Wy ANy = —dw12 .

Bezeichnen wir ¥, den Flicheninhalt des Gebietes O, (i # 1), dann ist

(2) VI=J wawz=—fdw12=-J W2,
0 0, 00,

wo 90, die positiv gerichtete Grenze des Gebietes O, (des Kurvenvieleckes) ist, das
heisst der Tangentenvektor bildet in reguliren Punkten der Kurve 00, mit dem
Normalvektor, der in das Innere des O, gerichtet ist, eine positive Basis des Vektor-
raumes der Tangentenebene der Kugelfitiche 5.
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8. Bezeichnen wir 7y, ..., y, die gerichteten Bogen der Kutve C, die die Seiten der
Grenze O, sind und die Beziehung y, + ... 4 y, = C erfiillen (das heisst mittels der
Anstiickelung aller Bogen y, bekommen wir die Kurve C). Weiter sei es y;; die Kante
des Kurvenvieleckes, die der gemeinsame Teil der Grenz der Gebiete O;, O ist und
die Orientation der y,; sei ibereinstimmend mit der positiven Orientation auf 00;;
¥4 ist also hochstens durch die Orientation von irgendeinem Bogen y; abweichend.
Wir setzén voraus, dass die Grenze des Gebietes O; aus s (i) Bogen vy, ..., Vi),
besteht: 90; = y;;, + ... + vy, ,, und dass y,,, ..., y,,.,, die Bogen sind, die sich hdch-
stens durch Orientation von y,;,, ..., 7, ,, unterscheiden. Nach dem Satz 2 gilt

J w12+...+J‘ w12=(indC0i—-indCOj‘)J‘ (D12+...
iy Yiye iy

e + (indc Oi - indc 01.“)) Wq;,

Yijacty

wo O,,, ..., 0,, die zu O, benachbarten Gebiete sind. Daraus folgt

j w12+...+j w12=indcoi‘-" (D]z'—indcohf Wy —
iy Yigcty 20; Yija

ces ™ inchJ.(‘)J‘ Wiy = indc O‘J. @y, + indc O‘“J; Wy + ...
00¢ J1i

Yijacty

.. +lndcoj'“)“. Wqy .
Yiscnyi

Wenn wir alle diesen Gleichungen fiir i = 1, ..., r summieren, bekommen wir

2fw12=2(indcolj‘ w12+.v..+indC0,J 6012).
[o4 001 00,

Da ind¢ 0, = 0, folgt daraus nach (2)

i=1

(3) J-(Olz = - 2 Vi indco
(o

6. Bezeichnen wir t den Einhéitstangentenvektdr der gerichteten Kurve C. Legen
wir t = cos aa; + sin @@, m = — sin aa; + cos aaz Nach (1) folgt daraus m dt =
= da + ;. Bemchnen w1r ' '

1
49 - . ... . . p=-—|da,
@ LU Sk Lo

gibt die ganzé Zahl p an, wievielmal sich der Tangentenvektor der Kurve C gegen-
iiber dem Vektor a, bei einem Umlauf der Kurve C umdreht, oder wievielmal sich
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der Tangentenvektor der Kurve C; bei einem Umlauf umdreht. Das bedeutet, dass
2znp die globale Kriimmung der Kurve C, ist. Die Zahl p hidngt natiirlich von der
Numerierung der Gebiete O, i = 1, ..., r, ab (wir setzen S € O, voraus). Von einer
Auswahl des Punktes S in dem Gebiet O, héingt sie aber nicht ab. Nach (3), (4) kann
man

) 2np—fmdt=z V;ind¢ O; .
c i=1
schreiben.

7. Es sei C die sphirische Abbildung einer gerichteten abgeschlossenen sphiri-
schen Kurve C; C sei durch Parameterdarstellung X(f) = Q + ¥(f) gegeben, dann
wird also C durch die Punktfunktion

© —o+ 0 _gy,
O= ety m2rm

dargestellt. Bezeichnen wir n den Vektor der Hauptnormale der Kurve C, b den
Vektor der Binormale der Kurve C, k die Kriimmung der Kurve C und #hnlich fiir
die Kurve C : n sei der Vektor der Hauptnormale, b der Vektor der Bmormale k d1e
Kriimmung.

Legen wir '
M ~ r+cospn+sinfb=0, r+cospn+sinpb=0

B, bzw. B ist also der Winkel, den die Hauptnormale der Kurve C bzw. C und die
innere Normale der Kugelfliche bildet. Aus (6), (7) folgt

(®) mdt = df, %:cosﬁ.

Daraus folgt cos § > 0. Wenn wir uns auf das Intervall {—n, ) beschrinken, gilt
notwendig —47 < B < 4n. Da C geschlossen ist, gilt also

[~

. . F .
9 : 2np =Y V;ind¢ O; .
: “i=1

und aus (5) bekommen wir

Wir sagen dieses Ergebnis in folgendem Satz aus:

Satz 3. Wenn C eine sphdrische Abbzldung der abgeschlossenen sphdrischen
Kurve ist, gilt (9).
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8. Bezeichnen wir § einen Bogen der C; dann gilt kK = ds/d3, wo s ein Bogen der C
ist; daraus

dr _drds 1
10 — = —— =T =cos fir.
(10) ds dsds & P

Aus (7), (8) folgt df|ds = tg B, also B(s) = [§ tg B(s) ds + K, K = konst. Aus der
Bedingung cos f > 0 folgt, dass max f(s) — min B(s) < n. Umgekehrt: Wenn die
Kurve C gegeben wird, kénnen wir nach (7) die Funktion B auf C feststellen. Es sei X,
ein beliebiger Punkt der Kurve C. Konstruiren wir die Funktion f* auf C durch die
Vorschift

(11) | mmigwu

wo 5(‘:)( der Bogen der Kurve C mit Endpunkten X, X (in dieser Reihenfolge gegen-
iiber der Orientation der Kurve C) ist. Wenn auf C die Bedingung

(12) max f*(X) — min f¥(X) < =

erfiillt ist, kann man eine Konstante K so finden, dass f* + K = f, —dn < f < in
ist. Wir kdnnen also die Vektorfunktion (nach (10)) konstruiren:

r*(s) = [3 cos B(s) r(s) ds,

B(s) bedeutet da natiirlich die Darstellung der Funktion § mittels des Bogens der
Kurve C.
Es gilt

T = cos f(s) r(s) ,

also C* ist das sphirische Original der Kurve C. Wir stellen leicht fest, dass o+
+ ncos B + bsin f = v gilt, wo v = konst.; legen wir F(s) = r*(s) — v, dann ist
die Kurve C mit der Parameterdarstellung

(13) - X(s)=Q +1(s)
die Kurve auf der Kugelfiiche J¢". _

9. Die sphirische Kurve C, die im letzten Abschnitt konstruiert wird, muss nicht
abgeschlossen sein. Setzen wir voraus, dass C die Bedingung (9) erfiillt. Dann ist nach

(5), (8) JcdB = 0, dass heisst, wenn wir mit ! die Linge der Kurve C bezeichnen:
B(0) = B(I). Weiter gilt offenbar

~

n=t, b=txn=rxt

30) = 7). B(O) = B(D);

also.
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hier treten natiirlich die Darstellungen der Vektorfunktionen h, b auf C mittels des
Bogens der C auf. Also nach (7) gilt r(0) = r(l), das heisst, dass die Kurve C abge-
schlossen ist. Wir fassen zusammen:

Satz 4. Es sei C eine abgeschlossene sphdrische Kurve. Konstruiren wir die Funk-
tion B auf C (nach (7)) und die Funktion B* auf C (nach (11)). Wenn auf C die Un-
gleichung (12) gilt, so existiert ein sphdirisches Original C der sphdrischen Kurve C.
Die Kurve C ist dann und nur dann abgeschlossen, wenn (9) gilt.

Bemerkung. Im Falle, dass C die sphirische Kurve ist, die sich selbst nicht schnei-
det, iibergeht (9) in die Gleichung V; = V,. Wir bekommen also die bekannte Eigen-
schaft einer sphirischen Kurve, die nicht sich selsbt schneidet: sie halbiert die Kugel-
fliche.

Anschrift des Verfassers: Praha 6 - Dejvice, Technick4 1902 (fakulta elektrotechnickd CVUT).

Vytah
O SFERICKEM OBRAZU UZAVRENE SFERICKE KRIVKY

Viapmir KoHouT, Praha

JestliZe sféricky obraz uzaviené sférické kfivky neprotind sdm sebe, pili kulovou
plochu. V ¢&ldnku je vyletfeno zobecnéni této zndmé vty pro pfipad, Ze sféricky
obraz sdm sebe protind. Je nalezena nutnd a postadujici podminka existence a uza-
vienosti sférického origindlu uzaviené sférické kfivky.

Pe3rome

O COEPMYECKOM OTOBPAXEHHH 3AMKHYTOH
COEPUYECKOI KPUBOW

BJIAIMMMP KOI'OYT (Vladimir Kohout), ITpara

Scnu chepudeckoe 0ToOpaxeHue 3aMKHYTOM chepuieckoit KpuBOit He mepecekaeT
cebs1, To oHO nenuT chepy momosaM. B craTee paccMarpuBaeTcs 0600menue 3TOM
M3BECTHOM TeopeMsl IJIA Cllydas, Korja cepaieckoe oTobpaxenue nepecexaer cebs.
HaiineHo He06X0AMMOE H JOCTATOMHOE YCJIOBHE LI CYLIIECTBOBRHHUSA H 3¢MKHYTOCTH
cheprieckoro opHruHANA 3aMKHYTOH# cdepudeckoil xpusoif,
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