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Casopis pro péstovani matematiky, rot. 83 (1958), Praha

PROJEKTIVN{ VLASTNOSTI MINIMALNICH PLOCH S KRUZNICEMI
NORMALNI KRIVOSTI

KAREL SVOBODA, Brno
(Doglo dne 17. dervna 1957) DT: 513.736.36

V této préci-jsou vySetiovany projektivni vlastnosti ploch n-roz-
mérného prostoru konstantni kFivosti, jejichZ indikatrice normélni
k¥ivosti v ka¥dém bodé plochy jsou a# do uréitého ¥ddu kruZnicemi
se stfedy v bod& plochy. Jsou odvozeny nutné a postadujici podminky
k tomu, aby plocha n-rozmérného projektivniho prostoru mohla byti
povaZovéna za plochu vnofenou do n-rozmérného prostoru konstantni
kfivosti a majici uvedené metrické vlastnosti. Tyto podminky vyplyvaji
z vlastnosti sdrufenych siti, které jsou na plochdch vytvoreny jejich
minimélnimi kfivkami. '

Uvahy o téchto plochdch navazuji na vysledky O. BorOVKY, obsa-
Zené v pojednéni Recherches sur la courbure des surfaces dans des espaces
a n dimensions @ courbure constante a v nékolika jinych pracich.

1. Uvod

1.1. V n-rozmérném prostoru S, (n = 4) konstantni kfivosti ¢ uvazujme
pohyblivy bod M a prifadme ke kaZzdé jeho poloze # jednotkovych a navzijem
kolmych vektord e,, e,, ..., e,. Soustava sloZend z bodu M a uvedenych vek-
tort tvori pohyblivy reper a zvlasté plati rovnice

dM = w,e; + w.e, + ... + wye,,

de;, = — co; M + w e + v + ... + wige, (1.1)
t=12 ...,n)

jejichz koeficienty w jsoﬁ linedrnimi formami v diferenciadlech parametri, na
nich? zdvisi uvaZovany reper. Formy o vyhovuji vzhledem k pfedpokladiam
o vektorech e vztahim

0 +w;=0 (@Gjij=12..,2) o (1.2)
a kromé toho spliiujf' vn&jsi kvadratické relace
[dw,] = [w0y:] + [0e0s] + ... + [wawn], (1.3)
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[doy] = [waoy] + [0iawes] + ... 4 [@imwn;] — c[ow;] (1.3)
(’i7 ?. = 1’ 27 S n))
které jsou rovnicemi struktury prostoru S, konstantni k¥ivosti c.

Abychom nemuseli prerufovati pozdéjsi uvahy, uvedme nejprve nékolik
ptedbéZnych poznimek a oznaéme za tim déelem znakem P, projektivni roz-
sifeni prostoru §,. Soustava diferencialnich rovnic (1.1) spolu s relacemi (1.2)
a rovniecemi struktury (1.3) prostoru S, miZe byti povaZovina za soustavu
rovnic, definujicich v n-rozmé&rném projektivnim prostoru P, geometrické
misto bodu M a soudasné pohyblivy reper tvofeny body M, e, e,, ..., e,
prostoru P,. Vzhledem k tomuto soufadnicovému systému lze vyjad¥iti kazdy
bod X prostoru P, ve tvaru linedrni kombinace

X =M + ze, + 2,6, + ... +x,e,, (1.4)
jeiiZz koeficienty jsou soufadnicemi bodu X vzhledem k uvaZované soustavs
soufadnic. - .

Je-li ¢ = 0, je prostor S, eukleidovsky a snadno lze odvoditi, Ze kvadrika A,
urdena rovnicemi
x=0 2 +25+...+22=0, (1.5)
je pevna a Ze je to absolutni kvadrika, ktera z projektivniho prostoru P, vytvaii
eukleidovsky prostor §,,. ,
Podobné v pfipadé ¢ #+ 0, kdy prostor S, je neeukleidovsky, lze ukazati, Ze
kvadrika A o rovnici

%xz—}—xf—!—x%—{-...—i—x,‘f:o (1.6)

je pevné a Ze jest absolutni kvadrikou, kterd vytvaii z projektivniho prostoru
P, neeukleidovsky prostor S,.

V obou uvedenych pripadech leZi body e,, e,, ..., e, v polarni nadroving
bodu M vzhledem ke kvadrice A (pro ¢ = 0 povaZujeme za polirni nadrovinu
bodu M nevlastni nadrovinu p¥isluiného eukleidovského prostoru) a jsou po
dvou poladrné sdruzeny vzhledem ke kvadrice A. Zavedeme-li do dalSich vy-
podt body

By = e +ien, B =ey,—iey (1.7)

(=+)=1: k=12, [n),

je patrno, Ze body E, (E_,) lezi na kvadrice A a Ze jsou pii kazdé volb& pohybli-
vého reperu vzhledem k ni po dvou poldrné sdruzeny. Odtud plyne, Ze kazdy
linedrni podprostor prostoru P, ,uréeny libovolnou skupinou boda E, (E_,),
lezi na kvadrice A.

1.2. Bud m ptirozené &islo takové, Ze 2 < m < [3n]. V dal$ich tdvahéch
se budeme zabyvati plochami prostoru S,, jejich? indikatrice normdlni kfivosts
Fadu 1,2, ..., m — 1 jsou v kaZdém bod¢ M plochy kruinicems se stiedy v bodé M.
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Podle vysledkd, odvozenych O. BorRGVEOU v pojednéni [3], jsou tyto plochy
definovany soustavou diferencidlnich rovnie (1.1), pro jejiz koeficienty w plati
kromé rovnic (1.2) vztahy

Wy =04 =...=w, =0,
War—1,2k+1 T t0aok+1 = Ry, — tw,) ,

Wor—1,2k+1 — iwzk,2k+1 = R0, +iw,),

Oor—y,0k+2 T 1Warrse = 1Ry (07 — 10,) , ' (1.8)
Wor—1,2%+2 — iwﬂk,2k+2 = — iRy(w; + 1w,) ,

Wor—1,2k+3 — War—1,2k+4 = .- = Wop—1,n = 0,

Wok,ok+3 = Ogkoksg = +.. = Wapn = 0

G=+]=1; k=1,2,..,m—1; B, >0),
z nich? je t¥eba vypustit rovnice vzniklé z rovnic napsanych v pfedposlednich
dvou tadcich pro ¥ = m — 1, jestlize 2m = n.
Podminky integrability soustavy diferencidlnich rovnic (1.8) jsou vyjidieny
vnéjsimi kvadratickymi relacemi

. dR . '
[(wl — 10;) (‘1]7"’?’c 1.0 + Ogp—g0r — w2k+1,2k+2)] =0,

[(wl + 10,) (”I# — 1. Wy T Wop—y,98 — w2k+1,2k+2)] =0, (1.9)

[0, — 10,) (Wom—1,; + tWom,1)] = 0, [(0; + 10,) (wzm—l,i — 1Wom,;)] =0
k=1,2,...m—1; j=2m+1,2m+2,...,n),

z nichZ je tieba vynechati rovnice napsané v predposlednim Fadku,
jestlize 2m = n. Tyto rovnice ukazuji, Ze v kazdém prostoru S, konstantni
kfivosti existuji uvazované plochy, a to i v tom p¥ipad®, ze formy nékteré
ze Soustav wem—1; + 1Wom; & Wome1,; — Wamy; (J=2m + 1, 2m 4 2, ..., n),
pripadné formy obou soustav jsou soudasné identicky rovny nule.

Soustava diferencidlnich rovnic (1.8), kterd definuje analyticky uvazované
plochy, mé dvé soustavy charakteristickych kiivek, uréenych diferencialni
rovnici w; + w; = 0. Ponévadz pro lineidrni element plochy je ds* = w} + w3,
jsou tyto k¥ivky minimélnimi k¥ivkami na uvaZovanych plochach. V dalsich
tvahéach poloZime ' :
2, =0, +iw,, L= w, —io, (1.10)
a diferencidlni rovnici minimélnich kfivek budeme psat ve tvaru 2,2_, = 0-

Ponévad? indikatrix normélni k¥ivosti prvniho fddu mé st¥ed v bodé plochy,

je vektor st¥edni k¥ivosti nulovy podél celé plochy a uvazované plochy jsou
tedy minimalnimi plochami. Abychom zjednodusili vyjadfovani v nasledujicich
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dvahach, nazveme kazdou plochu prostoru S, jejiz indikatrice normalni kii-
vosti ¥adu 1, 2, ..., m — 1 jsou v kazdém bodé M plochy kruznicemi se stiedy
v bodé M, minimdlnt plochou s m — 1 kruZnicemi normdlnt kfivosti a oznadime
jii M.

Ukolem tohoto pojednani je podat nutné a postadujici podminky k tomu,
aby redlnd plocha projektivniho prostoru P, mohla byti povazovdna za mini-
mélni plochu s m — 1 kruZnicemi normalni k¥ivosti, vnotenou do eukleidovské-
ho nebo neeukleidovského prostoru S, vzniklého z prostoru P, vhodnou volbou
kvadriky A prostoru P, za absolutni kvadriku prostoru S,. Uvahy, které je
tfeba za tim Gdelem provést, jsou odliné v obou uvedenych piipadech a budou
proto probrany oddélené.

2. Plochy vno¥ené do eukleidovského prostoru

2.1. Piedpokladejme nejprve, Ze prostor §,, jest eukleidovsky (¢ = 0). Kazda
plocha M je podle pfedchazejictho analyticky uréena soustavou diferencial-
nich rovnic (1.1), pro jejiz koeficienty plati rovnice (1.2) a (1.8). UZijeme-li
oznadeui zavedeného v rovnicich (1.7) a (1.10), miZeme zminénou soustavu
nahradit ekvivalentni soustavou diferencidlnich rovnic

dM = 30, E, + 3B,

dB, = —iw,H, + EQ_E,,

dE_; = ol + ROE_,,

df, = — R, E,—, — Wwy—1,u8; + B Q- By,

dBE_; = — Ry QB () + 10yl + B2 B oy, (21)

d&, = — R, 0.8, - 'inm—l,szm + z (Wam=1,5 + 1Wam,;) €,
i=2m+1

dE—m = — Rm—1-Q—1E—<m—1) +'iw2m—1,2mE——m + z 1(")2m—1,j - ":wzm,j) €;,
j=2m+

de, = _%(wzm—m — 1Wypm,n) B, — %(wzm—m + ?:wzm,h) E_, + Z Wpi€;

j=2m+1
(=23, ....m—1; h=2m+1 2m+2, ..., n).
Vychézejice z této soustavy dokdzeme nejprve nasledujici vlastnost mini-

malnich k¥ivek na uvazované plofe M eukleidovského prostoru §,.

Véta 2.1. Minimdlnt kfivky na mintmdlni ploe M s m — 1 krugnicemi nor-
mdlnt kfivosti, vnofené do n-rozmérného eukleidovského prostorw S,, tvofs sdru-
Zenou sit, jejts poslowpmost laplaceovskijch transformact se ukonét v obou smérech
po pront transformaci Laplaceovym zphsobem na kfivkdch, kieré leZi 1 se svyme
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oskulaénimi prostory fddu m — 1 na absolutni kvadrice A prostoru S,. Uvedend
sit md oba invarianty rovné nule.

Dikaz. Povazujme plochu M za plochu projektivniho prostoru P,, ktery je

projektivnim rozsifenim uvazovaného eukleidovského prostoru §,. Tato plocha
je v prostoru P, analyticky urdena soustavou diferencialnich rovnic (2.1).

Ze soustavy (2.1) je vSak patrno, Ze bod E, (E-,) opisuje kiivku E; (E-,),
jejiz teéna v kazdém bodé prochézi bodem F, (E_,), a Ze je pevny, pohybuje-li
se bod M po urtité kiivee soustavy Q_, = 0 (£, = 0). Zvolime-li na plose M -
libovolnou k¥ivku soustavy Q_, = 0 (2, = 0), prochdzi teéna kazdé kiivky
soustavy 2, = 0 (2_, = 0), sestrojens v prusediku se zvolenou kiivkou, pev-
nym bodem E, (E_,). Odtud plyne, Ze k¥ivky obou soustav 2, =0a 2_, = 0
tvofi na plote M sdruZenou sit a Ze plochy tvofené teénami kiivek 2, = 0
(2-, = 0) v jejich prisedicich s kfivkami soustavy O_, = 0 (£, = 0) jsou
kuZelovymi plochami s vrcholy na k¥ivee E, (E-,). Posloupnost laplaceovskych
transformaci uvedené sité na plofe M se tedy ukonéi Laplaceovym zpisobem
po prvni transformaci v obou smérech na kfivkich E, a E_l, lezicich na abso-
lutni kvadrice A prostoru S,.

Oskulaéni prostor tadu m — 1 ktivky E; (E_,) jest uréen body E,, dZ,, ...

., d»-1E, (B_,, dB_,, ..., d™1E_)). Ze soustavy (2.1) je vSak snadno patrno,
Jeprok = 1,2, ...,m — ljebod d* E, (d*E_,) linedrni kombinaci bodt E,, E,,

oy Bogr (B—y, B, ..., E_.v), takie tedy uvaZovany oskulaéni prostor jest
uréen linedrné nezdvislymi body E,, B, ..., B, (E-, E_,, ..., E_,,), které
lezi na absolutni kvadrice A a jsou po dvou vzhledem k ni polarné sdruZeny.
Odtud vychézi, Ze oskulaéni prostory ¥4du m — 1 uvaZovanych ktivek leii
na kvadrice A.

Polozime-li Q, = e? du, 2_, = e? dv, jest tw,, = ¢, du — p, dv a ze soustavy
diferencidlnich rovnic (2.1) dostaneme po jednoduchém vypoétu M,, = 0.
Odtud plyne, Ze invarianty uvazované sité jsou rovny nule, éimZ je dikaz
viech tvrzeni pfedchdzejici véty proveden.

Vzhledem k tomu, Ze v nésledujicich dvahdch o plochdch M eukleidovského
prostoru §, budeme neustale jednati o sdruzenych sitich majicich vlastnost
uvedenou v predchazejici vété, nazveme libovolnou sdrufenou sit na plode n-roz-
mérného projektivntho prostoru P, sttt (U), jestlize jejt posloupnost laplaceovskijch
transformact se ukonét v obow smérech po pront transformact Laplaceovym zpi-
sobem na kfikdch, kieré leZt © se svimi oskulaénimi prostory #ddu m — 1 na
requldrnt kvadrice A linedrntho (n — 1)-rozmérného podprostoru projektivniho
prostory, P,. P¥i pfechodu od projektivniho prostoru P, k eukleidovskému
prostoru S, budeme vzdy predpokladati, Ze pravé uvedend kvadrika A jest
absolutni kvadrikou eukleidovského prostoru §,,.

Vysledek odvozeny v predchizejici vété doplnime tim, %e ukdZzeme, Ze uva-
zované plochy jsou uvedenymi projektivnimi vlastnostmi dokonale charak-
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terisovany. Za tim ddelem rozliime p¥islusné dvahy podle toho, zda pro j =
= 2m+1, 2m—+2, ..., n viechny formy wy,—;; + iw,,,; a podobné viechny
formy wgpm—q,; — 1Wym,; DEjsou nebo jsou soudasné rovny nule. Dostaneme tim
t¥i navzajem odliSné druhy uvaZovanych ploch, jejichZ vlastnosti vySetiime
v nasledujicich ‘vahach.

2.2. Predpokladdejme nejprve, Ze pro viechna j = 2m -1, 2m+2, ..., nnejsou
ani formy wym,—; ; + 1Wem ;, ani formy wym,—;; — twy, ; soudasné rovny nule.
Vzhledem k pfedchazejicimu piedpokladu a vzhledem k tomu, Ze formy w;;
(¢, § = 2m-+1, 2m+2, ..., n) nejsou podrobeny Zadnym podminkidm, nemiize
byti dimense n prostoru S, mensi nez 2m+1. Oznadme M, kazdou minimalni
plochu s m — 1 kruZnicemi normélni kiivosti, kterd je v n-rozmé&rném euklei-
dovském prostoru S, uréena za uvedeného predpokladu soustavou diferenciil-
nich rovnic (2.1). Pro tyto plochy dokdZeme nésledujici v&tu, podavajici
jejich charakteristické projektivni vlastnosti. »

Véta 2.2. Plocha n-rozmérného projektivniho prostoru P, mize byti defino-
vdna jako minimdlnt plocha M, s m — 1 krugnicems normdlni kfivosti, vnofend
do n-rozmérného eukleidovského prostoru S,,, tehdy a jen tehdy, kdyZ na ni existuje
sdrugend stt (U). Kfivky, které veniknow po proni transformaci stté (U) v obou
smérech, jsou libovolné aZ na podminku, Ze Zddnd z nich nent vnofena do linedrniho
podprostoru dimense m — 1 prostory P,.

Diikaz. Ve vété 2.1 jsme dokazali, Ze na kaZzdé ploSe s m — 1 kruZnicemi
normalni kiivosti, vnofené do eukleidovského prostoru §,, existuje sdruzena
sit (U), vytvofend minimalnimi k¥ivkami uvaZované plochy. Dikaz zminéné
véty je tfeba doplniti v tom sméru, Ze kiivky E, a E_, nejsou za danych
predpokladi vnofeny do linedrnich podprostort dimense m — 1. Vskutku,
na zakladé rovnic (2.1) je patrno, Ze bod d”E,; (d™E_,) neni linedrni kombinaci
pouze bodu E,, E,, .., B, (E-,, E_,, .., E_,), nybrz zavisi také na bodech
€9mi1, €amig, -+ € Odtud plyne, Ze oskuladni prostory ¥adu m kiivek E,
a E_, maji dimensi vétsi nez m — 1, takZe uvedené k¥ivky nejsou vnofeny do
linearnich podprostori dimense m — 1.

Predchézejici ivahou je doplnén dikaz véty 2.1, ¢éimz bylo dplné dokazano,
Ze na kazdé uvazované ploSe M, eukleidovského prostoru existuje sdruzend
sit (U) majici uvedené vlastnosti. Pfedpokladejme nyni naopak, Ze na ploSe
projektivniho prostoru P, existuje sdruzens sit (U) s vySe uvedenymi vlast-
nostmi, a ukazme, Ze lze tuto plochu povaZovat za plochu M;-eukleidovského
prostoru S,,.

Pritadme ke kazdému bodu M projektivniho prostoru P, pohyblivy reper
tvofeny linedrné nezavislymi body M, e,, e,, .., e,. Pro kazdy bod X prostoru
P, pak plati vztah (1.4) a zvlasté je

dM = wy M + w,e; + wse, + ... + wye,,
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de; = w,uM + w8, + W€y + ... + we, (2.2)
t=12...,m).

Z téchto rovnic plyne, Ze bod X nezavisi na volbé reperu tehdy a jen tehdy,
kdy?Z jeho soufadnice vyhovuji diferencialnim rovnicim

dz + 2wy + w19 + oW + ..o + Tpwn = 0,
dz; + zw; + L0y + Tawa; + oo+ Tpwp; = 0 (2.3)
(=12 .,m).

Vyjadiime-li pozadavek, Ze reguldrni kvadrika A linedrniho (n — 1)-rozmér-
ného podprostoru prostoru P, je v kazdém z uvazovanych repert vyjidiena
rovnicemi (1.5), dostaneme vztahy

w,-0=0, W, = Wy, (Dij—*—a)“-—_-o (i,j=1, 2,...,%), (2.4)

k nim# lze p¥ipojiti rovnici w, = 0, kterd vyjadiuje, Ze determinant utvoreny
ze soufadnic zdkladnich bodd reperu ma konstantni hodnotu.

Zvolme reper ptitazeny k uvazované plose tak, aby body e,, e, leZely v tetné
roviné plochy v bodé M. Tato volba je vyjadiena rovnicemi

w; =0 (j=38,4,...,1n), (2.5)
z nichZ na zakladé rovnic struktury projektivniho prostoru dostaneme
[0101;] + [0y05] = 0 (j =3, 4,...,7). (2.6)

Piedpokladejme, Ze sdruZend sit k¥ivek na ploe je tvofena kiivkami, které
maji v oznadeni (1.10) rovnice Q, = 0, Q_, =0, a oznadme F, (£_,) laplaceov-
skou transformaci této sité ve sméru k¥ivek soustavy 2, = 0 (2-; = 0). Bod
E, (B-,) lezi v teéné roviné plochy v bodé M a je proto linedrni kombinaci
bodd M, e,, e,; pon&vadZ vSak podle pfedpokladu o siti (U) lezi na kvadrice A,
je linedrné zavisly na bodu e, + ie, (e, — ie,). MiZeme proto jednoduse
poloziti B, = e, + ie,, E_; = e, — ie, a z rovnic (2.2) pak dostaneme podle
(2.4) a zavedenych oznadeni

dE, = —iw B, + (013 + 10y3) €5 + .. + (010 + twyy) €5,

. . . (2.7)
dE_; = G0l + (013 — ty) €3 + ... + (010 — t0,,) €, - )

Vyjéd¥ime nyni pY¥edpoklad, Ze posloupnost laplaceovskych transformaci
uvaZované sité (U) se ukondi v obou smérech po prvni transformaci Laplaceo-
vym zpisobem. K tomu je nutné a staéi, aby bod Z, (£-,) opisoval k¥ivku
E, (E-,) a aby byl pevny, kdyZ se bod M pohybuje na plose po kiivce soustavy
0Q_,=0 (Q,=0). Nutné a postadujici podminky pro to jsou vyjidieny
rovnicemi '

Wy F Wy = a0, 0y — 1wy = b2, (G=314..,n), (2.8)
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které vedou na zédkladé rovnic struktury projektivniho prostoru k relacim

n
[0, (day; + 2iay0,, + Z“uww’)] =0,
v=3

- (G=34...m). (29
[Ql(dbu‘ - 27;611'6012 + zblvww’)] =0
=3

V téchto rovnicich nejsou viechny funkee a,; (b,;) soudasné rovny nule, nebot
v opadném piipadé by bod E, (E_,) byl pevny a neopisoval by k¥ivku.

Z rovnic (2.7) a (2.8) je patrno, Ze te¢na v bodé E,(E_,) kiivky E,(E-,)
obsahuje bod E,(E_,), ktery je linedrn& zivisly na bodu ae; + a,e4 + ...
cee +aynen (b3€5 + biye, ...+ byze,). Ponévadz bod E, (E-,) je kromé& toho
polarné sdruzen s bodem X, (#_,) vzhledem ke kvadrice A, je nutnd a posta-
éujici podminka k tomu, aby te¢na kiivky E,(E_,) leZela na kvadrice A,
vyjadiena poZzadavkem, aby bod E, (E_,) lezel na kvadrice A. To v8ak nastane
tehdy a jen tehdy, kdyz

@ +als+ ... Fal, =0, bl +0b3 +...+b.=0. (2.10)

Na zdkladé relaci.(2.9) je v8ak patrno, Ze 1ze vhodnou volbou pohyblivého reperu
piifazeného k ploSe dosdhnouti toho, aby pfedchizejici rovnice (2.10) byly
splnény hodnotami

Q3 = Oy, Q= ".‘11; Qs = Qyg = ... = Uy = 0, (2.11)

big =15y, b= —1ib, bs=0by=..=0b,=0,
pii éemZ a, > 0, b, > 0. Pii této volbé reperu je bod E, (E_,) zavisly na bodu
e, | te, (e; — iey) a pro jednoduchost lze predpoklidat, Ze EH, = e; + e,
(BE—, = e; — te,). Z rovnic (2.9) pro j = 3,4 pak snadno vychazi, Ze pomér
funkei o, a b, neni invariantni, takZe lze poloziti

@, =b=R,. (2.12)

Vhodnou volbou reperu piifazeného k ploéé l1ze tedy podle (2.11) a (2.12)
dosdhnouti toho, Ze relace (2.8) a (2.9) maji tvar

Wiz Wy = B2y, w3 —twy = R.Q,,
Wyg F 0y = 1R 25, 01— twyy = — 1R 0Q),
Wy =Wig= ... =Wy, =0, Wo5==Wyg=...=0,, =0,

_ 2.13
[‘Q—l(% —{—’[.2(»12—6034)] =0, [-Ql(%—i-2w12—w34)] = O,( )
1

[Q_)(wg; + iwy)] = 0, [Q)(ws; — twyy)] = 0
(j=5,6,...n).

Pii téZe volbé reperu ptifazeného k plose a pifi zavedeném oznadeni mé pak
soustava (2.2) tvar
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dM = %Q—IEI + %911’7—1 s
dE, = —iw,l, + R,Q_E,,
d_, = 1wl + ROE,,
n
dE, = — R2,B, — iwg,FE, +Zs(w3,. + ioy) €, (2.14)
d¥_, - — ROQ_E_| +iwgB_, + 2 (wg — iwy) €,
i=5

n

de, = — wan — i0g) By — 3(ogn + 104) B_s + 2 onse
i=5
(h=15,6,...,n).

Predchézejici rovnice (2.13) vyjadifuji pedpokladané vlastnosti sité (U)
na uvazované plofe pro m = 2. Ponévadz k¥ivky E, a E_, jsou podle pied-
pokladu vnofeny do podprostoru alespoii dvojrozmérného, nemohou byti .
v rovnicich (2.14) ani formy ws; -+ 1w,;, ani formy w,; — 90,; soudasné rovny
nule pro vSechna § = 5, 6, ..., n. Srovndnim rovnic (2.14) s rovnicemi (2.1)
zjistime, Ze vyse uvedené tvrzeni je prom = 2 spravné, take uvazovana plocha
prostoru P, miZe byti povaZovana v piipadé m = 2 za plochu M, s jednou
kruznici normélni k¥ivosti, vnofenou do eukleidovského prostoru S,.

Abychom dokazali uvedenou vétu zcela obecné, postupujme dale metodou
uplné indukce. Bud tedy m > 2 a predpokladejme, ze kiivky E, a E_,, které
vzniknou po prvni transformaci sdruZené sité (U) na uvazované plole, lezi
i se svymi oskuladnimi prostory ¥adu m — 2 na kvadrice A a nejsou vno¥eny
do (m — 2)-rozmérného linedrniho podprostoru projektivniho prostoru P,.
Predpokladejme dale, Ze tyto vlastnosti jsou analyticky vyjadieny pti vhodné
volbé pohyblivého reperu prifazeného k plose rovnicemi (2.4), (2.5) a soustavou
diferencidlnich rovnic

War-1,2%+1 T Wap on1 = Brf—y, Wo—1,2k+1 — LWk sk 41 = R, Q,,

Ogi—1,00+2 T 1Warox12 = 1R, Ogyk+2 — 10k o042 = — iR, ,
Wor—1,2k+3 — Wox—1,2k+4 — - — Wap—1n = 0, (2.15)
Oarones = Oaporss = --» = Wggn = 0

(k=12 ...m—2),

které maji podle rovnic struktury projektivniho prostoru za nésledek vnéjsi
relace

dR .
[9—1 (—Rk—k + 1. 019 + Wop—y,0r — w2k+l,2k+2):| =0,

dR .
[.Q1 (_R L W32 + Wop—1,26 — w2k+1,2k+2):| =0, (2.16)

k

[Q_1(am—z,5 + 10am—34)] = 0, [2)(0om—3; — tWam~g,s)] = O
(k=1,2,....m—2; j=2m —1,2m,...,n).
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Volba pohyblivého reperu byla pii tom provedena tak, Ze oskulaéni prostor
fadu m — 2 kiivky E; (E-,) jest uréen, uZijeme-li oznadeni zavedeného
v (L.7), linedrn& nezévislymi body E,, E,, ..., E,—, (E-,, E—y, ..., E—(m-1),
tak¥e soustava rovnic (2.2) ma tvar

M = 3Q.F, +310.8.,,
dE, = — 0B, + R0Q,E,,
dE_, = to,f, +RQE,,
d&, = — B 2B, — 10y, Br  + Ry Q_\Eyyy,
dE-, = — B2 E_gp + iwzzc-szE—k + R E s,
dE,.., = — R, E,, — 1Wym—3 gm—2Bm—1 T
+, ;. (@sm—ss + i0ame2s) €5, (2.17)

dE—(m-1) = — Rm—2‘Q—1E—(m—2) + iwzm-—s,Zm-—zE—(m-—l) +

n
+ Z (wzm—s,j - iw2m—2,i) €;,

j=2m-1
de,, = _’-%(wzm—a,h - iwzm—z,h) E,,—
n
- %(wzm—-&h + ":wzm—z,h) E—(m—1) + Z Wp;€;

j=2m-1

k=23...m—2; h=2m—1,2m,...,n).

Podle predpokladu nejsou v soustavé (2.17) pro j = 2m — 1,2m, ..., » ani
formy wom-s,; -+ tWom-g4, ani formy wapm—g; — 1Wsm—y; soudasné rovny nule,
nebot v opa&ném pripadé by alespoil jedna z obou ktivek E; a E_, byla obsa-
%ena v podprostoru dimense m — 2.

UkaZme nyni, %e za uvedenych pfedpokladi lezi oskuladni prostory fadu
m — 1 k¥ivek E, a E_, na kvadrice A. Z rovnic napsanych v piedposlednich
dvou ¥adeich (2.16) pfedné plynou vztahy

Wom—35 + 1Wam—2,5 = Am—1,582-1 ,

Wom—3,5 — Waom—2,j = bm—l,i-Ql

G=2m—1, 2m,...,n), (2.18)

v nichZ ani funkce a@,,—, ;, ani funkce b, ; nejsou soudasné rovny nule. Ze
soustavy (2.17) je pak patrno, Ze oskulaéni prostor fadu m — 1 Kiivky E,(E_,)
obsahuje kromé& bodt E,, E,, ..., B, (E-,E_,, ..., B_(,-p), uréujicich jeji
oskulaéni prostor ¥adu m — 2, bod E,,(E-,), ktery je linedrné zavisly na bodu
Am—1,2m~1€2m—1 + Am—1,2mC€2m + s + Am—1,nCn (bm—l,zm—1e2m—1 ‘{" bm—l,zmezm +
4 ...+ bp_1nen), 8 Ze pravé uvedené body jsou linedrn& nezivislé. Bod E,, (E_,,)
je viak poldrné sdruZen vzhledem ke kvadrice A s kazdym z bodd E,, #,, ...,
B, (E_,, E_,, ..., E_(4—p). Oskulani prostory ¥4du m — 1 uva¥ovanych
ktivek budou tedy leZeti na uvedené kvadrice tehdy a jen tehdy, kdyZ body
E,. a E_, budou body kvadriky A, a to nastane pravé tehdy, kdy%
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2 2 2

m_19m-1 T ¥m_12m + ... +Apm_1,=0,
2 2 2

bm—l,zm—l + bm-l,zm + ...+ bm—l,n =0.

Rovnice (2.18) viak vedou na zdkladé rovnic struktury projektivniho pro-
storu k vnéjsim kvadratickym relacim

(2.19)

n

[2-1 (A j + ey - D1y + Com—gomes + 2, 1“m-—1,v5')vi)] =0,

y=2iMm-—

(2, (dbm—l,j — by, - W13 + Oom—g,em—g + Z lbm—1.vwﬁ)] =0

Y=2M-—

(j=2m—1,2m,...,n). (2.20)

Z téchto rovnic je patrno, Ze 1ze vhodnou volbou pohyblivého reperu dosdhnouti
toho, Ze rovnice (2.19) jsou splnény hodnotami
Am—1,2m-1 = Bm—1, m—1,2m = Z:alm—l s Om—t1ome1 = «oo = A1 = 0, (2.21)
bm—l,zm—l = bm—l 5 bm—l,zm - zbm—l ) bm—l.2m+1 o = bm—l,n =0 )
pii demz a,—y > 0, b,—; > 0. P¥i této volbé reperu piifazeného k plose je bod
E,, (E-,) linedrné zavisly na bodu ey,—; + 1€y, (€ym—1 — €,,) & pro jedno-
duchost mizeme tedy poloZiti E,, = €,,~1 + 1€y, B_,, = €5,y — t€,,,. ROV-
nice (2.20) pro § = 2m — 1, 2m pak ukazuji, Ze pomér funkei a,,—, a b,,—, neni
invariantni, takZe lze predpokladati, Ze

Gy = bpey = By . (2.22)

Vzhledem k (2.21) a (2.22) se rovnice (2.18) zjednodusi na tvar

Wom—3,2m—1 T WWom—2 2m—1 = Rm—1~Q—1 y Com—3,2m—-1 — Wom—2,m~1 = R, 2,

Wom~g,2m + Wom—3,0m = Ry 02, Wom—3,2m — YWom—2,0m — — @Rm—1Q1 ’
Wom—3,2m+1 = Lom—3,2m+2 — <+« — Wam—3n = 0, (2.23)
Wom—2,0m+1 = Wom—2,2m+2 — «++ — Wom—gpn = 0

a maji podle (2.20) za podminky integrability vztahy

dR,,_ .
[Q—l( B : + 1.0y F+ Com—z,0m—g — w2m—1,2m)] =0,
m=1

dR,,_ . :
[91 (—R‘-L — 1. Oy + Oomgom—p — wzm—1.2m)] =0, (2.24)
m—1

[Q—1(wzm—14‘ + iwzm,i)] =0, ['Ql(w2m—1,f - iw2m,d)] =0
(G=2m+1,2m+4 2,...,n).

Predchazejici rovnice (2.23) urduji pfi vhodné volbé reperu analytické vy-
jad¥eni predpokladu o oskuladnich prostorech ¥ddu m — 1 kiivek E, a E_,
a ddvaji spolu se soustavou rovnic (2.15) rovnice (1.8), takZe uvazované plochy
projektivntho prostoru P, jsou uréeny soustavou diferencidlnich rovnic, kters
splyvé se soustavou (2.1). Ponévadz ktivky E, a E_, nejsou podle pfedpokladu
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vnofeny do podprostortt dimense m — 1, nemohou byti ani formy wgy,—;; +
+ i0om,s, ani formy wpm—y; — Wy ; soulasné rovny nule pro vSechna
j=2m+1 2m 42, ..., n.

Z predchézejictho tedy plyne, Ze kazdé plocha projektivniho prostoru P,
na niz existuje sdruZens sit (U) uvaZovanych vlastnosti, je v eukleidovském
prostoru §,, jehoZ absolutni kvadrikou je vySe uvedend kvadrika A, plochou
M, s m — 1 kruznicemi normaln{ k¥ivosti. Tim je dikaz véty 2.2 proveden.

Y¥7

Nejjednodussi zvlastni piipad uvaZovanych ploch s m — 1 kruZnicemi
normalni kiivosti dostaneme za predpokladu, Ze dana plocha M, je vnofena
do prostoru dimense n = 2m + 1. Pro m = 2 obsahuje pak predchézejict
véta 2.2 vysledek, odvozeny O. Boriivkou v pojednéni [2], o minimélnich plo-
chéch pétirozmérného eukleidovského prostoru, jejichz indikatrix normalni
kiivosti v kazdém bodé plochy je kruznici.

2.3. Obratme se nyni k druhému z p¥padd uvedenych na konei odstavee
2.1 a predpoklidejme vzhledem k soumérnosti soustavy (2.1), Ze pro j =
= 2m + 1, 2m + 2, ..., n jsou vechny formy wy,—;; + i@y, ; rovay nule,
zatim co viechny formy ws,—y; — i@sy ; soudasnd nevymizi. Oznaéme v dal-
$im M, kazdou miniméln{ plochu s m — 1 kruZnicemi normaln{ k¥ivosti, kterd
je v n-rozmérném eukleidovském prostoru S, uréena soustavou diferencidlnich
rovnic (2.1), jejiz koeficienty spliiuji vySe uvedeny piedpoklad. Také v tomto
piipadé je dimense n prostoru S, nutné vétdi nez 2m. O uvedenych plochiach
dokézeme nyni nasledujici vétu.

Véta 2.3. Plocha n-rozmérného projektivniho prostoru P, mufe byt definovina
jako minimdlni plocha M, s m — 1 kruznicemi normdlni kfivosti, vnofend do
n-rozmérného eukleidovského prostoru S,, tehdy o jen tehdy, kdy? na ni existuje
sdrutend sit (U). Kf¥ivky, kieré vzniknou po promt transformace sité (U) v obow
smérech, jsou libovolné aZ na podminku, e prdvé jedna z nich je vnofena do li-
nedrntho podprostoru dimense m — 1 projektivniho prostoru P,.

Podle definice sité (U) jest uvedeny linedrni podprostor dimense m — 1,
v ném? jest obsaZena jedna z obou zminénych kiivek, oskulaénim prostorem
fadu m — 1 ve vSech bodech této kiivky.

Dikaz. Podle véty 2.1 existuje na kazdé plose s m — 1 kruznicemi normélni
k¥ivosti, vnotené do eukleidovského prostoru S,, sdruZenad sit (U) urdend
minimélnimi kiivkami uvazované plochy. Polozime-li v soustavé (2.1) wgm—y,; +
+ twapmy = 0 pro § = 2m + 1, 2m + 2, ... n, jest okamZité patrno, Ze osku-
ladni prostory fadu vysiiho nez m — 1 kiivky E, maji vesmés dimensi m — 1,
a odtud plyne, Ze kiivka E,; je vnofena do linedrniho podprostoru dimense
m — 1 prostoru P,. Z téZe soustavy rovnic soudasné plyne, Ze pro ktivku E_,
zustdva v platnosti Gvaha provedend na zaditku dikazu véty 2.2. Vidime
tedy, Ze kazdd plocha M, eukleidovského prostoru S, mé projektivni vlast-
nosti uvedené v dokazované vété.
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Abychom kromé toho dokézali opaéné tvrzeni predchazejici véty, pouZijme
postupu druhé éasti dikazu véty 2.2, kde jsme odvodili, Zze piedpoklidané
vlastnosti ploch projektivniho prostoru P,, pokud jednaji o sdruZené siti (U),
1ze pti vhodné volbé reperu ptitazeného k ploe vyjadiiti analyticky soustavou
diferencidlnich rovnic (1.8), takZe uvaZované plochy jsou pak uréeny soustavou
diferencidlnich rovnic tvaru (2.1). Uéinime-li ve smyslu predchézejici véty
predpoklad, Ze z obou kiivek E, a E_, pravé k¥ivka E, je vnoiena do (m — 1)-
rozmérného podprostoru prostoru P,, musi miti jeji oskulaéni prostory radu
vy&siho nez m — 1 vesmés dimensi m — 1. To vSak podle (2.1) nastane jen
tehdy, kdyZ pro j=2m + 1, 2m + 2,...,n bude wam—y; + iWem; = 0.
Ponévadi kiivka E_, spliluje tyz piedpoklad jako ptisludnd kiivka ve véts
2.2, nemohou byti formy wem-1,; — s ; soucasné rovny nule pro vSechna
uvazovana j = 2m + 1, 2m + 2, ..., n.

Skuteéné tedy kazdd plocha projektivniho prostoru P, majici uvedené
projektivni vlastnosti, maze byti povazovana za plochu M, eukleidovského
prostoru §,.

Predchézejici véta plati pro kazdé n = 2m -+ 1 a zvlasté vyjadiuje pro
plochy vno¥ené do pé&tirozmérného prostoru okolnost, ze pravé jedna z kiivek,
které vzniknou po prvni transformaci sité (U), je piimkou. V tomto piipads
jsou tedy predchéazejici vétou doplnény vysledky pojednani zminéného na koneci

odstavece 2.2.

2.3. V&imnéme si nakonec je$té ploch, které jsou v eukleidovském prostoru
S, urdeny soustavou (2.1) a predpokladem, Ze pro § = 2m + 1, 2m + 2, ...
.., 0 jsou jak formy wam—g; + gy, ;, tak i formy wem—1,; — twem ; sOUtasnS
rovny nule. Vzhledem k tomuto pfedpokladu lze souditi, Ze pro dimensi 7
prostoru S, je v tomto p¥ipadé n = 2m. V néasledujici vété oznadime Mj libo-
volnou minimalni plochu s m — 1 kruZnicemi normalni kiivosti, urdenou
v n-rozmérném eukleidovském prostoru S, soustavou diferencidlnich rovnic
(2.1) s predepsanymi podminkami o vySe uvedenych formach.

Véta 2.4. Plocha n-rozmérného projektivniho prostoru P, muze byts definovdna
jako minimdlni plocha My s m — 1 krugnicemi mormdlni kfivosti, vnofend do
n-rozmérného eukleidovského prostoru S,, tehdy a jen tehdy, kdyZ na ni existuje
sdrutend sit (U). K¥ivky, které veniknou po proni transformaci sité (U) v obou
smérech jsou libovolné af na podminku, Ze obé jsou vnoreny do linedrnich pod-
prostors, dimense m — 1 projektivniho prostoru P,.

Podle definice sité (U) je kazdy z uvedenych linedrnich podprostort dimense
m — 1, obsahujicich p¥islu§nou k¥ivku, oskulaénim prostorem fadu m — 1
ve viech bodech této ktivky.

‘Diikaz. Sprévnost obou tvrzeni této véty se zjisti tim, Ze se dikazy vt
2.1 a 2.2 doplni, pokud se tykd uvedenych vlastnosti k¥ivek E, a E_,, tymz
zplsobem, jehoZ bylo pouZito pti dikazu véty 2.3 v ptipadé kiivky E,.
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Predchéazejici véta zahrnuje jako nejjednodussi piipad plochy M; s m — 1
kru’nicemi normalni kiivosti, vnotené do eukleidovského prostoru dimense
n = 2m. P¥isludné vlastnosti téchto ploch, obsazené ve vété 2.4, byly odvo-
zeny O. Boruvkou v pojednani [3].

3. Plochy vno¥ené do neeukleidovského prostoru

3.1. Obratme se nyni k zjisténi n€kterych vlastnosti ploch M za piedpokladu,
%e prostor S, je neeukleidovsky (¢ == 0). KaZzda takova plocha je podle diivéjsich
poznamek analyticky uréena soustavou diferencidlnich rovnic (1.1) s koefi-
cienty vyhovujicimi rovnicim (1.2) a (1.8). Zavedme opét oznadeni (1.7)
a (1.10) a nahradme uvedenou soustavu ekvivalentni soustavou diferenciil-
nich rovnie

dM = }Q_E, 4+ 1Q.E_,,

dB, = —cQM —iw,E, + R,Q_E,,

AB_, = — cQ_ M + iw,B_; + RO.E,,

dB, = — B, QB — 10,8y + R 1By,

dE—k = - Rk—l-Q—lE-(k—l) + iwak—szE—k + -Rk-QlE-(k+1) ) (3-1)

dE,, = — R, 2 Fpny — 0smyombin '|‘ Z (wm—u + 10om,;) €5,

d&_, = — R, I'Q—IE—(m 1) +"'w2m-—1 2m -m +5 2% (®gm—y.s — ’l«wzm,j) e;,

de, = — 3 (®Wam—1,n — 1Wgm,n) B, — Y wm—r.n + iwam,h)E-m + Z Wnj€;
j=2m+1

k=2,38,...m—1;h=2m+1,2m +2,...,n).

Uzitim této soustavy rovmic odvodime nejprve nasledujici vétu jednajici
o minimalnich kiivkich na uvazované plose M neeukleidovského prostoru §,.
Pouzijeme v ni rdeni, Ze dv& laplaceovské transformace dané sdruzené sit&
jsou polarné sdruzeny vzhledem ke kvadrice, v tom smyslu, Ze kazdé dva od-
povidajici si body uvedenych transformaci jsou vzhledem ke kvadrice polar-
né sdruZeny.

Véta 3.1. Minimdint kFivky na minimdint plofe M s m — 1 kruZnicems nor-
mdlnt kfivosti, vnorené do n-rozmérného neeukleidovského prostoru S,, tvort
sdrufenou sit, jejtz proni, druhé, ..., m-té laplaceovské transformace v obou smé-
rech leZl na absolutni kvadrice A prostoru S, tak, e laplaceovské transformace,
vzniklé z wvedené sité stejnym pobtem transformact v obou smérech, jsou poldrné
sdruzeny vzhledem ke kvadrice A se viemi laplaceovskymi transformacemi poéd-
teént sité, které jsow v jejt posloupnostt laplaceovskych transformact obsaZeny
mezt zminénymi transformacemi. Uvedend sit md oba invarianty stejné.
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Dtkaz. PovaZujme plochu M za plochu projektivniho prostoru P,, ktery
vznikne z neeukleidovského prostoru S, jeho projektivnim roz&ifenim. Tato
plocha je podle dvodnich poznidmek uréena v prostoru P, soustavou diferen-
cidlnich rovnic (3.1).

Ze soustavy (3.1) je patrno, %e body M, E,, E_,.(k=1, 2,...,m — 1) opi-
suji plochy, které oznaéime M, E,, E_,, a Ze kaZdym bodem libovolné z t&chto
ploch prochézi prave jedna kiivka kazdé ze soustav 2, = 0 a Q_, = 0. Z té’e
soustavy plyne, Ze geometrickym mistem bodu &, (E-,) je bud plocha nebo
kiivka E,, (E-,) podle toho, zda formy wem—1,; + Wam; (®em—1,; — 10gm ;)
nejsou nebo jsou pro j = 2m + 1, 2m + 2, ..., n soutasné rovny nule. Poné-
vadZ bliz§i rozliSeni provedeme aZ v nasledujicich odstaveich, budeme pro
jednoduchost mluviti o plochéch E,, a E_,.

Zvolme na plose M libovolnou kiivku soustavy 2_; = 0 (£, = 0) a uvazujme
na plose E, (E-,) kiivku Q_, = 0 (2, = 0), kterd ji odpovid4 v jednojedno-
znatné pibuznosti mezi plochami M a E, (M a E_,). Pohybuje-li se bod M po
zvolené kiivce, jest jeho spojnice s pFislusnym bodem E, (E_,) teénou v bodé
E, (B-,) uvaZované k¥ivky na ploSe E, (E_,). Na druhé strané je z prvni rovnice
soustavy (3.1) patrno, Ze tato ptimka je teénou v bodé M ke kiivce soustavy
0, = 0(L-, = 0), kterd timto bodem prochézi. Odtud plyne, Ze teény kiivek
0, = 0(£_, = 0) plochy M v priseéicich se zvolenou kiivkou soustavy 2_, =
= 0 (L2, = 0) vypliiuji rozvinutelnou plochu, jejiz hranou vratu jest odpovi-
dajici kiivka soustavy Q_; = 0(2, = 0) na plofe E, (E_,). Soustavy kiivek
02, =0a 0_, = 0 tedy tvoii na plofe M sdruZenou sit a plocha E, (E_;) je
laplaceovskou transformaci plochy M ve sméru kiivek 2, = 0 (£2-, = 0).
Ponévadz body E, a E_; leZi na kvadrice A a jsou vzhledem k ni poldrné sdru-
Zeny s bodem M, maji prvni laplaceovské transformace podatedni sité vlast-
nosti uvedené v predchézejici véte.

Abychom dokézali dal§i tvrzeni o uvaZzované siti na plose M, zvolme libo-
volné ptirozené &islo i tak, Ze 2 < 7 < m, a pfipomelime, %e podle (1.9) jsou
formy wym—1,; + 1Wam,; (@am—1,; — 1Wem ;) Pro § =2m + 1, 2m + 2, ... n li-
nearné zavislé na Q_, (2,). Predpoklddejme, Ze (¢ — 1)-ni laplaceovské trans-
formace sdruzené sité na plose M maji vlastnosti uvedené ve vété 3.1, a do-
kaZzme, Ze tyto vlastnosti zistdvajl v platnosti také pro 4-té laplaceovské
transformace.

Uvazujme za tim tGéelem na plofe E;—, (E—-p) uréitou kiivku soustavy
0_, = 0(2,=0) a ji odpovidajici k¥ivku na plose E; (E_,). Pohybuje-li se bod
E;—; (E_(i—p) po zvolené k¥ivee, je ptimka spojujici bod E,—, (F_(;—y) s odpovi-
dajicim bodem Z; (E_;) tenou v bodé E;(E_;) kiivky opsané timto bodem
a soudasné teénou v bodé F,_, (E_(;—1)) ke k¥ivee soustavy £, = 0 (Q_; = 0),
prochézejici na plose E;., (E-(;-1) uvaZovanym bodem. Odtud je patrno, Ze
plochy teden kiivek 2_; = 0(£2, = 0) na ploe E, (E-;) se dotykaji plochy
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E;-; (E-(i~y) podél kiivek Q_, = 0(2, = 0) a e jejich tvoticf prmky jsou
tetnami ktivek soustavy 0, = 0 (2-; = 0) na plofe E,_, (E_,_p). Kiivky
1= 0a Q_, = 0 na plote E,_, (E_;-y) tvoii tedy sdruZenou sit a plocha
E; (E-;) jest jeji laplaceovskou transformaci ve sméru kiivek Q, = 0 (2-, = 0).
Vzhledem k tomu, Ze body E; a E_; leZi na kvadrice A a jsou vzhledem k ni
poldrné sdruZeny se viemi body M, E, B_, (s=1,2,...,7— 1), maji 7-té
laplaceovské transformace uvazované sité vysSe zminéné vlastnosti.

Polozime-li 2, = e? du, 2_, = 2 dv, jest iw,, = ¢, du — p, dv a ze soustavy
diferencidlnich rovnic (3.1) odvodime snadno rovnici M,, = — }ce?™2M.
Pro invarianty %, k uvazované sité tim dostaneme hodnoty A = £k = — Jce?™¢
a dikaz predchazejici véty je tim dokonden.

Abychom zjednodusili vyjadifovani v nasledujicich vétach, nazveme libo-
volnow sdruZenow sit na plofe n-rozmérného projektivniho prostoru P, sits (V),
jestlize jejt promt, druhé, ..., m-té laplaceovské transformace v obou smérech le#t
na reguldrnt kvadrice A projektivntho prostoru P, tak, Ze laplaceovské transfor-
mace, veniklé z uvedené sité stejnym poltem transformact v obou smérech, jsou
poldrné sdrufeny vzhledem ke kvadrice A se véems laplaceovskymsi transformacems
poldtetni stté, které jsow v jejt poslowpnosti laplaceovskyjch transformact obsafeny
mezs zminénymi transformacemi. P¥i prechodu od projektivniho prostoru P,
k neeukleidovskému prostoru S, budeme vidy predpokladati, Ze pravé uve-
dené kvadrika A jest absolutni kvadrikou neeukleidovského prostoru S,.

V néasledujicich ivahdch dokidzZeme, Ze existence sité (V) na plose projektiv-
niho prostoru P, zaruluje, Ze 1ze tuto plochu povazovati za plochu M neeuklei-
dovského prostoru S,, a budeme uvazovati opét o t¥ech moZnostech na za-
kladé téze zasady, jiz jsme uvedli na konci odstavee 2.1.

3.2. VysSettime nejprve piipad, kdy pro j = 2m + 1, 2m + 2, ..., » nejsou
ani formy wgm—y; + 10gm ;, ani formy wym-y; — twsy; soudasné rovny nule. .
V tomto pripadé oznadime opét M, kazdou plochu s m — 1 kruZnicemi nor-
malni kiivosti, kterd jest urfena v n-rozmérném neeukleidovském prostoru
S, soustavou diferencialnich rovnic (3.1) s vySe uvedenym piedpokladem. Pro
dimensi » prostoru §, plati v tomto p¥ipadé nerovnost n = 2m - 1. Pro uva-
Zovany pifpad ploch dokéZeme nyni vétu, kterd podava jejich charakteristické
projektivni vlastnosti.

Véta 3.2. Plocha n-rozmérného projektivniho prostoru P, mdie biyjti defino-
vdna jako minimdlni plocha Mys m — 1 krugnicemi normdlnt kfivosti, vnofend
do n-rozmérného neeukleidovského prostoru S,, tehdy a jen tehdy, kdyZ na nit
existuje sdruzend stt (V), jejiZ posloupnost laplaceovskyjch transformact se v Zddném
z obow sméri newkonét po m transformacich.

Dtkaz. Podle véty 3.1 existuje na kazdé minimalni plofe s m — 1 kruZni-
cemi normdlni k¥ivosti, vnofené do n-rozmérného neeukleidovského prostoru
S,, sdruzend sit (V), vytvoiend minimalnimi kiivkami uvaZované plochy.
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Stadi tedy doplniti diikaz této véty zjisténim, %e m-té laplaceovské transfor-
mace sité (V) v obou smérech jsou sité na plochdch E,, a E_,,. To je vSak vzhle-
dem k uéinénym predpokladim ihned patrno ze soustavy (3.1), kterd uka-
zuje, Ze geometrickym mistem bodu E, (E-,) je plocha E, (E_,) a nikoliv
kfivka.

Timto zjisténim je ukézano, %e na kazdé uvazované plose M, neeukleidov-
ského prostoru existuje sdruZena sit (V) majfci uvedené vlastnosti. Predpo-
klddejme nyni naopak, Ze na plose projektivniho prostoru P, existuje sdru-
Zend sit (V) s vyse uvedenymi vlastnostmi, a ukaZme, Ze tuto plochu lze pova-
zovati za plochu M, neeukleidovského prostoru S,.

Pritadme ke kazdému bodu M prostoru P, pohyblivy reper tvofeny linedrné
nezévislymi body 3, e,, e,, ..., e,. Pro libovolny bod X prostoru P, lze pak
psati vztah (1.4) a zvlasté dostaneme soustavu diferencialnich rovnic

dM = oM 4+ w,e; + wye, + ...+ w,e,,

de; = woM + wye + W€ + ... + w2, (3.2)
(=12 .. n).

Nutné a postadujici podminky pro to, aby bod X nezévisel na volbé reperu,
jsou opét vyjddieny diferencialnimi rovnicemi (2.3), z nichZ plyne, Ze reguldrnf
kvadrika A prostoru P, jest uréena v libovolném z uvazovanych repera rovnici
(1.6) tehdy a jen tehdy, kdyz plati

W Few; =0, wy =0y, w;;, +w;; =0 (,7=12 ..,n). (3.3)

K témto rovnicim lze piipojiti vztah w, = 0, ktery vyjadiuje, Ze detsrminant
utvoreny ze souradnic bod# reperu ma konstantni hodnotu.

Prodalsi vypoéty je ptirozené voliti reper tak, aby body e,, e, byly pii kazdé
poloze reperu v teéné roviné plochy v bodé 3. Provedeme-li tuto volbu, do-
staneme vztahy

w; =0 (j=23,4,...,n), (3.4)

které davaji na zakladé rovnic struktury projektivniho prostoru vnéjsi kva-
dratické relace
[0104] + [00y] =0 (j=3,4,...,7). (3.5)

Predpokladejme nyni, Ze sdruZend sit kiivek na ploSe je tvofena kiivkami,
které jsou urdeny rovnicemi Q, = 0a Q_; = 0, v nichz 2, a Q_, jest oznaleni
zavedené v (1.10). Ve smyslu dokazované véty oznalme dile E, (E_,) prvni
laplaceovskou transformaci uvazované sité ve sméru kiivek 2, = 0 (2_, = 0).
Ponévadz bod E, (E—-,) musi leZet v teéné roviné plochy v bodé M, je linedrni
kombinaci bodd M, e,, e,; vzhledem k piedpokladam je vSak bod E, (E_,)
poldrné sdruzen s bodem M vzhledem ke kvadrice A a to vede k poznatku, Ze
je pouze kombinaci bodt e,, e,; ponévadz v8ak kromé toho leZi na kvadrice A,
je linedrné zavisly na bodu e, + ie, (e; — te,). Pro jednoduchost miZeme proto
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poloZiti B, = e, + ie,, B_, = e; — ie,, takZe podle (3.2), (3.3) a uZitim zave-
denych oznadeni dostaneme
dB, = —cO M —iwpB; + (0 + 10y) e + ..o + (010 + t0,,) €5,
dE_; = — QM + iw, B + (03 — i0y) & + ... + (010 — (00,,) €, .
Vyjadifme nyni analyticky piedpoklad uéinény o bodech E, a E_,. Bod
E, (E_,) je ptikazdé poloze bodu M na ploSe laplaceovskou transformaci bodu
M ve sméru kiivek 2, = 0 (2_, = 0) tehdy a jen tehdy, kdy% pro libovolng
zvolenou k¥ivku soustavy £_, = 0 (2, = 0) na plose opsané bodem M je
spojnice boda M a E, (M a E_,) teénou v bodé E, (E_,) kiivky, kterd je geo-
metrickym mistem tohoto bodu a odpovidé zvolené kiivece soustavy 2_;, = 0
(£, = 0). Nutné a postadujici podminky pro to jsou vyjadfeny rovnicemi

(3.6)

15 10y = 01,021, @y — twy; = by;0Q; (3.7)
(j——— 3) 47 R ] n) 3

z nichZ na zaklad& rovnic struktury projektivniho prostoru dostaneme
[‘Q—l (da'li + 2?:“19'(012 + zaalvww')] =0 )

[2; (dby; — 21,0, + Zblvwvi)] =0 (3.8)
=3

(7=238,4...,n).

V pfedchizejicich rovnicich nemohou byti vechny funkce a,; (by;) soudasné
rovny nule, nebot v opadném pripadé by bod E, (E-,) opisoval podle (3.6) a
(3.7) kfivku a posloupnost laplaceovskych transformaci uvazované sité by byla
proti predpokladu ukondéena v obou smérech po prvni transformaci.

Bod E, (E-,) tedy opisuje plochu E, (E_,), na niZ tvofi kiivky @, = 0 a
£_, = 0 sdruZenou sit. Oznaéme E, (E_,) laplaceovskou transformaci této sité
ve sméru kiivek 2, = 0 (2, = 0). Bod E, (E_,) leZi tedy v teéné roving plochy
E, (E-,) vbodé E, (E_,) a je proto linedrné zivisly na bodech M, E,, a,.e, +
+ ay,e + ..+ ayuen (M, E_j bizeg + bygey + ... + by,e,); ponévadzi viak je
podle pfedpokladu poldrné sdruzen vzhledem ke kvadrice As body M, E,, E_,,
je zavisly jen na bodu ae; + @ e, + ... + ayne, (bge; + bige, + ... + byne,).
Vzhledem k ptedpokladu, Ze body E, a E_, lez{ na kvadrice A, odtud plyne
platnost vztaht

Ay + a3 + ... +al, =0, b3, + 85, +... +bl, =0. (3.9)

Uzitim rovnic (3.8) lze snadno nahlédnouti, Ze lze reper piitazeny k plose
vhodné zvoliti tak, aby predchazejici rovnice (3.9) byly splnény hodnotami
Uiz =@y, Ug= 0, Q5= 015 =...= O =0,

. (3.10)
big =15y, byu=—1ib, byy=b=...=b,=0,
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pii demZ @, > 0, b, > 0, tak¥e pii uvaZované volbé pohyblivého reperu je

bod E, (E-,) z4visly na bodu e, -+ ie, (e; — ie,) a lze proto pro jednoduchost

poloziti E, = e, + ie,, E_, = e, — ie,. Rovnice (3.8) pro § = 3,4 pak déle
ukazuji, Ze pomér funkei @, a b, neni invariantni, a to umoZiiuje poloZiti

a, =b,=R,. (3.11)

Shrnutim piedchazejicich vypodta tedy vidime, Ze 1ze vhodnou volbou re-

peru pfitazeného k plofe dosdhnouti toho, Ze relace (3.7) a (3.8) maji vzhledem
k (3.10) a (3.11) tvar

w13 T iwgy = BiR2;, w3 — twy = R, 2,
Wiy F Wy = 1B 2y, @y — iwy = — 1R 2y,
W)= W= ... =0, =0,
W = Wog = ... = Wy, = 0, (3.12)

dR, . dR , —————
['Q—l(-R‘l'l‘_"?‘-zwlz_wM:)]:O’ [91 (*El—l—’t-2w1z—wa4)]=0,

[£2_1(05; + 104)] = 0, [21(wy; — 104;)] = 0
(j=5,6,...,m).
Pii téze volbé reperu prifazeného k plose mé pak soustava diferencidlnich
rovnic (3.2) tvar
M = 10, B, + 3B,
dB, = — oM —iw,B, + RQ.,E,,
dB_; = — ¢ M +iw,B_, + B2, E_,,

dE, = — R,Q.E, —iwykE, + Z(waz‘ + 10y;) €5, (3.13) .
i=5
n
dE_; = — RO_E_, + iwyE., +5z (g5 — t0y;) €5,
=5

de;, = — }wg, — tog) By — Yoy + iwg) By + > wpie;
i=5
(h=25,6,...,n).

Rovnicemi (3.12) jsou analyticky vyjadfeny predpoklddané vlastnosti
sité (V) na uvazované ploSe pro m = 2. PonévadZ posloupnost laplaceovskych
transformaci této sité se podle predpokladu neukonéi v Zddném z obou sméra
po dvou transformacich, neopisuji body E, a E_, k¥ivky, takie podle (3.13)
nemohou byti pro j = 5, 6, ..., n ani formy w,; + 1w,;, ani formy wy; — tw,;
soudasné rovny nule. Zaroven vSak rovnice soustavy (3.13) ukazuji, porovna-
me-li je se soustavou rovnic (3.1), Ze tvrzeni dokazované véty je pro m = 2
spravné a ze tedy lze uvazovanou plochu prostoru P, v piipadé m = 2 pova-
zovati za plochu M, s jednou kruZnici normalni k¥ivosti, vnofenou do neeuklei-
dovského prostoru §,.

304



V dalsi dasti dikazu budeme postupovat metodou tplné indukce. Pfedpo-
kladejme za tim tidelem, Ze m > 2 a Ze sdruZend sit (V) na uvaZované ploSe mé
vlastnost, Ze jeji prvni, druhé, ..., (m — 1)-ni laplaceovské transformace
v obou smérech leZi na kvadrice A a Ze piislu$nd posloupnost laplaceovskych
transformaci neni v Z4dném z obou smért ukondena po m — 1 transformacich,
pfi ¢em? posledni laplaceovské transformace v této posloupnosti jsou vzhledem
ke kvadrice Apoldrné sdruzeny se vSemi laplaceovskymi transformacemi obsa-
zenymi v uvedené posloupnosti mezi nimi. Predpokladejme dale, Ze pravé
uvedené vlastnosti jsou p¥i vhodné volbé pohyblivého reperu ptitazeného
k plose vyjadfeny rovnicemi (3.3), (3.4) a soustavou diferencidlnich rovnic

Woi—1,0k+1 T VWOsp 2147 = RO, oy—106m — LW 241 = R.Q,,

Wop—1,2k+2 T iwzk,2k+2 = 1R, 02, Wor—1,2k+2 1o 2kr2 = — 1RO, , (3.14)
Wop—1,9k+3 = Wak—1,2k+4 = -+ = Og—1,n = 0, .
Oopokry = Wopoksd = --- = Doy, = 0

k=12 ..m—2),

z nichZ podle rovnic struktury projektivniho prostoru vychdzi vnéjsim dife-
rencovanim relace

dR .
[‘Q—l (_R_kl‘ +1. w5 + Wor—1,28 w2k+1,2k+2)] =0,

dR, .
[91 (fk—k — 0. Wy F Wop—y,0k — w2k+1,2k+2)] =0, (3.15)

[9—1(0)2m—3,a‘ + 10gm—,1)] = 0, [2:(0gm—g; — 10gm—s,y)] = 0

k=1,2,....m—2; j=2m—1,2m,...,n).

P#i volb& pohyblivého reperu bylo postupovéno tak, 2e proi = 1,2, ..., m — 1
jest i-ta laplaceovskd transformace sité (V) na ploSe vytvofena ve sméru
kiivek 2, = 0 (2_, = 0) bodem E; (£_),), zavedenym v (1.7); takZe soustava
rovnic (3.2) mé tvar

dM = . 30 B, +32,E,,
de, =—cO M —iv,.E, +RQ_E,,
dB-, = — o M + iw,B_, + RQE_,,
dB; = — Ry 2By, —top-ull + B OBy,
dZ_, = - Rk—l'Q—-J.E—(k—l) + iwzk—l,%E—k + Rk‘QlE—(k+1) ’
dE"‘“l = Rm—zglEm—z - iw2m-3,2‘m’"2Em—1 -+
+ 22 l(wm—a,i + 1Wam—2,5) €; , (3.16)
je2m-
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d-E—(m—l) - - Rm—z‘Q—lE—(m—z) + iwzm—s,zm—th(m—l) -+
n

+ z (Wom—3,; — 1Wom—2,5) €5,

j=2m-1
de, = — %(wzm—a,h - @.wzm—z.h) Em—1 -
n
- %(wzm—a,h + iwzm-—z,h) E—(m—1) + Z Wh;€

j=2m-1

k=238 ...m—2; h=2m—1,2m,...,n).

V predchizejici soustavé (3.16) nejsou pro j = 2m — 1, 2m, ..., » ani formy
" Wom—3,; + tWam—2,5, aNi fOrMY wep—g; — tWym—g,; soudasné rovny nule, nebot
v opaténém piipadé by (m — 1)-ni laplaceovsks transformace uvazované sité
(V) aspoii v jednom z obou smérd byla k¥ivkou, a to je ve sporu s uéinénymi
predpoklady.

Vzhledem k témto pfedpokladim je (m — 1)-ni laplaceovska transformace
sité (V) ve sméru kiivek 2, = 0 (Q_, = 0) vytvorena bodem K, (E_(n-p)),
ktery opisuje plochu E,,_; (E_(n-p), na niz tvoii kiivky 2, =0a 2_, =0
sdruZenou sit. Abychom dokézali, Ze laplaceovskéd transformace sité na plose
E,—, (E—(m—y) ve sméru k¥ivek 2, = 0 (2_, = 0), tedy m-t4 laplaceovska trans-
formace sité (V) v tomto sméru, mé vlastnosti dokazované véty, uvedme nej-
prve vztahy

Wam—g,; + 1Womgj = Um-1,12-1, Oam-g; — Wgm—3,5 = bm—1,;2; (3.17)

=2m—1,2m, .., n)

plynouci z rovnic napsanych v ‘pf'edposledm'm tadku (3.15). V rovnicich
(8.17) nejsou ani funkes @,-,j ani funkee b,—,; pro viechna uvaZovana
j soudasné rovny nule.

Oznadime-li ¥, (E_,,) laplaceovskou transformaci sité na ploSe E,,—; (E—(m—1))
ve sméru kiivek 2, = 0(Q-, = 0), lezi bod E,, (E_,) v tedné roviné plochy
E,—, (E—(-p) Vbod8 E,,_, (E_(m-y), ktera je podle (3.16) a (3.17) uréena body
Em—z: B, Om—1,2m—1€2m—1 + Gm—1,2m€om + --- T Cm—1n€n (B~(m—2), E—(m—l),
bi—1,9m—1€am—1 + Om—1.9m€m + --+ & Om-1.€,), & je proto linedrni kombinaci
téchto bodd. Pon&vadz bod E,, (E-,,) je dale polarné sdruZen vzhledem ke kva-
drice As body E,,—y, ..., B, M, E_,, .., B_(-y), je linedrné zvisly jen na bodu
Am—1,2m—1€2m—1 + Am—1,9mC2m + s + a’m—l,nen (bm—1,2m—1e2m-1 + bm-l,éme2m + e
oo+ bp—1n€,); Vyjadiime-li jesté, Ze lezi na kvadrice A, dostaneme relace

2 2 . 2
a"m—l,zm—l + Am_12m 4+ ..o+ a’m—-l,n =0 B

3.18
bfn-mm_l + bfn_um + ... + bfn—l’n =0. ( )

Na zdklad& rovnic struktury projektivniho prostoru odvodime.z rovnice (3.17)
vnéjsi kvadratické relace
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n
(2. ([depm_y,; + Wim—y,j - O12 + Dam—g,2m—2 T Z Um—1,909:)] = 0,

yoamed (3.19)
['Ql (dbm—l.:i — ’;bm—-u - W1 + Wom—39m—g + x;n—lbm_l'”w”)] =0 .
G=2m—1,2m,..,n),

z nichz 1ze usouditi, Ze je moZné vhodnou volbou pohyblivého reperu ptitaze-
ného k uvazované plose dosdhnouti toho, aby rovnice (3.18) byly splnény hod-
notami
Am—~1,2m—1 = m~1; Am—1,2m = 7’:(jtm—1 s Om—tamiy = o0 = Am—ypn =0, (3.20)
bn-12m-1 = bm-1, bm-1m = — bmy, bmromur = =0pn-yn=20,
pii ¢em?Z a@—y > O, b,—; > 0. UvaZovana volba reperu tedy vede k tomu, ze
bod E,, (E_,,) je zavisly na bodu e,,,—; + 7€y, (€3n—1 — 1€,,), takZe pro jedno-
duchost mtZeme poloziti B,, = e,,,—, + i€y, B_, = €y,—, — 1€,,. Pon&vadi
podle (3.19) neni pomér funkei a,,—, a b,,—, invariantni, mazeme v dal§im pied-
pokladati, Ze

Gy = bpey = Ry - (3.21)

Predchézejici tivaha tedy vede k tomu, Ze rovnice (3.17) se vzhledem k (3.20)
a (3.21) zjednodudi na tvar

Wom—3,9m—1 T Wom—2 9m—q = Rm—-rQ——l 2y Wom—3,9m—1 — Wom—22m—1 = -Rm—l'Ql P

WBom—3,2m T YWom—2,0m = ?‘Rm—lg—l » Wom—3,0m — WWaom—g,0m — — @Rm—1~Q1 P
Dom—3,20m+1 — WDom—3,2m+2 — .-+ — Wom—3n = 0, (322)
Wom—2,2m+1 — Wam—2,2m+2 — -+ — Wom—gn = 0

a vnéjsi kvadratické relace (3.19) prejdou v rovnice

dR,,_ .

dR,,_ .
[Ql (T-—l- — V. @yt Opm—gam-g — (“2m—1,21n)] =% (3.23)
m—=1

[2-1(wam-1, + 10m )] = 0, [R1{0pm-1, — (@gm,)] =0
G=2m4+12m+2, ..,n),
vyjadiujici podminky integrability soustavy rovnic (3.22).

Pii vhodné volbé reperu ptitazeného k ploSe je rovnicemi (3.22) analyticky
vyjadien predpoklad o m-tych laplaceovskych transformacich sité (V) v obou
smérech. Tyto rovnice (3.22) dopliiuji rovnice (3.14) na soustavu rovnic, kters
je totoznd se soustavou (1.8), takze uvaZzované plochy projektivniho prostoru
P,, jsou uréeny touZ soustavou diferencidlnich rovnic jako minimélni plochy
neeukleidovského prostoru s m — 1 kruZnicemi normélni k¥ivosti. Ponévadz
body E,, a E_, opisuji pedle predpokladu plochy, nejsou ani formy wypy,—y,; +
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+ (0o, ani formy Wem—i,; — 1Wam,; soudasné rovny nule pro vSechna j =
=2m+1 2m 4+ 2,..., n :

Z predchézejicich dvah tedy plyne, Ze kazd4 plocha projektivniho prostoru
P,, na ni# existuje sdruzens sit (V) majici uvedené vlastnosti, je v neeuklei-
dovském prostoru S, s absolutni kvadrikou A plochou M, s m — 1 kruZnicemi
normalni kiivosti. Dikaz véty 3.2 je tim tplné proveden.

Predchéazejici véta plati v kaZdém neeukleidovském prostoru dimense
n 2 2m + 1 a obsahuje tedy jako nejjednodusii piipad projektivni charakte-
risaci minimalnich ploch M, s m — 1 kruZnicemi normalni k¥ivosti, vnotenych
do neeukleidovského prostoru dimense #» = 2m + 1. V tomto piipade lze
o uvazovanych plochich ziskati presnéjsi vysledek, ktery zahrnuje pro m = 2
vétu dokdzanou O. Borivkou v citovaném pojednani [2].

Véta 3.3. Plocha (2m - 1)-rozmérného projektivniho prostoru Pyy,., mitée byti
definovdna jako minimdint plocha M, s m — 1 krugnicemi normdlnt k¥ivosti,
vnofend do (2m -+ 1)-rozmérného meeukleidovského prostoru S, .., tehdy a jen
tehdy, kdyé na nt existuje sdrufend sit autopoldrni vzhledem k reguldrni kvadrice
A prostoru Py, ., a periodickd s pertodou 2(m + 1).

Dikaz. Kazdd minimalni plocha M, s m — 1 kruZnicemi normélni k¥ivosti,
vnorend do (2m + 1)-rozmérného neeukleidovského prostoru S,.,.,, je podle
(8.1) uréena soustavou diferencidlnich rovnie

dM - = %'Q—lEl + %QIE—l >

dE, =—cOQM —iw,E, + R,Q_\E,,

dB., = —cQ M +iw, B, + R2E_,,

dEf, =— R, 2B — oyl 4+ R By, (3.24)
dE_, = — R12_,E_ g + tog—ymb_, + R, E .y,

dE,, = — R, 2E, — 10em—1,9mB .+ (Oam—1,9m+1 T 1O2m,2m+1) €2m1 5
dE—m = — Rm_lﬂ-lE-m—n + iw2m—1,2mE—m + (wzm—1,2m+1 - iw2m,2m+1) €om+1 >
deynyy = — 3 (Wom—1,8mr1 — "Oom2ms) Bm — $H(0am—1,2m+1 T 1 @am,2m+1) E_,

(k=2,3,....,m — 1),

v niZ obé formy wam—1,am+1 1= 10am,em+1 Nejsou soudasné rovny nule. Podle vét
3.1 a 3.2 tvo¥i minimdlni k¥ivky této plochy sdruzenou sit (V), jejiZ posloup-
nost laplaceovskych transformaci se v Zddném z obou smért neukonéi po m
transformacich. Odtud plyne, Ze kiivky Q, =0 a Q_, = 0 tvoi{ na plose
E, (E-,), opsané bodem E, (E_,), sdruZenou sit, a ze soustavy (3.24) jest
ihned patrno, Ze bod e,,, ., opisuje plochu. Uvazujme nyni na plose E,, (E_,,)
libovolnou kiivku soustavy Q_; = 0 (2, = 0) a ji odpovidajici kiivku na plose
vytvotené bodem eyn.,. Pohybuje-li se bod E,, (E—,) po zvolené kiivce, je spoj-
nice bodu E,,(E-,) s odpovidajicim bodem e,n4; teénou v bodé e,,.; kiivky
Q_, = 0 (2, = 0) opsané timto bodem a souéasné teénou v bodé B, (E-,) ke
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k¥ivee soustavy 2, = 0 (02—, = 0), jdouci na plose E,, (E-,) uvazovanym bodem
E,, (E-,). Odtud je patrno, Ze soustavy kiivek 2, = 0a 2_, = 0 tvo¥i na plose
opsané bodem ey, sdrufenou sif, kterd je laplaceovskou transformaci sit$
na plose E,, (E-,,) ve sméru kiivek 2, = 0(£2_, = 0).

S pouzitim dfivéjich vysledki je predchazejici dvahou dokézdno, Ze
(m + 1)-ni laplaceovské transformace sité minimdlnich k¥ivek na plofe M,
splynou v jediné siti vytvofené odpovidajicimi kiivkami na ploSe opsané
bodem e,,,,,. Je tedy posloupnost laplaceovskych transformaci sité minimal-
nich k¥ivek na ploSe M, periodickd a snadno se vidi, Ze jeji perioda je 2(m —+ 1).
Ponévadz kromé toho je bod M v kazdé své poloze polarné sdruZen vzhledem
k absolutni kvadrice A prostoru S,,., se vSemi bodyE,, E_,, ..., E,, E_,,
€m+1, j& posloupnost laplaceovskych transformaci uvazované sité autopolarni
vzhledem ke kvadrice A. Vidime tedy, Ze ka#?d4 minimélni plocha M, neeuklei-
dovského prostoru S,,,.; mé projektivni vlastnosti, jez jsme uvedli v piedché-
zejici vets. : '

DokéZeme nyni obricené, Ze kazdou plochu projektivniho prostoru P,
kterd ma uvaZované vlastnosti, lze povaZovati za minimélni plochu neeuklei-
dovského prostoru S,,,.,, a opfeme se pfi tom o druhou 8ést dikazu véty 3.2.

PonévadZ posloupnost laplaceovskych transformaci sité na dané ploSe je
periodickd s periodou 2(m 4+ 1) a autopolarni vzhledem ke kvadrice A, jsou
prvni, druhé, ..., m-té laplaceovské transformace této sité v obou smérech
poloZeny na kvadrice A a maji vlastnost, Ze laplaceovské transformace vzniklé
v obou smérech stejnym poétem transformaci, jsou poldrné sdruzeny vzhledem
ke kvadrice A se viemi laplaceovskymi transformacemi, které jsou v posloup-
nosti pattici k podateéni siti obsaZeny mezi nimi. Je tedy sit na uvaZované
ploSe siti (V) a podle dikazu predchazejici véty 3.2 lze tuto okolnost analy-
ticky vyjadiiti p¥i vhodné volbé pohyblivého reperu ptifazeného k ploSe
soustavou diferencidlnich rovnic, kterd je totoZnd se soustavou (1.8). Uzitim
této soustavy nabudou diferencidlni rovnice (3.2) pravé tvaru (3.24) a odtud
plyne, Ze kazda plocha projektivniho prostoru P,,.;, na niZ existuje sdruZend
sit majici vySe uvedené vlastnosti, miZe byti definovina jako minimélni
plocha M, s m — 1 kruZnicemi normalni kiivosti, vnotend do neeukleidovského
prostoru S,,.,, 6im# je duikaz predchazejici véty 3.3 dokonden.

3.3. Vygetfime nyn{ podobnym zptsobem druhy z vyse zminénych p¥ipadd,
ktery jest urlen pozadavkem, Ze pro j = 2m + 1, 2m + 2, ..., n je pravé
jedna z obou soustav forem wym—1,; + tWam,; & Wgm—y,; — 1Wyy, ; tvoFena formami
vesmés rovnymi nule. Pro uréitost budeme vzhledem k soumérnosti soustavy
(3.1) predpokladati, Ze formy wep—1,; + t@Wem,; jsou soudasné rovny nule,
zatim co vSechny formy wgm—1,; — tWam,; vesmés nevymizi. Podobné jako
v pfedchazejicim piipadé je dimense n prostoru S, vétsi nez 2m. V dalsim ozna-
¢ime M, kardou minimalni plochu s m — 1 kruZnicemi normélni k¥ivosti,

310



kterad je v m-rozmérném neeukleidovském prostoru S, uréena soustavou dife-
rencidlnich rovnic (3.1) s koeficienty vyhovujicimi vySe uvedenému piedpo-
kladu. O téchto plochéch’ plati nasledujici véta.

Vé&ta 3.4. Plocha m-rozmérného projektivntho prostoru P, muZe byt defino-
vana jako minimdlné plocha M, s m — 1 krunicemi normdini kfivosti, vnofend
do n-rozmérného neeukleidovského prostoru S,, tehdy a jen tehdy, kdyZ na ni
extstuge sdruzend sit (V), jejtz posloupnost laplaceovskich transformact se wkonés
pravé v jednom z obow smérd, po m transformacich Goursatovym zphsobem.

Dikaz. Vzhledem k vété 3.1 existuje na kazdé minimélni plose s m — 1
kruZnicemi normélni kiivosti, vno¥ené do neeukleidovského prostoru S,, sdru-
zend sit (V), vytvorend minimalnimi k¥ivkami na plofe. Dikaz této véty je
tteba doplniti tim, Ze ukdZeme, Ze m-ta laplaceovskd transformace uvazované
sité je v jednom sméru siti na plofe E_,, a v druhém sméru k¥ivkou E,,. Vzhledem
k vyfe udinénym predpokladim jsou vSak tyto vlastnosti snadno patrné ze
soustavy (3.1), zv1a§té pokud jednaji o uvedené transformaci ve sméru kiivek
-, = 0. Pokud se tyka m-té laplaceovské transformace ve sméru kiivek
0, = 0, je patrno, Ze bod E,, opisuje kiivku E,, jejiz tebny tvoil{ soustavu
kiivek £, = 0 na ploSe E,,—,. Je tedy k¥ivka E,, hranou vratu rozvinutelné
plochy vytvotené bodem X,,_,, takZe uvazovana posloupnost laplaceovskych
transformaci sité minimélnich kiivek na ploSe se ukoné{ ve sméru kiivek
02, = 0 po m transformacich Goursatovym zptsobem.

K dikazu opaéného tvrzeni pouzijeme postupu druhé &asti dikazu véty
3.2, v niZz jsme odvodili, Ze predpokldadané vlastnosti ploch projektivniho
prostoru P,, pokud jednaji o sdruzené siti (V), lze pii vhodné volbé reperu
piifazeného k plofe vyjad¥iti analyticky soustavou diferencidlnich rovnic
(1.8), takZe uvazované plochy jsou pak uréeny soustavou diferencidlnich
rovnic (3.1). Udinime-li ve smyslu p¥edchazejici véty piedpoklad, Ze posloup-
nost laplaceovskych transformaci se ukonéi po m transformacich Goursatovym
zplisobem pravé ve sméru kiivek Q, = 0, musi bod E,,, opisovati rozvinutel-
nou plochu E,,_,, jejiz tvofici pfimky patii k soustavé 2, = 0 a jsou tednami
ktivky E,, opsané bodem E,,. To vSak podle (3.1) nastane pouze tehdy, kdy?%
pro j =2m+12m + 2, ...,n bude wyy—y; + Wy ; = 0. Ponévadz
m-t4 laplaceovskd transformace sité ve sméru kiivek 2_;, = 0 je v uvaZovaném
pripadé siti na plote, nemohou byti pro uvedend j viechny formy wym—q,; —
— 10y, ; SOudasné rovny nule.

Zjistili jsme tedy, Ze kaZda plocha projektivniho prostoru P,, kterd mé uve-
dené projektivni vlastnosti, miZe byti povaZovana za plochu M, neeukleidov-
ského prostoru §,.

Je-li ve zvla§tnim piripadé pro dimensi » prostoru S, splnén vztah n =
= 2m + 1, lze pledchdzejici vysledek vysloviti pfesnéji, ¢im% dostaneme
vysledek zobeciiujici vétu odvozenou O. Bortivkou pro m = 2 v pojednani
uvedeném na konci odstavce 3.2. ’
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Véta 3.5. Plocha (2m -+ 1)-rozmérného projektivniho prostoru Py, ., mae
byti definovina jako plocha M, s m — 1 krugnicemi normdlni kfivosti, vnofend
do (2m + 1)-rozmérného neeukleidovského prostoru S,,.,, tehdy a jen tehdy,
kdyZ na mi existuje sdrufend sit autopoldrni vzhledem k reguldrni kvadrice A
prostor Py, .., jejt pront, druhé, ..., m-té laplaceovské transformace le£t na kva-
drice A a jejiZ posloupnost laplaceovskych transformact se ukoné v jednom sméru
po m transformacich Goursatovym zphsobem a v druhém sméru po m + 1 trans-
formacich Laplaceovym zphsobem.

Dukaz. KaZdd uvaZovand minimalni plocha neeukleidovského prostoru
S,.+1 jest analyticky vyjddfena soustavou diferencidlnich rovnic (3.24), v ni%z
z obou forem wym—1,2m+1 1 10om,am+1 & Oam—1,2m+1 — TOspm,am+1 j& Pouze prvnf iden-
ticky rovna nule. Podle vét 3.1 a 3.2 tvoi{ minimélni kiivky na dané ploSe
sdruZenou sit (V), jejiz posloupnost laplaceovskych transformaci se ukondéi
pravé ve sméru kiivek 2, = 0 po m transformacich Goursatovym zptsobem.
Po m transformacich ve sméru kiivek Q_, = 0 dostaneme tedy sdruZenou sit
na ploSe E_,, opsané bodem E_,,. Ze soustavy rovnic (3.24), v niZ je dosazeno
podle hotejsiho predpokladu, nyni plyne, Ze teény kiivek soustavy £_;, = 0
v jejich priseéicich s pevné zvolenou kiivkou soustavy £, = 0 jdou bodem
€,m+1, Ktery je pevny, pohybuje-li se bod E_,, po zvolené kiivce. Bod ey,
opisuje kfivku, ktera je geometrickym mistem vrcholt kuZelovych ploch,
které se dotykaji plochy E_,, podél kiivek soustavy 2, = 0. Odtud je patrno,
ze posloupnost laplaceovskych transformaci uvazované sité se ukonéi ve sméru
ktivek 2_, = 0pom -+ 1 transformacich Laplaceovym zpisobem. PouZijeme-li
nakonec téze okolnosti jako v dikazu véty 3.3, zjistime, Ze uvedena posloup-
nost je autopoladrni vzhledem k absolutni kvadrice prostoru S,,, ., takZe sit mi-
nimélnich k¥ivek na uvaZované ploSe mé v tomto p¥ipad® viechny vlastnosti
obsazené v predchéazejici vété.

Chceme-li podat dikaz opacéného tvrzeni, vSimneme si, Ze z predpokladi
o siti existujici na dané ploSe projektivniho prostoru P,, ., zejména plyne, Ze
je sdruzenou siti (V). Podle dukazu véty 3.2 je tato okolnost vyjadifena sou-
stavou diferencidlnich rovnic (1.8), vedoucich podle (3.2) k rovnicim tvaru
(3.24). V téchto rovnicich je z divodu, pouZitého na konci dikazu vty 3.4.
Oom—1,9m+1 + 1Wamem+1 = 0 a odtud je vidét, Ze uvazovanou plochu projek-
tivniho prostoru P,,., 1ze povaZzovat za plochu M, vnofenou do neeukleidov-
ského prostoru Sy,.;.

3.4. Zbyva ndm jest& zminiti se o plochich majicich uvaZované metrické
vlastnosti a podrobenych analytické podmince, Ze jak formy wyy,—1,; + t@am,j,
tak i formy wam—1,;j — i®Wam,s jsou pro viechna j=2m + 1, 2m +2,...,n
soudasnd rovny nule. Oznadime v tomto pf¥ipadé M; kazdou plochu s m — 1
kruZnicemi normélni ki¥ivosti, kterd je za uvedeného predpokladu urdena
v n-rozmérném neeukleidovském prostoru S, soustavou diferencidlnich rovnic
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(3.1). Predchazejici piedpoklad vede k tomu, Ze pro dimensi n prostoru S,
je n = 2m.

o v

Vé&ta 3.6. Plocha n-rozmérného projektivntho prostoru P, made bijit definovdna
jako minimalnt plocha My s m — 1 kruznicemi normdlnt kiftvosti, vnofend do
n-rozmérného neeukleidovského prostoru S,, tehdy a jen tehdy, kdyz na ni existuje
sdrufend sit (V), jejté posloupnost laplaceovskych transformact se ukonét v obow
smérech po m transformacich Goursatovym zpisobem. _

Dikaz. Spravnost této véty se zjisti tim, Ze se dikazy vét 3.1 a 3.2 doplnf,
pokud se tykd nové piistupujicich vlastnosti sdruzené sité (V), tymz zpisobem,
jehoZ bylo pouZito p¥i dikazu véty 3.3.

Predchézejici véta plati v kazdém prostoru dimense n > 2m a jeji znéni
v ptipadé minimalni plochy M; vnofené do 2m-rozmérného prostoru se od
predchézejici obecné véty nelidi a proto je nebudeme zvlast uvadéti. Témito
vysledky jsou doplnény tivahy O. Boravky z pojednani [1].
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Pesiowme

NPOEKTUBHLIE CBOVICTBA MUHUMAJIBHBIX
[TIOBEPXHOCTEN C OKPVHHOCTAMU HOPMAJLHON
KPUBUSHDLI

HAPEJI CBOBOJA (Karel Svoboda), Bpuo
(Mocrynmno B pemaknumio 17/VI 1957 r.)

IIycrs S, (n = 4) — TPOCTPAHCTBO % U3MEPEHUHN ¢ IOCTOAHHEON KPUBUIHOM C.
Pacemorpum MuHuMaTIBHEY0 HOBEpXHOCTE M, BIOKEHHYIO B 3TO MPOCTPAHCTBO,
7 IPEeAIoJOKAM, UTO HHAWKATPHCH HOPMAILHONW KPHWBU3HEL, B qucie m — 1
(2 = m < [$n]), asnaorcs B KaKIOH Touke M mOBEPXHOCTH OKpPYIKHOCTAME.
Rasxknan mosepxmocts M onpepenena cucreMmoll uddepeHOUaIbHEHX ypaBHe-
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AEH (2,1) B caygae eBKIMIOBa mpocTpaHcTBa S, (¢ = 0) M cucremoit (3,1) B cary-
9Yae HeeBKJIWAOBa mpoctpaHcTBa S, (¢ == 0). IloBepxHOocTs M o0003nagueHa de-
pes M;, M,, M;, eciz, COOTBeCTBeHHO, II0 KpaliHeil Mepe oJHa opmMa KaRHOH
U3 00eUX CHCTEM Wam_y,; + 1Wam,; (J = 2m + 1, 2m + 2, ..., n) He paBHA HYJIO,
nIm 0o KpadHeli Mepe ofHa (opMa TOJIBKO OJHOU M3 00emX cHCTeM He paBHA
HYJII0, TOTAA KaK Bce OPMBI BTOPOM CHCTeMBl PaBHHI HYJIO, MM, HAKQHeI, BCe
¢$opmEl 06enx cumcTeM paBHH Hyio. MlaMeperue mpocTpaHCcTBa S, YEOBIETBOPSET
B STHX cJy9asX HEPaBeHCTBY 7 = 2m + 1, mam n = 2m + 1, uim, HaKoHen,
n = 2m.

I'maBHEIe pea3yibTaTH 3TOH PaGOTH CONEPIKATCA B CIELYIOMIMX TeopeMaX:

Has mozo, umobv noseprrocms npoekmueroeo npocmparcmea P, n usmeperuii
Moena Gwimd onpedesena rak noseprrocmv My, M,, M, eskaudosa npocmpar-
cmea S,, Heobxodumo u docmamouro, 4mobsl HA NOGEPTHOCMU CYWECMB08ALA
makas CoOnpAMEHHAL cemb, nocaedosamesvrocmd Jansaca Komopol 06psi-
gaemcs 6 060UT HANPABAEHUAL NOCAE NeP8020 NpPeobpaszoeanus no cnocoby Ja-
naaca Ha KPuewL, Komopvle Npunadiemcam U ¢ UL CONPUKACANUWUMUCT NPO-
cmpancmeamu nopadka m — 1 Heocobomy mHoe006pasuo 6mopozo nopsadra A
AUHETIH020 npocmpancmea n — 1 usmepenuti npocmparcmea P,. Imu rpussle
npou3soabHbL, HO YO0BAEMBOPAIOM YCAOBUID, UMO HU 00HA U3 HUL He Nnoepyxmce-
Ha, UAW MOABKO O00HA U3 HUL NOSPYMCEHA, UAU, HAKOHEY, Kanclas U3 HUL
noepyscena 8 AUHellHoe NPOCMPAKCcmeo m — 1 usamepenuii npocmparcmea P,.

Has moeo, umo6uL noseprrocms npoekmusHo20 npocmpancmsa P, n usmepenuii
Mmoesa O6wmmb onpedesena kax M,, M, M, neeskiudosa npocmpawcmea S,,
Heobrodumo u docmamouno, umobsl HA NOBEPIHOCINU CYUECIMBOBALA MAKAA
CONPANCEHHASL cemb, 4MO nepevle, smopule, ..., m-sle npeobpazosarnus Jannaca
8 060U HANDABAEHUAL NPUHAdseHcam Hecco60MY MHO02006DaA3UI0 8MMOPOLO NO-
padka A npocmpancmea P, u npeobpaszosanus Jlansaca, 6osnHukwue us paccma-
mpueaemoll cemu PAaBHBIM HUCAOM NPeobpa3osanuli 6 060UX HANPABAEHUAX,
NOASAPHO CONPAMCEHBL OMHOCUMEAbHO 2unepnosepxrrocmu A co eécemu npeobpa-
3oe6anuamu Jlanaaca Ha4anvHOU cemu, KOMOPble HAXOOAMCR MEWCOY YynomMaHy-
mumu npeobpaszosaruamu. Ima nocaedosamesvbHOCms He 00PbIBAeMes HUL 8 KAKOM
u3 oboux HanpasaenHul nocie Mm npeobpazosaruil, usu 06pLILAEMCH MOLLKO
6 00HOM HanpasieHuu nocse m npeobpasosaruil no cnocoby I'ypcama, uau,
HakoHey., obpwvlieaemcs 6 060UL HANDASACHUAL NOCLe M NPeobpPasosanuil no cno-
coby I'ypcama. Ecaun = 2m + 1, mo nocaedosameavrocms Jansaca asasemes
nepuoduueckoli ¢ nepuodom 2(m -+ 1) u asmonoaspHol OMHOCUMEALHO 2Unep-
noseprrwocmu A, uau o6psieaemcs 60 8moposm ranpasseHuu nocae m + 1 npeo6-
pasosaruil no cnocoby Janaaca.
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Résumé

PROPRIETES PROJECTIVES DES SURFACES MINIMA
A CIRCONFERENCES DE COURBURE NORMALE

KAREL SVOBODA, Brno
(Regu le 17 juin 1957)

Soit S,(n = 4) un espace a n dimensions & courbure constante ¢. Considérons
une surface minimum M plongée dans cet espace et supposons que les indicatrices
de courbure normale, en nombrede m — 1 (2 <m < [4n]), en chaque point M
de la surface soient des circonférences. La surface M se trouve déterminée par
le systéme d’équations différentielles (2.1) dans le cas de l'espace euclidien
S.(c = 0), et par le systéme (3.1) dans le cas d’'un espace non-euclidien S,
(¢ %+ 0). Nous désignons la surface M par M;, M,, M, suivant qu’au moins
une forme de chaque des deux systémes wyp—y; + 1Wam; (j = 2m + 1, 2m + 2,
..., n) soit différente de zéro, ou bien qu’au moins une forme d’un de ces syste-
mes soit différente de zéro tandis que les formes de I’autre systéme s’annulent
identiquement, ou bien, finalement, que toutes les formes des deux systémes
soient nulles. La dimension de l’espace S, satisfait dans ces cas & l'inégalité
n = 2m + 1, ou bien n = 2m + 1, ou bien, finalement n = 2m.

Les résultats principaux contenus dans ce Mémoire sont fournis par les
théorémes suivants:

Pourqu'une surface de Uespace projectif P, & n dimensions puisse étre définie
comme une surface My, M,, M, de Uespace euclidien S,, il faut et il suffit qu’elle
soit douée d’un réseau conjugué tel, que la suite des transformations laplaciennes
s’arréte, dans les deux sens, aprés la premiére transformation de la maniére de
Laplace aux courbes qui sont situées elles mémes, ainst que leurs espaces osculateurs
d’ordre m — 1, sur une quadrique réguliére A d’un sous-espace linéaire & n — 1
dimensions de Uespace P,. Jyes courbes en question peuvent éire arbitraires, a la
condition prés, quw’aucune d’entre elles, ou bien précisément une, ou bien, finale-
ment, toutes les deux se trouvent plongées dans un sous-espace linéaire o m — 1
dimensions de Uespace P,,.

Pourqu’une surface de Uespace projectif P, & n dimensions puisse étre définie
comme une surface My, M,, My d’un espace non-euclidien S,, il faut et il suffit,
-que les premaéres, deuxiémes, ... m-iémes transformations laplaciennes, dans
les deux sens, soient situées sur une quadrique réguliére A de Uespace P, et que les
transformations laplaciennes, déduites du réseaw en question par le méme nombre
de transformations dans un sens et dans Uautre, soient conjuguées par rapport
a la quadrique A & toutes les transformations laplaciennes du réseau initial qui
sont contenues entre les transformations mentionnées. Cette suite ne s’arréte dans
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aucun des deux sens aprés m transformations, ou bien elle s’arréte dans un des
deux sens aprés m transformations de la maniére de Goursat, ou bien, finalement,
elle sarréte dans les deux sens aprés m transformations de la maniére de Goursat.
Dans le cas n = 2m + 1, la suite des transformations laplaciennes est périodique
a période 2(m + 1) et autopolaire par rapport & la quadrique A, ou bien elle
Sarréte dans Vautre sens aprés m + 1 transformations de la maniére de Laplace.
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