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éasopis pro péstovani matematiky, ro&. 80 (1955)

ODHAD CHYBY PRI PRIBLIZNEM RESENI INTEGRALNICH
ROVNIC

VLASTIMIL PTAK, Praha.

(Doslo dne 29. fijna 1954.) DT:517.948

Tato préace navazuje na praci L. V. KANTOROVICE [1]. Jejim cilem
je vypracovat methodami funkciondlni analysy obecné schema, které
se d& uZit k odhadu chyby riznych method pfibliZnych feSeni integ-
ralnich rovnic. Podstata methody zale%i v tom, Ze spolu s Banachovym
prostorem X, v ném% méme FeSit rovnici Az = y uvaiujeme pod-
prostor X ¢ X, ve kterém feSime ptibli¥nou rovnici PA% = Py, kdez P

je projekce X na X. Zabyvéame se potom odhadem rozdilu skuteéného
feSeni x a pFibliZného feSeni z.

Pro ptiblizné feseni integralnich rovnic byla vypracovana fada method, za-
loZenych na nejriznéjiich myslenkach. Av8ak jiZz zcela povrchni porovnéni
vySetfovani existence feSeni.a odhadu chyby v jednotlivych piipadech ukazuje,
ze uzivané methody maji mnoho spoleéného, takze se naskyta otdzka, zda neni
mozno néjak jednoduse formulovat obecné principy, na kterych jsou jednotliva
vySetfovani zaloZena. Touto otdzkou se poprvé zabyval L. V. KANTOROVIC ve
své zajimavé stati [1], ktera obsahuje celou fadu dileZitych myslenek a vy-
sledkid.

Je zasluhou L. V. Kantorovice, ze ukazal, jak je mozno methodami funkecio-
nalni analysy ziskat jednotny pohled na celou fadu v praxi pouzivanych pii-
bliznych method feseni integralnich rovnic a zaroven hloubéji pochopit v8echny
¢initele, ovliviiujici odhad chyby. Byla to pravé prace L. V. Kantorovite,
ktera dala popud k napsani nasledujiciho ¢lanku. Ukazuje se totiz, Ze uZitim
trochu jiné myslenky je mozno dociliti zjednoduSeni obecnych tGvah a podati
obecné schema, které se d4 pouzit k odhadu chyby riznych method ptibliz-
nych feSeni integrélnich rovnic. '

Vylozené methody lze pouZit také k ziskani nékterych theoretickych vy-
sledki tykajicich se pfibliznych method. O téchto vysledcich hodlame pojednat
v nékterém z piistich ¢isel éasopisu.

Nynéjsi price si neklade kol podat hotové recepty k fefeni integralnich
rovnic. Pfesto, Ze uvedené theoretické odhady byly provéfeny na nékterych
praktickyeh vypodétech, k podobnému tikolu je mozno zodpovédné pfistoupit
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jen po ziskani velmi Siroké zkuSenosti v FeSeni konkretnich tloh tohoto typu,
gehoZ nebylo mo#no zatim dosahnout.

Methody odhadu chyby vyloZené v nynéjsi praci nejsou ve svém pouziti ome-
zeny na pripady ni%e uvedené. UkaZeme pozdéji jeité dalsi aplikace t&chto
a podobnych myslenek.

K porozuméni ¢ldnku postadi jen ne]elementame]s1 znalosti z theorie nor-
movanych linedrnich prostori. :

1.

Necht X je realny normovany lineirni prostor. Rekneme, Ze zobrazeni K
prostoru X do sebe je linearni, jestlize pro kazdou dvojici realnych &isel 1, 4,
a kazdou dvojici z,, z, prvki prostoru X plati

KAz, + Agxy) = A, Kx, + Kz, .

Rekneme, %e zobrazeni K prostoru X do sebe je ohranitené, jestlize existuje
¢islo & tak, Ze pro v8echna z ¢ X plati odhad

|Kz| < | .

Takové ¢&islo « nazyvame potom hranici zobrazeni K. Jestlize K jest ohrani-
dené zobrazeni prostoru X do sebe, pak mezi v8emi hranicemi zobrazeni K
zfejmé existuje nejmensi; tuto hranici nazveme normou zobrazeni K a oznadi-
me |K|. Snadno se zjisti, Ze pro ohrani¢ené zobrazeni K plati

|K| = sup |Ka| .

Zobrazeni prostoru K do sebe nazveme linedrnim operatorem v X jestlize
je zaroven linedrni a ohranidené.

Necht 4 a B jsou dva hnearnl operatory v X. Polozme pro kazdé x ¢ X
Oz = A(Bzx) .
Ziejmé C jest opét linearni operator v X. Z nerovnosti
|| < |4 |B| < |4] | B[]

plyva Ze |C| < ‘A| |B|. Operétor C nazyvime souéinem operatora A a B
(v tomto potadi).a piseme C' = AB. Zobrazeni X do X, které zobrazuje kazdy
prvek z ¢ X sdm na sebe, jest zfejmé linedrnim operatorem v X. Nazveme je
jednotkovym operatorem a oznacime J. Mnozina vSech linearnich operatoru
na prostoru X tvoii pii nasnad¢ jsouci definici seéitani a nasobeni skalarem
a pii pravé uvedené definici ndsobeni normovanou algebru, kterou budeme
znaditi B(X).

- Rekneme, %e operator A, ]est levym inversnim operatorem k operatoru 4,
jestlize plati 4,4 = J. :
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Rekneme, %e operitor A, jest pravym inversnim operitorem k operitoru
A, jestlize plati A4, = J. ~
Rekneme, 7e operator A-! jest inversnim operatorem k operatoru 4, jestlize
plati A4 = 441 = J.
Vztahy mezi zavedenymi pojmy objasnime v nékolika poznamkach.
(1,1) Dany operdtor A ma nejvyde jeden inversni operdtor.
Dukaz. Skutetné, piedpoklidejme, Ze B, a B, jsou inversnimi operatory
k operatoru A. Potom
B, = B,J = B\(4AB,) = (B;4)B, = JB, = B, .
(1,2) Jestlize dcmy operdtor A md jak levyj tnversnt A, tak 1 pravy inversni A,
potom A md inversni operdtor A—! a plati
A, =4, =A4"1.
Dikaz. Za uvedenych predpokladi je
A, = JA, = (4,4)4, = A(A4,) = AT = A,
odkud ihned. plyne existence inversniho operéatoru.
(1,3) Necht operdtor B jest inversnim operdtorem k operdtoru A. Potom ope-
rdtor A jest tnversnim operdtorem k operdtoru B.
Rikdme potom, Ze operatory A a B jsou navzajem inversni.
Dukaz je ziejmy.
(1,4) Necht operdtory K, a K, splituji vatah
KK, =J.
Potom zobrazeni K, je prosté a zobrazeni K, je plné. Operdtory K, a K, jsou na-
vzdjem tnversni pravé kdyz je splnéna jedna z ndsledujicich podminek:
o) K, je prosté.
B) K, je plné.
Dikaz. Jestlize K.x, = K,x, jest x; = K, K,x, = K, K.x, = x,, takie K,
je prosté. Je-li ddno y ¢ X, potom K,(K,y) = y, takie K, je plné. : :
Necht nyni K, je prosté. Potom
K(KK;) = (K.K)K, = K. .
takze : :
, K{(K,K,) = K,J .
Protoze v8ak K, je prosté, musi K, K, = .J.
Necht za druhé K., je plné. Potom
(Ker)Kr = Kr(KlKr) = K,,
takze » , ~ :
(K,K)K, =K, .
Protoze viak K, je plné, musi K, K, = J.
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(1,6) Snadno lze udati pfiklad dvou linedrnich operatord K, a K,, které
spliiuji vztah K,K, = J, ale nejsou navzijem inversni. Necht X znameni
normovany prostor viech konvergentnich posloupnosti realnych ¢isel

xz{xl’xm' }’
kde? existuje lini x;, = x,, pfi ¢emZ |z| = max ]xk]
k=0,1,2
Pro kazdé z ¢ X definujeme

K = {x,5, x5, 24, ...},

Kax = {0, z,x,,...}.
Ziejmé K, i K, jsou linearni operatory na X s normou 1, které spliiuji vztah
KK, = J. Pro kazdé x « X plati vSak

K,Kx = {0, x,, 3, ...} .

Operator K, méa tedy levy inversni operator K, ale nema inversni operator,
operator K, mé pravy inversni operator K,, ale nemd inversni operator.

V nésledujicich vétach budeme pfedpokladat, Ze prostor X jest uplny. Za
tohoto predpokladu da se totiz snadno dokazati, Ze i algebra E(X) jest iplna,
éehoz budeme podstatnym zptsobem vyuZivat.

(1,6) Necht X je uplny normovany linedrni prostor. Necht B e E(X). Necht
|B — J| < 1. Potom B md inversni operdtor B-1, pro néjZ plati

1
B s =g
B—J
B — ﬂ*T%E“%

Dikaz. Oznaéme V = (J — B). Z tiplnosti algebry E(X) a z odhadu |V| < 1
plyne konvergence fady

T4V +V24 ..

jejiz soudet, jak se snadno zjisti, jest inversnim operatorem k B. Uvedené od-
hady se dostanou snadnym poétem.

(1,7) Necht X je dplny normovany linedrni prostor. Necht L a R jsou linedrni
operdtory na X, pro néf plati

=|LR - J| < 1.
Potom operdtor R md levy inversni R, a operdtor L md pravy inversni L,, pro néZ

plati
|R1|§_—131L1, L < 7= Bl
r-n <, 1L1——R1g1—_—3w|,
IRlLl"'Jlél_g‘B-
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Dikaz. Podle (1,6) bude za uvedenych piedpokladiéi existovati inversn
operator Z-1 k operatoru Z = LR. Polozme

L,=RZ-', R, =2Z"'L.
Jest
LL, = L(RZ Y= (LR)Z*'=ZZ'*=J,

RR= (Z'L)\R=ZYLR) =Z1Z = J .
Odhady norem provedeme jen pro operator L,. Jest podle (1,6)
1

| = |RZ7| < |B| |27 < |B| y—-
L, — R = Rz — B = |R(Z" — )| < |R| |2 — 9| < Bl 2
Nakonec dostavame

RL, —J=Z?WL, —J=272"?'—-1J,
odkud plyne posledni odhad.

Prvek P ¢ E(X) nazyvame idempotentni, jestlize P? = P. Méjme idempo-
tentni operator P. Polozme

Z =Z(P)=E[zeX,Pxr=12x],
N =NP)=E[zeX, Px=0],

takze Z i N jsou uzaviené podprostory v X. Ukazme nejprve, Ze podprostory Z
a N maji pravé jeden spoleény bod. Skuteéné, necht we Z n N. ProtoZe w e Z,
jest w = Pw. ProtoZe w e N, jest Pw = 0, odkud w = 0. UkazZme dale, Ze kazdy
prvek z ¢ X se da psati ve tvarun + z, n e N, z € Z. Skutecné, rozklad

x = (¢ — Px) + Px

ziejmé je rozkladem Zadaného tvaru. Z hofejniho okamzité plyne jednoznaé-
nost takového rozkladu.

Vsimneme si jesté, Ze prostor Z je vlastné mnozinou vSech prvkua tvaru
Pzx, kde z e X.

Skutecéné, kazdy prvek tvaru Pz patfi do Z, nebot P(Pzx) = Px; naopak,
prvek spliujici vztah x = Pz jest ziejmé tvaru Px. .

Kazdy idempotentni prvek algebry E(X) ptredstavuje tedy vlastné projekei
prostoru X na prostor Z. Z tohoto diivodu budeme idempotentni operatory
nazyvati téZ projektory.

V&imneme si nyni podrobnéji projektort na podprostory koneéné dimense.
Budeme potiebovati piedev§im nékolik poznamek k oznadeni. Jestlize X je
normovany linearni prostor, ozna¢me Y linearni prostor viech linearnich funk-
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ciondlti na X. Je-li y ¢ Y, potom hodnotu funkcionilu y v bod& = ¢« X ozna¢ime
<@ Y-
Budiz X, podprostor X, Y, podprostor Y. Rekneme, %e podprostor ¥, uréuje
podprostor X, jestlize plati implikace
Zoe Xy, (X, Yo =0=>2y=0.

Smysl uvedené definice zélezi v tom, %e v tomto pripadd je prvek z,e X,
urden, zname-li hodnoty {2y, ¥,> pro kazdé y,eY,. Skuteins, jestlize mame
jedtd 2 € X, takové, ze pro kazdé y, e Y, jest

C2or Yoy = (20, Yo »
dostdvdme z,—zpe Xy (29p—2p, Yo> = 0, takie musi z,— 2y = 0, tedy
2o = Zp.
Necht nym X, jest podprostor koneéné dimense n a necht podprostor Y,cY
urduje X,. Pfedpokliddejme dale, %e i ¥, m4 dimensi n.

Volme basi e ... e, v prostoru X, a basi f, ... f, v prostoru Y,. Potom deter-
minant utvofeny z ¢isel (e;, f;> jest rizny od nuly. Jinak by totiz bylo mozno
nalézti nenulovou linedrni kombinaci z prvki e, tak, Ze (z, f;> == 0 pro viechna
7, odkud (z, Y,> = 0, coz je spor s predpokladem, Ze Y, uréuje X,. Zejména
odtud plyne, Ze pro kazdou posloupnost f, ... 8, redlnych &isel existuje praveé
jeden z, e X, tak, Ze

<x0’ f 1> = :B i-
Nyni mtZeme popsati vSechny projektory na podprostor koneéné dimense.

(1,8) Necht X, je podprostor dimense n. Ke katdému projektoru P prostoru X
na X, existuje podprostor Y, c Y dimense n, ktery uréuje X,. PFitom projekce x,
proku x e X je urCena pozadavky

(2) xoe Xy,
(B) o f1) =<2, [ »
kdeZ f; je néjakd base prostoru Y.

Obrdcend, jestliZe je ddn podprostor Y, c Y dimense n, ktery uréuje X, oznaéme
pro kaZdé x € X znakem Pz prvek, uréeny pofadavky («) a (8). Potom P je projekce
X na X,

Dukaz. Necht P jeét projektor X na X,. Ozna¢me ¥, = P*(Y). UkdZeme
nejprve, ze Y, uréuje X,. Skuteénd, méjme z e X, takové, Ze <x Y0> = 0.
Protoze x ¢ X, jest ¢ = Pz, a mame tedy pro kazdé y ¢ ¥

(x> = (P, y) = Ca, Pryy = 0,

takze x = 0. ProtoZe Y, uréuje X, musi ziejmé dim Y, > dim X,. Rovnost

432




dimensi vyplyne z toho, Ze i podprostor X, uréuje ¥,. To viak je jasné z duality,
uvazime-li, Ze P* je zase projektor. Jestlize z, = Pz, potom ziejmé

(@ —, Yoy = (& — 0, PXY)) = (Pl —2x,), Y) =0, -
nebot P(x — z,) = 0. ‘

Je-li naopak dén podprostor ¥, c ¥ dimense n, ktery uréuje X,, jest podle
piedchozich tivah pozadavky (x) a () jednoznaéné uréen prvek Pzx. Abychom
dokazali, Ze P je projektor na X, staci si uvédomiti, Ze pfedevsim P(X) c X,
a za druhé, Ze pro x,¢ X, je Px, = z,. Oboji je vSak ihned patrno z definice
zobrazeni P. Tim je dikaz dokonden.

Méjme tedy takovou projekeci na n-dimensionalni podprostor X,. Jestlize
potom kazdému z ¢ X, ptifadime vektor o soutadnicich (w, f;,>, dostaneme
ziejmé algebraicky isomorfismus mezi X, a prostorem éiselnych n-tic. Protoze
kazdy takovy isomorfismus je zarovei isomorfismem ve smyslu topologie, exis-
tuje éislo « > 0 tak, Ze

o] < & max <z, 15| -

Tohoto odhadu budeme pozdéji pouzivat.
V dal§im budeme vySetfovat piedev§im operitory typu
K=J—JH,
kdyz 4 je realné ¢islo, H « E(X). Operatory tohoto typu maji nékteré jednodu-
ché vlastnosti, které formulujeme jako lemmata pro dalsi pouziti.

(1,8) Necht H ¢ E(X), m je celé nezdporné islo. Oznaéme
m-1
K=J—iH, G,=> (AH).
io
Potom plati
G.K = KG,, =J — A"H™ .
Dukaz je snadny.

(1,9) Méjme nyni prvek y e X. Necht x a z jsou spojeny vztahem

x=Gy+z2.
Potom prvek x spliiuje rovnici Ko = y, prdvé kdyZ prvek z splituje rovnics
Kz = AmHmy .

Jestlite potom Kx = vy, jest z = AmH™x.
Dikaz. Podle hofeniho

Kz = K@,y + Kz = y— A"H™y 4 Kz,

odkud
Kz — y = Kz — A"Hm™y ,

coz dokazuje prvni ¢ast tvrzeni. Jestlize nyni Kz = y, dostdvame snadnym
pocétem: '

2=z — Gy =2 — G, Kx = AmHmg .

433



Vyznam p¥edchoziho lemmatu jest nasnadé. Mame-li najit prvek ze X,
ktery spliiuje rovnici Kz = y, miZeme jej hledat ve tvaru z = G,y -+ 2,
pii demZ z musi spliiovat rovnici Kz == AmH™y. Uloha fesit rovnici Kx = y je
tedy pfevedena na feSeni rovnice Kz = AmH™y, ktera, jak pozdé&ji uvidime,
mize byt zpisobilejsi k p¥ibliZnému FeSeni nez pivodni rovnice Kz = y.

Rekneme, %e operator H ¢ E(X) m4 vlastnost F, jestlize je splnéno nésledu-
jici tvrzeni:

Je-li A dané realné ¢islo, potom operator K = J — AH je prosty, pravé kdyz
je plny.

Dokazeme nyni nasledujici jednoduché lemma.

(1,10) Necht operdtor H md vlastnost F. Potom operdtor K = J — AH md
tnversnt, pravé kdyé md levy inversni.

Dikaz. Skuteéné, necht K mé levy inversni K,. Potom podle (1,4) jest K
prosty. ProtoZe H spliiuje vlastnost F, jest také plny, takZe podle (1,4) opera-
tory K a K, jsou navzajem inversni.

2.

Budiz dan dplny normovany linedrni prostor X, uzavieny podprostor X
prostoru X a projektor P, zobrazujici X na X.

Budiz dan H ¢ E(X) a utvoime K = J — AH. UvaZzujme operator PK. Jest
ihned patrno, Ze operator PK zobrazi prostor X do sebe.

Parcialni zobrazeni PK restringované na X je tedy linearnim operatorem
na X. V daldim budeme uzivat stejného oznaceni jak pro operator PK na pro-
storu X, tak i pro ptisluSny prvek algebry E(X ). Ze souvislosti bude vidy ziej-
mé, o ktery z obou operatori se jedna.

Operatoru K piifadime tedy operator PK na prostoru X. D se odekavat,
Ze pii vhodné volbé prostoru X a projektoru P dostaneme operator, jehoz
vlastnosti 1ze jednak lépe piehlédnout a za druhé, jehoZ vlastnosti se piili§
nelidi od vlastnosti pivodniho operatoru K (ve smyslu, ktery budeme pozdéji
precisovat).

V aplikacich budeme vétsinou voliti X koneéns dimensionalni, takze pujde
v podstaté o vySetfovani matic. Vznikaji piedevsim dvé hlavni otazky:

(1) Dejme tomu, Ze operator PK e E(X ) mé inversni. Za jakych piredpokladi
muzeme potom zarudit existenci inversniho operatoru k operatoru K ¢ F(X)?

(2) Jestlize se ndm jiz podafilo dokazat existenci inversniho operdtoru
k operatoru K, méme odhadnout, jak dalece se od sebe lisi feSeni x dané rovnice
Kz = y od tefeni z ¢« X ptiblizné rovnice PKz = Py.
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Uvidime, Ze je mozné soudasnd udat odpovéd na ob& otazky. V dalsich
fadcich pokusime se objasnit na jednom specialnim pifipadé podstatu pouziva-
nych method. Zvolime piipad m =: 1 (tedy @,, = J), nebot na ném zretelné
vyniknou hlavni myS$lenky odhadu.

Budiz dan prvek z ¢ X. Oznaéme Kx = y a polozme = = y + 2. Potom, jak
vime podle (1,9), prvek z bude spliiovat vztahy
‘ Kz = AHy, z= AHz.

Piedpokladejme dale, Ze operator PK na prostoru X mé inversni operator W.
Mizeme tedy najit prvek z ¢ X tak, aby spliioval ptibliZnou rovnici
PKz = PJHy (= PKz).
Za, ptiblizné Fefeni rovnice Kz = y vezmeme potom prvek z = y - z. Pokusime
se odhadnout rozdil |z — z|.
Jest

*x—F=z2z—2=2— WPKz=(J — WPK)z.
Vezméme nyni libovolny prvek z, e X. Protoze WPKz, = z,, bude

x— &= (] — WPK)z=(J — WPK)(z— z,),

lr — 2| < |J — WPK| |z — 2.

Je tedy vidét, Ze rozdil |z — z| bude tim mensi, ¢im lépe je mozno aproximo-
vat prvek z prvky prostoru X. Je v8ak z == AHx. Vznikne tedy zcela ptiroze-
nym zpusobem otdzka po aproximovaselnosti prvki tvaru Hx pomoci prvki

prostoru X. Budeme piedpokladat, Ze existuje malé ¢islo ¢ > 0 s nasledujici
vlastnosti:

Ke kazdému z € X existuje 2’ ¢ X tak, ze
|He —a'| < elz] .
Prvek z = AHz bude tedy aproximovan prvkem Az’ s chybou nejvyse |4] ¢|z|.
Dostavame celkem
(o — & < [/ — WPK] 4] ela] = Bla].
Predpokladejme nyni, Ze § << 1. Potom snadno nahlédneme, Ze zobrazeni K je

prosté. Skuteéné, jestlize Kx = 0, dostaneme y = 0 a tedy i Kz = AHy = 0.
Je tedy z = 0, takZe = 0. Dostaneme potom

o] = |e— 2| < Ble|,
coz neni jinak mozné nez kdyz x = 0. Operator K ma tedy inversni. Tim je
feSena prvni ¢ast nasi dlohy, vztahujici se k existenci inversniho operatoru

k operdtoru K. Zéaroveti ziskané nerovnosti [+ — | < f|z| je moZno pouzit
k odhadu rozdilu mezi skuteénym a pfibliznym ¥eSenim. K tomu cili musime
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z pravé strany nadf nerovnosti odstranit zavislost na (nezndmé) veliéing |x|.
To viak je snadné, nebot nasi nerovnost miZeme piepsat ve tvaru

o — x| < Blz| + Ble — 2|,
odkud .

o — &l < Tp el -

Nyni miZeme ptistoupit k ptesné formulaci nasich odhadi.

Zavedeme nejprve nasledujici definici:

(2,1) Budif ddn podprostor X' prostoru X a operdtor H ¢ E(X). Potom vzddle-
nostt operdtoru H od podprostoru X' nazveme Cislo

sup inf |Hx — a'| .

fe]<1 a'ex’
Toto &islo jest vidy < |H|.
Skuteéns, protoZe 0e X', je 1nf |Hz — a'| < |Hz|, takZe pro vzdélenost

H od X’ dostavame odhad sup |Hz| coZ nenf nic jiného nez norma |H|.
x| <1

(2,2) Necht A e E(X), H ¢ E(X). BudiZ ddn podprostor X' prostoru X. Oznaé-
me o, vzddlenost operdtoru H od X', oznacme

0, = sup |Az|.

|2]£1, wex'

Potom platt odhad
|[AH| £ |4|oy + |H|oy + 040, .

Dikaz. Budiz dan prvek « € X. Zvolwe &islo w, > 0,. Z definice vzdalenosti
operatoru od podprostoru plyne potom existence prvku z e X' tak, ze |Hx —

— 2| £ o, z].
Je potom AHx = A(Hx — z) + Az, takie méame odhad
|[AHz| < |A| o, || + oy)z| -

Nyni viak |z| < |Hz| 4+ |Hx — 2| < |H| 2| + o|z|, coi dohromady s pie-
deslym dé
|AHz| < (|4|w, + |H]|oy + w,05) l2] .
ProtoZe viak w, bylo libovolné éislo > g,, plati odhad uvedeny v nasem tvrzeni.
A% do konce tohoto paragrafu budou dény pevné: Banachuv prostor X,

uzavieny podprostor X prostoru X, projektor P zobrazujici X na X, operator
H ¢ E(X) vlastnosti F. Ozna¢me potom K = J — AH; necht pro kazdé ptiro-

zené Cislo m znamena e, vzdalenost operatoru H™ od podprostoru X.
(2,3) Necht operdtor PK na prostoru X md inversni W e E(X ). Budi m pfiro-
zené &islo. Necht
= |J — WPK]| |A|me,, < 1.
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Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddno y € X, oznaéme x Fedent rovnice
Kz = y.
PoloZime-li
T = Gmy + z ’
kdetze X je Fedeni priblitné rovnice PKz = PimH™y, platt odhady
lx - 53' é ﬂmlxl ’
Bm
- ﬁm
Dikaz. Bud ddno z « X. Oznaéme y = Kz a vezméme z ¢ X tak, aby platilo
x = G,y + z. Potom, jak vime, bude
Kz = AmH™y , 2z = A"Hm™x.
Nyni z je fefeni rovnice PKz = PAmH™y — PKz. Je tedy ¢ —x =2 — 2z =
= (J — WPK) z. Uvazime-li, ze z = Am"Hm™x, je x — = (J — WPK) AmHm.
Podle piedeslého lemmatu mame tedy odhad
l.’l,‘ - CINSI S: /Smlx, .
Jestlize nyni £,, < 1, zjistime snadno, Ze operator K je prosty. Skutecné,
jestlize Kz = 0, je y = 0 a tedy i z = 0, takZe = 0. Mame pak odhad |z| =
= |x — @| < Bn|z|, coZ neni jinak moZné nez 7e x = 0.

o — s < P

Tim je v8e dokazano, nebot operator H ma vlastnost F.

Piipad m = 0 formulujeme zvlasts.

(2,4) Necht operdtor PK na prostoru X md inversni W e E(X ). Necht f, < 1.
Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddno y ¢ X, oznalme x Fefeni rovnice
Ka=vy. Jestlife % « X jest Fedeni pFiblizné rovnice PK% = Py, plati odhady

e — | < o] + p,

- Pz P
A A

kdez p = |(J — WPK) y|.

Dikaz. Tvrzeni o existenci inversniho operatoru je obsazeno v predeslém
lemmatu. Jestlize tedy §, <. 1 a mame prvky x a y spliiujici vztah Kz = y,
bude :

z— 2= (] — WPK)z = (J] — WPK)(AHx + y) =
= (J — WPK) AHz + (J — WPK) y,

odkud ihned plynou uvedené odhady.

Predeslé dvé véty maji vyznam spiSe theoreticky. Jsou formuloviny pie-
dev¥im tak, aby vynikla dloha vSech podstatnych &initeld, které ovliviiuji
odhad. Obé jsou specidlnimi p¥ipady nésledujicich v&t, upravenych pro prak-
tické pouziti.
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(2,6) Necht operdtor PK na prostoru X mé pFiblizny levy inversni operdtor
Z ¢ B(X).

BudiZ m pfirozené &islo. Necht

- O = |(J —ZPK) AmH™| < 1.
Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddano y € X, oznaéme x FeSent rovnice
Kx = y. PoloZime-li
=G+ z,
kde? 7 e X je pFibligné FeSent priblizné rovnice
PKz = P)mH™y (t.]. z = ZPi"Hm™y) ,

plati odhady

lr — 2| < w2,

o — i <

.
3.

Dikaz. Bud ddno x ¢ X. Oznadme y = Kz a definujme ze X relaci x =

= Gy + 2. Bude potom
Kz = AmH™y , 2z = A"H™x.
Nyni 2z je pfibliznym Fefenim rovnice
PKz = P)"H™y = PKz,
takze
x—2=2—2= (] —ZPK)z = (J — ZPK) A"H™x .

Diikaz se nyni snadno dokonéf jako v ptipadsé piredeslém. Piipad m = 0 formu-
lujeme zvlasts.

(2,6) Necht operdtor PK na prostoru X md piiblizny levy inversni operdtor
7Z ¢ B(X).

Necht w, < 1. Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddnoy e X, oznaéme x
Fedent rovnice Kx = y.

Polofime-li x = ZPy, plati odhady

h—ﬂ§MM+P,

kdet p = |(J — ZPK) y|.

Dukaz. Tvrzeni o existenci inversniho operatoru je obsazeno v predeslém
lemmatu. Jestlize tedy o, < 1 a mame prvky = a y spojené relaci Kz = y,
bude

& —x= (] —ZPK)z = (J — ZPK)(AHz + y) =
= (J —ZPK) AHx + (J — ZPK) y ,

odkud ihned plynou uvedené odhady.
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UtZijeme-li v predeslych dvou vétich na operatory (J — ZPK) AmH™ odhadu
lemmatu (2,2), dostaneme ihned nasledujici vysledky: .

(2,7) Necht operdtor PK na prostoru X md p’r’zblzzny levy tnversni operator
Ze E(X) takovy, Ze - ' :
[J~ZPK“, =o<1-

(norma na X ). Budif m pfirozené éislo. Necht
= |J — ZPK| |A|"e,, + |A|"|H™|o + |A|memo < 1.
Potom operdtor K md inversni. Je-li potom dano y e X, oznalme x fedent rovnice
Kx = y. PoloZime-li
T = Gmy + z >
kdef % e X je pFiblisné Feeni priblitné rovnice
PKz = PimH™y (t.]. z = ZPAmHmy) ,

plati odhady

o — 2| < onle],

~ o'm"..,
e — 3 < 2l

(2,8) Necht operator PK mna prostoru X md pFibligny levy inversni operdtor
Z ¢ E(X) takovy, Ze
|J] —ZPK| =0 <1
(norma na 5(). Necht o, < 1. Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddno
y € X, oznaéme x Fedeni rovnice Kx = y. Polofime-li x = ZPy, platt odhady

[x——:il_gallx]—}—p,

1 ~ Y4
0, 2l + 1

_a<
| x]:l__ m—

kdeZ p = |(J — ZPK) y|.

3.

UkaZeme nyni, jak lze theorie, vyloZené v predeslém odstavei, pouziti
k odhadu chyby ptibliZnych method reseni integralnich rovnic. Je zajimavé, Ze
se stanoviska obecnych dvah piedeslého odstavce se nejptirozenéjsi methodou
jevi methoda (3,1), kterd v podstaté pochazi od L. V. Kantorovide.

Domnivame se, Ze teprve jednotny piehled, zaloZeny na disledném pouziti
method funkecionédlni analysy, umoziiuje plnéjsi pochopeni podstaty uzivanych
method. ,

Budeme potfebovat jeité dvé poznadmky k oznadeni. Méjme linedrni
prostor B, skladajici se ze viech n-dlennych posloupnosti realnych &isel

= (2, ..., Ty) .
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Je-li potom ddna matice (@) (1 < 4, k¥ < n), mizeme kazdému vektoru z pti-
fadit vektor y predpisem
: Yi = Zagx;, .

Vzniklé zobrazeni 4 prostoru E, do sebe je zfejmé linedrni a ohrani¢ené pii
kazdé volbé normy v E,. Nas bude zajimat pfedev&im norma operatoru A ve
dvou konkretnich pfipadech.

(1) Volme v E, normu
||, = max |z,] .

Potom se snadno zjisti, Ze norma operatoru 4 je
4], = mgx‘g' @] -
(2) Volme v E, normu P
lelo = (Z27)* .
Potom se dé dokézat, Ze pro symetricky operdtor A plati
4], = m?x |44 »

kdez 2; jsou v8echny kofeny charakteristické rovnice
lai; — A6 = 0.
Nyni madme v8e pfipraveno, abychom mohli aplikovat vysledky predeslého
odstavce na konkretni prostory.
Necht X znamend linedrni prostor vSech funkei spojitych na intervalu

{a, b) s normou
|z| = max |x(?)] .
a<t<b

Snadno se dokéZe, #e X jakoZto normovany prostor je tplny. Necht &(s, t) je
funkce spojitd na &tverci a < s, ¢ < b. Pro kazdé z € X definujeme

y(s) = fbh(s, t) x(t) dt .

Tato funkce je zfejmé spojitd na (a, b) a piedstavuje tedy jisty prvek y e X.
D4 se dokazati, %e zobrazeni H prostoru X do X, definované vztahem y = Hz,
je linedrni operator vlastnosti F.

(3,1) Necht X jest dany n-dimensiondlni podprostor prostoru X.Pfedpoklé-
dejme, Ze jest ddno n bodi

alh <t <..<t,Zb
tak, Ze plati ‘ .
FeX, a(t;) =0proj=1,2 ... n=>%=0.

Projekei P prostoru X na X definujeme poZadavkem, aby prvek z = Pz

splifoval rovnosti
5;(ti) = x(ti) ’ 7 =12..,n.
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Vidime tedy, Ze se jedna o jakousi zobecnénou interpolaci. Méjme nyni z ¢ X

a 7 X a viimndme si, co znamend rovnost PKz = PKz. Snadno se plesvédéi-
me, Ze tato rovnost jest ekvivalentni se splnénim rovnosti

2(t;) — A[h(E;, t) 2(t) At = 2(t;) — Afh(t;, t) 2(t) dt pro s =1,2,...,n.
Zvolime-li nyni e;e X tak, aby e;(t;) = 0,;, bude platit z = X2(¢;) e;, takZe,
oznadime-li je§té ¢; = z(¢,), plijde o YeSeni systému rovnic

Lo — AZC; [h(t;, 1) ei(t) At = 2(¢;) — Afh(t;, t)2(t)df pro ¢t = 1,2, ..., 7.
i

Oznacme 7' matici (6;; — Au,;), kdeZ u,; jsou momenty
wii = [h(t;, t) e,(t) dt
a predpokladejme, Ze existuje inversni ma};ice T-1. Potom ziejmé existuje téz
inversni operator W k operatoru PK e E(X). Dostdvame potom odhad
] < o max 50| < a7, |PK] |2
Tim jest odhadnuta norma operidtoru WPK na prostoru X. Mame tedy
WPK| < [7-1], |PK] .
Odhady chyby pii této methodé dostaneme ihned z véty (2,3) respektive (2,4).
(3,2) Operator PK ptifazuje prvku z e X prvek ye X uréeny pozadavkem,
aby hodnoty funkce ¥ v bodech ¢; byly rovny
x(t;) — Afh(t,, t) z(t) dt .
Méjme formuli mechanické kvadratury s uzly v bodech ¢, kterd nahrazuje
integral _f x(t) dt soucétem Z"' A, z(t,). Zavedme operator Q e E(X) pozadavkem,
aby pro :o eX prvek v = kQ_; spliioval rovnosti
v(t;) = u(t;) — A XA, h(t;, ;) u(ty) .

Ztejmé existence inversniho operatoru Z ¢ E (55) k operatoru @ jest ekvivalentni
existenci matice inversni k matici 7' = (6, — A4, h(t,, t;)). Operator Z vez-
meme za piiblizny inversni operator k operatoru PK. Budeme potfebovat
(1) odhad operatoru ZPK na prostoru X,
(2) odhad operatoru J — ZPK na prostoru X.
Stejné jako v predeslém ptipadé dostaneme

|2PK| < &[T, |PK] .

Abychom provedli odhad J — ZPK na prostoru X, vezméme x ¢ X a oznadme
¢ = ZPKz. Je tedy
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Oznadime-li pro kritkost ¢; = q(t;), ; = x(¢;), znamend to platnost systému
rovnic

g — AZA, bty ) @ = 2 — }»fh(ti, t) z(t) d ,
neboli

(¢: — @) — AZA, h(ti, t)(ge — @) =
= A ZA; h(t;, ;) x(ty) — A[h(t;, t) 2(t) dt = &, .
Dostaneme potom odhad ‘
lg — 2| < o max |g; — x| < &), max |g .
Budeme tedy pottebovat odhad tvaru
max | [R(t;, ) 2(t) At — ZA, h(t,, t) 2(t)| < x|,

platny pro z e X. Dohromady s piedeslym dostaneme potom
|/ — ZPK| < x|, |A]x .
Odhad chyby pfi této methodé dostaneme potom ihned z vét (2,7) resp. (2,8).
Vidime tedy, Ze k provedeni naseho 1dkolu staéi provést odhad (pro z e X )
max |ZA; Bt t;) a(t;) — [h(ts, t) x(t) A .
Provedeme takovy odhad ve dvou konkretnich ptipadech.
(3,21) Bud déno piirozené n, volme

tk=0.+kb;a, k=o0,1,....,n, A, = A :IZ.:.“

Oznaéme pro é > 0

wy(0) = max max |k(f, ¢') — h(;, ¢7)| .
i a<t'<t"<b
|t~ t7|<8

Vezmeme pevné ¢ (0 < ¢ < n) a odhadneme
o i
Uh(t,-, t) x(t) dt — X Ay h(t;, &) x(t,c)| g
a k=0
n-1 tpyy

<2z |[ R, ) 2(t) dt — b (h(tss te) () + R(t;, tryy) 2(tesr))] -

k=0 tx N 2”

Uvazime-li, #e funkee z(£) je linedrni v (fx, tx+1), vidime ihned, ze

Tkt

[ Rt t) () At = b—;ﬁ (h(ts, t) 2(t) +

i

+ Ak, t) x(tk+1)) .
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Uzitim tohoto vztahu muZeme hofeni vyraz pfepsati ve tvaru

n-1 b _

Z | (bt &) — Bt ) (t) At — =5

n-1 b— b—-—
~_<_:}fo( p e wt(%) || + —é-;wt(‘:;) |-’t|) = % (b —a)w, (%)lxl .

takze za Cislo » miZeme vziti g b —a)w, (_1.) .
poy

% (Bt tery) — Blts, 1)) 2(tery)] <

(3,22) Formuli mechanické kvadratury
b n
fx(t.) dt = 2 A, «(t,)
a k=1

nazveme formuli Gaussova typu, jestlize v ni plati rovnost pro v8echny poly-
nomy stupné nejvyse 2n — 1. V tomto ptipadé je mozno Zadany odhad pro-
vésti velmi snadno.

Oznaéme X mnozinu viech polynomu stupné nejvyse n — 1 a necht pro
kazdé x ¢ X znamend Pz polynom stupné < n — 1, jehoz hodnoty v bodech ¢,
souhlasi s hodnotami z(t;). Mame opét odhadnout

max |ZAhg x(t) — [h(t;, t) x(t) |

pro x e X. Pro ka#dé i (1 <@ < n) existuje polynom p,(t) stupné < n, ktery
nejlépe (v normé prostoru X) aproximuje spojitou funkei A(¢;, t). Oznadéme

o = max max |h(¢;, £) — pi(t)| .
, a<i<b

7 Qa

Jestlize nyni x € X, bude pi(t) 2(t) polynom stupné < 2n — 1, takZe plati

[0 2(t) &t = X Ay pt) alty)
Dostavame potom
SAha a(ty) — [h(Es, 1) 2(t) dt =
= ZAyhg, x(te) — 24, pilty) o(t) + f(pi(t) — h(t;, t)) x(t) dt .

vyraz je odhadnut ¢islem
2(b — a) olx|,
takZze muzeme vziti » = 2(b — a) o.
(3,3) Jestlize funkce z(f) ma na <a, b) spojité derivace az do ¥4du v véetns,
plati odhad tvaru '

[fz(t) &t — 2 Ay 2(t)] < p max |z0)(t)|
k=1 a<t<b

(v = 2 pro methodu lichobé&znikii, v = 4 pro-metodu Simpsonovu, v = 2n pro
methodu Gaussovu). Predpoklidejme, Ze jadro k(s,?) mé spojité parcidlni
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derivace podle obou proménnych aZz do fadu v véetné. Oznadme jesté pro
0<j=<v

o'h
087

oh
o

M?P = max
a<s,t<b

) —
, MY = max
ass8,t<b

-

Budiz u(t) funkce, kterd méa na <a, b) spojité derivace az do Ffadu v véetns.
Méme potom odhad

max |[h(s, t) u(t) dt — ZA, h(s, t;) u(t,) dt| <
a<s<d

v | v
_a_ h(s, t) u(t)l Sul (v) Iu(i)l M-,
<o | OF° j=o\7

Polozme nyni P = J a tedy X =X.
Oznalme je§té H, onen operator, ktery kazdému z ¢ X pfitazuje funkei
24, h(s, t,) x(t) .

Vy8&etfme, za jakych pfedpokladi operator K, = J — AH, bude miti inversni.
Dokézeme, ze to bude splnéno, jakmile matice 7' = d,, — A4, h(¢;, t;) bude
mit determinant ruzny od nuly. Skuteéns, je-li tomu tak a je-li dan libovolny
prvek y e X, miZeme uréiti éisla £; tak, aby

§o — AZALh(bi, &) G = y(t) -
Snadno se potom presvédéime, Ze funkce
y(8) + A ZA, h(s, &) &

je feSenim rovnice K = y. Oznaéme potom Z operator inversni k operdtoru
K ; poslouzi nam jako piiblizny inversni k operatoru K. Z hoteniho vyrazu jest
ihned patrno, Ze
2] < 1+ (A6 — o) M|T1),,
kdez
M = max |h(s, t)| .
T als, t<b

Bude dale J — ZK = Z(K, — K) = AZ(H — H,). Zjistili jsme pied chvili, Ze
odhad (H — H,) umime provésti pro funkce u, které spliiuji jakési podminky
derivability. PouZijeme tedy véty (2,5) respektive (2,6). Jedna se totiz o odhad
(/ —ZK) AH = 2* Z(H — H,) H, ktery muZeme provést, nebot vzhledem
k na8im piedpokladim o jadru # prvky tvaru Hx maji potfebny pocet deri-
vaci. ‘

Skuteénsé, méjme libovolny prvek x ¢ X a polozme v = Hz. Snadno se zjisti,
%e pro viechna j (0 < j < v) existuje spojita derivace u() a spliiuje rovnost

oi
uN(8) = f(ﬁ h(s, t)) z(t) dt ,
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tak¥e dostdvdame odhad |u®| < (b — a) M{’|z|. UZijeme-li hofeniho odhadu
(H — Hy) u pro uw = Hz, dostaneme

(H — Ho) He| < u(b — a) = (;’) M) MP|x| .
j=0

Vidime tedy, Ze pro ¢&islo w, v&t (2,5) a (2,6)méame odhad
o, = |(J — ZK)AH| <
< 21 4 A} — a) M|T| ) ud — a) & (;’) MO M-
i=0

JestliZze také prvek y mé spojité derivace az do fadu » véetné, miZeme snadno
provést iodhad &isla p véty (2,6). Je

p = | — 2K) o] < [a] 2] |G — Ho o] < 4] 210 Z (7)ot g

(3,4) Necht nyni X jest Hilberttv prostor, piislusny intervalu {a, b). Méjme
mé¥itelnou funkei A(s, t), definovanou na &tverci @ < s, ¢ < b (aZ na mnoZinu
nulové miry) a takovou, Ze

[h3(s, t) ds dt < oo .
D4 se potom dokézati toto:
Je-li z libovolny prvek prostoru X, potom pro skoro vSechna s e {a, b) exis-
tuje integral
y(s) = [h(s, t) (t) dt ,
a pro vzniklou funkei y je
Jy2(s)ds < o0

Zobrazeni H prostoru X do X, definované vztahem y = Hz, je linearni ope-
rator vlastnosti F.
Méjme nyni n-dimensiondlni podprostor X c X s ortonormalni basi €1 +evs Ene

Necht P znamena ortogonalni projekei X na X. Potom, jak znamo, pro kazdé
2z e X prvek Pz jest nejlepsi aproximaci prvku z pomoci prvka prostoru X.
Oznaéme '

hy(s, t) = 21%' ei(s) [h(s, t) e;(s) ds .
i=1

Je pak ihned patrno, Ze operator PK jest vytvofen jadrem h,(s, t). Jestlize
zeX a x= Zéieie)f spliiuji rovnost PKz = PKx, znamena to, jak ihned
patrno, splnéni rovnosti
& — AZhu & = (x, ) — A[h(s, t) e;(s) x(¢) ds dt ,
kdez
ha = [h(s, t) es(s) ex(t) ds dt .
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Existence operatoru W inversniho k operatoru PK ¢ E (5( ) je tedy ekvivalentni
tomu, aby matice 7' = (d;;, — Ah;) méla inversni. Dostdvame potom odhad

3 = (£ < |71, |PK] Je]
Tim jest odhgdnuta norma operatoru WPK na prostoru X. Mame tedy
|WPK| < |T-Y, lPK]
Odhadnéme jesté vzdalenost ¢ 6pera’mtoru H od X. Protoze pro kaidé ze X
prvek Pz je nejlepsi aproximaci prvku z pomoci prvka prostoru X, je
e= |H— PH| < [(h(s, t) — hy(s, t))>ds dt .
Odhad chyby pii této methodé dostaneme potom z vét (2,3) resp. (2,4).
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NHTEIPAJIBHBIX YPABHEHUN

Brnacrumna Iltak (Vlastimil Ptak), IIpara.

(Tocrynuao B pegaruymio 29/X 1954 r.)

Hacrosamas pa6ora onupaerca Ha patory JI. B. Kanroposuua [1]. Ona cra-
BuT cebe mesiblo paspaboTaTh ¢ MCIOTL30BAaHMEM MeTO/[0B (yHKIMOHAIBHOTO
aHaaM3a obLIyl0 cXeMy, KOTOPYI0 MOXHO NPUMEHMTb K OIleHKe OIIMOKH pas-
JMYHHX TPMGIMeHHEIX METO/IOB PelleHds MHTeIpPAIbHEX ypasHemmit. Cyu-
HOCTb METOAa BaKIIOYaeTcs B TOM, 9T0 HApsARy ¢ mpocrpacrBom Banaxa X,
B KOTOPOM HYKHO pelnTh ypaBHenne Az = y, paccMaTpuBaeTcs HOANPOCTPaH-

crBo X C X, s ROTOpOM penraercs IpubIumReHHO ypasHexue PAx = Py, rae

P — npoexmua X Ha X. Barem IPOMBBOSIUTCS OlICHKA PaBHOCTH MeK/Y TOYHEIM
pellleHMeM ¥ U HPUGANAEHHEM pelleHueM &.
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Summary

ERROR ESTIMATES OF APPROXIMATE SOLUTIONS
OF INTEGRAL EQUATIONS

VLASTIMIL PTAK, Praha.
(Received October 29, 1954.)

The starting point of the present investigations is the paper of L. V. KanTo-
ROVITCH [1]. Methods of Functional Analysis are applied to build up a general
schema which may be used to estimate the error of different approximate
methods of solution of integral equations. If X is a Banach space where an

equation 4o = y is to be solved, we consider a subspace X c X and the appro-

ximate equation PAz = Py, P being a projection of X on X. A method is
developed to obtain an estimate of the difference between the exact solution z
and the approximate solution z.
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