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éasopis pro péstovani matematiky, ro€. 86 (1961), Praha

POZNAMKA O MNOZINACH, JEJICHZ CHARAKTERISTICKA
FUNKCE MA ZA PARCIALNI DERIVACI ZOBECNENOU MIRU

Joser KRAL, Praha
. (Doslo dne 17. listopadu 1959)

Pro 4c E‘ ozna&mc symbolcm %4 charakteristickou funkci mnoZiny
0
A«‘_Je-h mnoiim A mefitelnd a. Je-h moZno distributivni derivaci a—- 24(2)

: z&q‘t:oimt ve smyslu obvyklém v teorii distribuci — s jistou iplné koneé-
"' non mirou, pak symbolem || 4||; oznatime totalni variaci této miry na E,;
pro ostatni mmoZiny 4 — E,, definujeme ||A4]; = 4 c0. Systém vSech
méfitelnych mnoZin 4 < E,, pron&Z | 4|; < + o, oznatime &;. V tomto
&lanku jsou vySetfeny n&které vlastnosti mnoZin ze systému ®;. Je odvozena
véta o vypoltu || 4|]; pro libovolnou métitelnou mnoZinu A. Déle je uké-
zéno, jak lze ke kaZdym dvéma disjunktnim otevienym podmnoZinim
G, G? prostoru E,, konstruovat mnoZinu B(G1, G?) = B typu F, tak, %e
G'<« Bc E, —G?a%e |...||; nabyvi na B svého minima ve tfidé vSech
_mé&fitelnych mnoZin 4 splitujicich inkluse G! < 4 = E,, — G2. Tyto vy-
‘sledky miaji nékteré aplikace v teorii Lebesgueova povrchu.

enf. Je-lim > 1 a { e E,, pak {; je i-t4 soufadnice bodu {; piSeme |{] =
= (Zi;iz)* Nosi¢em S, funkce f definované na E, rozumime uzivér mnoZiny

E[{, ¢ eE,,,,f(f) # 0]. Symbolem 9,, oznatime systém viech funkci na E,, s kom-

p&ktmm nosidem, které maji spojité parcidlni derivace viech radd. 2% je podsystém

h funkci f € 2, pro n& max |f({)| < 1. Je-li f funkce na E;, pak var (f; {a, b>)
LeEm

je jejf variace na intervalu (a, b). PoloZime jesté var (f; E;) = lim var (f; <a, b)).

a—+—o

Vnitfek mnoZiny M c E,, znatime M°. bt

Pozndmka. (Dopinéno dne 7. prosince 1960.) Hlavni vysledky &édnku jsou obsaZeny v od-
stavcich 19, 23, 25 a 26. K jejich odvozeni je zapotiebi fady jednoduchych lemmat, z nichZ ng&-
kterd jsou obsaZena ve zndmych obecn&jSich vétich. Odkazy na odpovidajici literaturu (ktera .

. byla vétSinou autoru dostupna teprve kdyZ byl &ldnek jiz odevzdin do tisku) nalezne &tenady
v poznamkich k odst. 7, 11, 18, 26.
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2. Definice. Bud G oteviend mnoZina v E,, a bud f lokaln& integrovatelnd funkce
na G (to znamené, Ze f je integrovatelnd na kaZdé kompaktni podmnoZing v G).
Jestlize m > 1, pak definujeme proi = 1,...,m

V(f; G) = supj f(©) 6;}(5) d¢,

kde he 93, S, < G.
V pfipadé m =1 poloZime

V(f;G)=sup'[ f(c)‘ﬂf@dc, he?i, S,<=G.
B oJe d¢

Misto V{(f; E,), V(f; E,) piSeme prost& V{(f), V(f).

3. Definice. Bud u funkce (kterd miZe nabyvat i nekonetnych hodnot) kompakt-
niho intervalu v E,. Rekneme, %¢ p je subaditivni, kdyz u(K,) + u(K,) = u(K),
kdykoli K;, K, jsou nep¥ekryvajici se kompaktni intervaly, jichZ sjednocenim je
interval K. (Do tohoto ptedpokladu je implicite zahrnut poZadavek, aby soudet
vlevo mél smysl.) Budeme fikat, %e p je superaditivni, jestlife — u je subaditivni.
Funkci intervalu, ktera je zarovet superaditivni i subaditivni, nazveme aditivni.

Variaci funkce u rozumime funkci |u| kompaktniho intervalu, jeZ je definovina
predpisem

- Iul(K) = sup Z u(K;)l 5

kde ¢ = {K,, .. K s} probihd viechny konené systémy nepfekryvajicich se kom-
paktnich mtervalﬁ obsaZenych v K.

Poznamka. Bud ¢ neziporna subaditivni funkce a bud 7 superaditivni funkce
kompaktniho intervalu v E,,. Jestlize ¢ < 7, potom je téZ |o] < 7.

4. Lemma. Bud f lokdlné integrovatelnd funkce na E,, a zvolme pevné pr‘"irozéné’
&islo ie{1, m). Definujme funkci v kompaktniho intervalu pFedpisem v(K) =
= V{(f; K°). Pak v je superaditivni funkci intervalu.

Dikaz je snadny.

5. Oznaceni. AZ do konce ¢lanku podrZime nasledujici oznaceni: m je pfirozené
Cislo v&t§ neZ 1, i je pevné pfirozené &islo spliiujici nerovnosti 1 < i < m. Je-li
(€E,_, a nekE,, piSeme [£n] =[&y, .0y o1y 7, iy ovs Em—y]. Hodnotu funkce
f v bod& [£, 7] budeme znalit f(£, n). Je-li My < E,,_y, M, < Ey, pak [My, M,] je
mnoZina viech [¢, n], kde(eM,aneM,.ProM c E, a £€E,_; poloZime

M; = E[n;n€E,,[£,n] e M].

6. Lemma. Nechf g je lokdlné integrovatelnd funkce na E; a definujme funkci
A kompaktniho intervalu v E, predpisem A(I) = [y g({) d{. Pak A je adltwmfunkcz
intervalu a plati |A(I) = [ 19(¢)| d¢ pro kazdy kompakini interval I.
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Dﬁ"kaz Viz [18] véty (6.3), (7 8), (7.9) z kap. IV a vétu (12.1) z kap. IIL.: 4" J

7 Lemma "Bud f omezend borelausky méfitelnd funkce na E,. Oznaé’me pn
pevném & € E,,_; symbolem f, funkci'na E, definovanou pFedpisem fyn) = f(f 1
a pfedpoklddejme, Ze pro kaZdé { € E,,—, je funkce f; spojitd na E,. Je-li u funkce
kompaktniho intervalu v E,, definovand vztahem ;

wK) = [ (f(& b) - f(& a))d¢, [L,<a,b)] =K, ws

\f

pak . RER
T ) =JVar(f=: <a, b)) ¢ |
. I

Dikaz. Definujme funkci intervalu u* p¥edpisem

O CR flf(f, )~ 7 a) e, [ <o B] =K. :

‘( ztil{

Zvolme na okalek: pei'n ‘ Islaaa § b a utvofme funkd A kompaktniho intervali
: 1yl

R S W
fe %‘H {I’) ¥j‘b‘>} ) detuci a'z lemmatu. 6 dostdvime p* < |4, thkk
'v“thé'deni’ k supcradm\nté funkce [u|'a’ subaditivit® funkce u* (viz pozn. k odst. 3)
) s ;
ProtoZe Ip(K)[ S ;z*(K) pro ka%cfﬁ kompaktni interval K, je také |u| < |u*|, cot
spolu s (1) dé,vé rovnost ST . , .
@ B Iﬂ*l = [yl .

. Zvolmefted’ interval ‘K = [I, <a, b)] pevnd ‘a rozdélme pro ka¥dé .n interval
{a, b} na 2" shodnych. &sti délicimi body a ‘= ay'S a] S... S a3. = b. Pak mime -

‘ pro vsechnja n 2 L X
: 2 Jl» 5 o 2 .I». APRERE Pk
O ) 2 D a5>]) j (z f@, @)= e - e o

Jelto f; je spopté na (a, by, plati

i g Zf i Z lf(f, aj) f(f, aj-x)l 7 var (fc’ <a, b))
: { . Sy
pro n - oo. Odtud je patrno, ze var (fg, (a, b)) je borclovsky méfitelnou funkci
promenné ¢nala e ve vztahu (3) je mo¥no provést lxmltni pl‘echod za integraénim
znamenim. ‘Tim dostaneme nerovnost :

@ JF*I(K) 2 0&),
'kde@a’(K) = J',var (s, <a b>) déi OHREE |

. ProtoZe zrejme p"‘(K) = w(K) pro kazdy kompalqtm interval K, je [u*| S w a
yzhledem k (4) tedy |u*| = w.Tato tovnost spolu s (2) dokazuje nade tvrzen.
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Poznamka. Funkce intervalu u*, w, s nimiZ jsme se setkali v prib&hu pfedcho-
ziho dikazu, jsou dileZitym néstrojem pfi vySetfovani Lebesgueova povrchu ne-
parametrickych ploch. Pro specialni p¥ipad m = 2 jsou studovany v [18], §§ 4, 5.
O tzv. Gedcze-Goffmannovych Eislech v souvislosti s Fichera-Goffmannovou va-
riact v m-rozmérném prostoru viz praci Chr. Y. Pauca [17]; tam je téZ uvedena
dalsf literatura k tomuto pfedmétu.

8. Lemma. Necht symboly f, u maji stejny vyznam jako v pFedchozim odstavci
a definujme funkci v kompaktniho intervalu predpisem v(K) = V{(f, K°). Pak
lul £ v.

Diikaz. Zvolme pevné kompaktni interval K = [I, {q, b)], a < b. Utvofme na
E, pro kazdé k > 2/(b — a) funkci hy tak, Ze hy(n) = Opron € E; — <a, b), h(n) = 1
pro nela + 1/k, b — 1/k>, h, je monotonni na intervalech {a,a + 1/k),
(b - 1/k, b) a m4 na E, spojité derivace viech ¥adi. Bud dale g,(¢) (n = 1,2,...)
posloupnost funkei z @2 ..,, kterd mé za limitu charakteristickou funkci intervalu
I°, pfitem? S,, < I° pro viechna n. Potom méme pro viechna n a viechna k >
> 2/(b — a) nerovnost

[ 1z aie) 9—’:—55"—) dédn < W(K).

LY

Odtud dostavame limitnim pfechodem pro n —
r b dh

() ( f f(& ) ——1—2;’1" dn> ¢ £ «(K).
JI a

Zvolme na okamZik £ €I pevnd. Oznalime-li symbolem h charakteristickou funkci
intervalu (a, b), pak (viz [11], véta 150 na str. 424)

b b 1)
© J 1&, n)%@ dn = _{ fi dhy - j fedh = f(& a) — f(&, b).

Je-li ¢ kladn& konstanta ohraniéujici |f| shora, mame déle
b b
dh
[[ 10 20 dnl = |[ sean

Odtud je patrno, Ze v integrélu na levé stran& vztahu (5) 1ze provést limitni pfechod
pro k —» o za prvnim integratnim znamenim, &imZ dostaneme vzhledem k (6)
- u(K) £ v(K). Zamé&nime-li v pfedchozi ivaze viechny funkce g, za — g,, zjistime,
%e p(K) < ¥(K). Vidime, Ze |u(K)| £ v(K) pro kaXdy kompaktni interval K. Odtud
plyne podle lemmatu 4 (viz té% pozndmku k odst. 3) nerovnost

ul £ v.

9. Lemma. Bud f lokdlné& integrovatelnd funkce na E,. Pak pro libovolnd a < b
plat!

(7 V(f; (a, b)) < var (f; <a, b)) .

< cvar (h; <a, b)) = 2¢.
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Je:li fspojitd' na Ey, pak v pFedchozim vztahu plati rovnost. ;»‘g

Dﬁkaz Nerovnost (7) je zfejmé, kdy? a = b nebo var 5 <a, b)) = +%
BucI tedy a < b, var (f; {a, b)) < + o a zvolme libovoln& g € D} tak, % S c
c (a, b) Pak

f JOEL dg(n) a7 = - f g(,,) df(n) < var (f, <a, b). * 1

7

_ Odtud Je patrno ze plan (7) LA
Predpokladejme nyni, e f je spojitd na E, a sestrojme pro k > 2/(b — a) funkce E

hy stejnc Jako v dikazu k pfedchozimu odstavci. Pak

+ (f(8) - @) = nmj f<n>( £ —”-@) dn S V{fi (@ b))

kdykoli a < b takie také var ( f, (a, b)) = V( f (a, b)). Tato nerovnost spolu s(7)

dokazuje nase tvrzem. Ay
:»,‘e;u,w,m '

1 Lemma. Necht f je omezend bbrelovsky méFitelnd funkce na E, a nechf
funkce fe (viz odst. 7) je spoptd na E1 pro ka#dé ¢ € E,,.- Pak V(fy)je mé'ritelnou
funkcz’ proménné & na E} Dlg veen _

V) = L V() de .

' Ditkaz. Bud X, (resp. I,,) m-rozmérné (resp (m ~ 1)-rozmé&mna) krychle o stredu
v pottku a strang 2n, Z lemmat 7-9 dostévéme, te V(fe (— n,n)) je méhtelnou
' funkci promEnné & na I a

® . j m(—n )6 5 ViR

...ms-.:

Opatn4 “nerovnost je zfejmé v  pipadé [ V(fes (_ n,m))dé = + 0. Bud tody
f:,. Wfe (— n, n)) d¢ < +'&, tak¥e specidlng

< Vfs (= m) = var (fys (= mymd) < + @
pro skoro v§echna .f eI Zvolme he 9‘ tak, aby Sy K?- Pak

YL

f(€) = j (j fe()—f“@d")df

J fir) L) d”‘(”) dn = -J hco,) 8 (n) 5 var (fei <= m, m))
pro ‘skgro .vSechna. ée,I,,” takZe_

7028 4 < '[ ar (fis <= mny) de = [ V(e (= m,m)) &
K2 a¢ JEar e T

3
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ProtoZe funkce h s uvedenymi vlastnostmi byla zvolena zcela libovolng, dostdvame
odtud nerovnost opaénou k (8). Vidime, tedy, Ze

V(S KO) = j V(fis (= m, n)) dé .

Odtud plyne naSe tvrzeni limitnim pfechodem pro n — .

11. Lemma. Nechf f je omezend méfitelnd funkce na E,,. Pak V(fy) je méFitelnou
funkci proménné & na E,,_, a
©) Vif) = V(fe) d€ .

Em-1

Dikaz. Je-li g omezend borelovsky méfitelna funkce na E,, takova, Ze f =g
skoro viude, je V(f) = Vi(g). Pro skoro viechna ¢€E,_, je f; = g, skoro viu-
de na E,, tak¥e také V(f;) = V(g,). Odtud je patrno, Ze vztah (9) stadi dok4zat
za pfedpokladu, Ze f je omezend a borelovsky méfitelnd.

Necht tedy tento pfedpoklad je splnén. Umluvme se je§té na nésledujicim oznadeni.
Je-li g omezena borelovsky méfitelna funkce na E,, a ¢ > 0, pak g° je funkce defino-
vana predpisem

1(* .
g, m) = EJ g(én+0)dd((€E,—(,nEE,).
-8
Snadno se zjisti, Ze g° je op&t borelovsky méfitelnd funkce, jeZ je v absolutni hodnotd
omezena konstantou sup |g({)l, { € E,,. Mimo to pfi pevném ¢ €E,_; je g%(¢&, ) =

= g§(n) spojitou funkci prom&nné n na E,. Za tohoto oznaleni dostivime podle
lemmatu 10

(10) viry = v
' Em-1
Poznamenejme jesté, Ze pro he @, plati

f £e(¢) 20 agg) a=[ 50 a’;’éf) at

(dtkaz tohoto vztahu p¥enechdvame étenéh). ProtoZe pro he 2, je opét h'e 2},
je pro ka¥dé he @,

[ r0%0a | 0% 8ar< v,
takZe "

(11) V;(f‘) s V,(f) §>0.
Bud M mno#ina viech { € E,,, pro n&% hm f‘(() f(©). PHi pevném & € E,,_ je, Jak

mémo, lim f*(& 1) = f(& n) pro skoro v§echna n € Ey, takZe mnoZina (E, — M),
&0+
je nulova. Jezto M je méfitelnd mnoZina, plyne odtud podle Fubiniovy véty, Ze E, —

183



-M 1mé. miru 0. ProtoZe funkce f* jsou mimo to stejn& omezené, mame pro kadé
he2,

f 10) ah(c) at = lim f 0 ‘”‘(C)dcghm inf V,(f9),

6~0+

coZ spolu s nerovnosti (11) dava
(12) lim Vi(f*) = V{(f).

820+

Z podobnych divodi plati pro € E,, _,
lim V(1) = V(f).-

ProtoZe z lemmatu 10 uZ vime, % V(f;) (¢ > 0) jsou mé&fitelné funkce proménné
¢, plati totéZ i o funkci V(f,) a

09 | vAesimie| Ve iz(0) -

Em-1

 tim i V() = vz (12) = ¥()-
Pro h e 92 je viak

f 0%u-] ([ ) 2 gy 5 | e,

e

vns| v

) Em-1
Tato nerovnost spolu s (13) dava vztah (9).

Poznimka. Pfedchozi lemma by bylo moZno dokézat také pro libovolné lokélng
mtegrovatelné funkce. Jeliko¥ v dal$im j je hodlame aplikovat jen na p¥ipad, kdy f je
charakteristickd funkce méfitelné mno¥iny, je uvedena formulace pro nase ulely
postadujici. Poznamenejme, Ze obecnéjsl vy¥etfovani lokalné integrovatelnych funkei
f, pronéZ Df je mira, kde D je linearni diferencidlni operator s konstantnimi koefi-
cienty pisobici jen na ngkteré z proménnych, provedl K. KRICKEBERG v praci [13].
Pro specialni volbu operatori D = 9/0x; ukéazal v kap. 5, Ze funkce, jejichZ prvni
parcidlni derivace jsou miry, splyvajici s funkcemi majicimi koneénou variaci ve
smyslu ToNeLL1ho a L. Cesartho.?) Z vysledkd [13] by bylo rovn&Z moZno odvodit
vy3e uvedené lemma a% na tu jeho &ést, kterd zaruduje méfitelnost V(f,) i v p¥ipads
V{f) = + . Vétu charakterisujici distribuce jejichZ prvni parcidln{ derivace jsou
miry ohlasil H. FEDERER v [5]. Omezené borelovsky méfitelné funkce f, pro nd

1) BohuZel, pfislusné price L. Cesariho, G. Ficuera a C. GorrmMaNa byly autoru tohoto
&l4nku nedostupné. Dal§i odkazy nalezne &tend¥ v pracich [13], [17].
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Z V,( f) < 4 oo, splyvaji s funkcemi majicimi zobecnény gradient ve smyslu E. DE
i=1

Giorgtho [2]. Z hlediska L. C. YouNGovy teorie zobecn&nych ploch studoval
funkce se zobecnénym gradientem W. H. FLEMING v [7]. Dal§i vysledky o t¥chto
funkcich ohlasil ty% autor v [8]. Srovnani De Giorgiho teorie s teorii G. FICHERA')
provedl CHR. Y. PAuc v [16], [17]. V [17] Chr. Y. Pauc ukézal, Ze po modifikaci
Ficherovy definice omezenim intervalovych délenf na ,,pfipustna déleni ve smyslu
C. Gorrmana') je Ficherova teorie ekvivalentn s teorii E. De Giorgiho.

12. Lemma. Bud F linedrni funkciondl na prostoru 2, a predpoklddejme, Ze
+ o > ||F| = sup F(h), h € @}. Pak existuje na E, funkce g tak, Ze var (g; E{) =

h

= |F| a Ze plat{

(14 F(h)=Lhdg, hed, .

Dikaz. Oznalme symbolem F, linedrni funkcional, jenZ vznikne omezenim
linedrniho funkciondlu F na prostor @,, viech he 9D,, pro n& S, < (- n,n).
Podle Hahn-Banachovy véty je moZno funkcional F, rozgifit se zachovanim normy
na prostor C ({— n, n)) viech spojitych funkcf na {— n, n). Podle Rieszovy véty
existuje na {— n, n) funkce g, takova, Ze var (g,; {— n,n)) = |F,lla [Z, hdg, =
= F,(h) = F(h) pro kadé h € 2,,. PoZadujeme-li jeits, aby g,(0) = 0 a aby g, byla
zleva spojita v ka?dém bodé intervalu (— n, n), je funkce g, na (— n, n) jednoznatng
stanovena, tak¥e gy(n) = g,(n) pro n € (— n, n) a viechna k = n. Funkce g, urduji
pak zfejmym zpdsobem funkci g na E,. Snadno nahlédneme, Ze

var (g; E,) = lim [[F,| = |[F|

a Ze plati (14).
Poznamka. Pfedchozi lemma je obsaZeno ve zndmych obecn&jiich vétach teorie
distribuci; viz napt. [10], kap. II, § 4.

13. Lemma. Bud [ lokdiné integrovatelnd funkce na E; a pfedpoklddejme, Ze

pro ka*dé he 2, je-f I(n) g—:}(ﬂdn = 0. Pak existuje konstanta c¢ tak, Ze -
Eq n
I(n) = ¢ pro skoro vSechna neE,.

Dikaz. Na§ pfedpoklad znamena, Ze distribuce dil je nulova. Z teorie distribuci
n
(viz napt. [9], kap. I, § 2, odst. 6 a [10], kap. II, § 1, odst. 5) plyne, Ze lje — aZna
mnoZinu miry 0 — rovna konstant€.

14. Lemma. Bud f lokdiné integrovatelnd funkce na E, a pi’edpokld:iejme, Ze
V(f) < + . Pak existuje na E, funkce f takovd, Ze var (f; E,) = V(f) a f=f
skoro viude. '
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Dikaz. Definujme na 2, funkcionil F pfedpisem
.\ dh
Fy = | £y P gy
Ey drl

Vzhledem k naSemu predpokladu je ||F| = V( f) < + oo, takZe podle lemmatu 12
existuje funkce g takova, Ze

var (g; E5) = V(/)

F@) = L h(n) dg(n) = — L g(n) %’Q dn

pro viechna h € 9,. Z lemmatu 13 dostavame, Ze pro vhodnou konstantu ¢ je f(n) +
+ g(n) = c skoro viude na E,. Vidime, Ze sta&f poloZit f = ¢ — g.

15. Definice. Bud 4 méfitelnd mnoZina v E;. Bod a e E; nazveme eAd-bodem,
kdyZ kaZdy otevieny interval obsahujici qu a ma prinik kladné miry s obéma
mnoZinami 4, E; — A. Podet viech e4-bodf oznatime symbolem &(4) (0 < &(4) <
£ + o). .

16. Lemma, Bud I jednorozmérny interval a bud A méFitelnd mnofina v El;

Maji-li.obé mnofiny A A I, (Ey — A) n I kladnou miru, pak interval I° obsahuje
aspori jeden eA-bod.

Dtikaz. Zfejmé& mifeme hned pfedpokladat, 7e I = I°. Dejme tomti, tvrzeni |

neplati a pfifadme kaZdému n €I otevieny interval U(n) tak, Ze n € U(n) = I a U(y)
mé primik miry O s n€kterou z mnoZin A4, E; — A. Necht U, (resp. U,) je sjednoceni
t&h U(n) (y €I), jeZ maji nulovy prinik s A (resp. s E; — A). Pak U, VU, =1
a snadno zjistime, Ze Uy n U, = 0. ProtoZe za naseho pfedpokladu U + 0 + U,,
dostavame spor se souvislosti intervalu I.
17. Lemma. Bud f charakteristickd funkce mé¥Fitelné mnoZiny A < E,. Pa
V(f) = o(4). ~
Diikaz. Nejprve dokadZeme nerovnost '
- (19) &{4) < ¥(f).
'.I'ato DCTOVT}OSUCZ?CJ.HI@ kdyZ ¥(f) = + co. Bud tedy V(f) < + . Necht a’, ..., a®
Jsou navzjem rizné e4-body a mechf I, 1 jsou navzijem disjunktni oteviené
intervaly takové, Ze o’ ey (1 £J = P)- Je-li f funkee s viastnostmi z lemmatu 14,
pak f nabyva v kaZdém intervalu I; 0bou hodnot 0, 1, tak¥e V(f) = var (f; E') = p.
Odtud je patrno, Ze plati (15). Nerovnogt ' -
(19 Y0) 5 o4)
je zfejmi v'pﬁpadf, 84) = + 0. Buq yoqy &(4) < + o a necht a' < ... < a?
(p = &(4)) jsou viechny ed-body. Pologimedi a° = — ®, a**! = + o0, pak

vzhledem k lemmatu 16 Z4dny interval (ai~1 g0y (1 < j_ < p + 1) nemtZe mit prinik
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kladné miry s obéma mnoZinami 4, E; — A. Definujme na E, funkci g nésledujicim
zpisobem. M4-li interval (a’~*, a’) prinik kladné miry s 4 (resp. s E; — 4), po-
lozime g(n) = 1 (resp. g(n) = 0) pro viechna kone&nd # spliiujici nerovnost a’~* <
<n=d(j=1,...,p + 1). ProtoZe a’ je eA-bod, nabyvé funkee g réiznych hodnot
na intervalech (a’™,d’) a (a’, a’™!) (1 £j < p), takZe var(g; E;) = p = ¢(A).
Pfitom f =g skoro viude, takZe V(f) = V(g) < var(g; E;) = ¢(4). Tim je do-
kazana nerovnost (16), jeZ spolu s (15) davé nase tvrzeni.

18. Definice. Je-li A méfitelnd mnoZina v E,,, definujeme
I14l; = V(f) (i=1...m),

kde f je charakteristickd funkce mnoZiny A. Systém vSech méfitelnych mnoZin
A < E,, pro néZ |All; < + o, oznadime symbolem &;.

Poznidmka. Ze znamych vét o vyjadfeni funkcionalu integralem lze odvodit, Ze
®; je pravé systém viech méfitelnych podmnoZin v E,, jejichz charakteristickd
funkce mé za distributivni parcidlni derivaci podle i-té promé&nné jistou uplné& ko-
necnou zobecnénou miru. Vlastnosti systémt &; a (| &; = & byly z riiznyeh hle-

i=1
disek studovany E. DE GiorGim [2], [4] a J. Makikem [15]; viz téZz [4], [14].
Dalsi vysledky v tomto sméru patfi H. FEDERERoVI [6], W. H. FLEMINGovi [8] a
K. KrickeBerGovi [13]. Viz téZ pozn. k odst. 11, 19.

19. Véta. Bud A méFitelnd mnoZina v E, a podrime oznaleni z odst. 5. Pak
&(A) je méFitelnou funkci proménné & na E,,_, a

141, =j o(4,) dE .
Em-1

Dikaz. Tato v&ta plyne ihned z lemmatu 17 a z lemmatu 11.

Poznidmka. Pro omezené mnoZiny plyne tato véta z vysledkd J. Mafika (viz
[15], véta 33 na str. 545 a véta 20 na str. 535—536), odvozenych jinym postupem.
MnozZiny, jejichZ? hranice ma m-rozmérnou Lebesgueovu miru 0, vySetfoval K.
Krickeberg v [13], kap. 7.

20. Oznaleni. V daliim jsou stile G', G* oteviené disjunktni mno¥iny v E,,
S=E,-(G'u G

Odvodime nyni nékolik v&t majicich aplikace v teorii Lebesgueova povrchu uza-
vienych ploch.

21. Lemma. Je-li (€E,_, a S¢+ @+ E, — S, oznalime symbolem &(&)
systém viech komponent mnoZiny Sy; pro ostatni £ € E,_; bud &(&) = 6. Necht
M) je systém vSech komponent c € &(€), k nim# existuje otevreny interval I = ¢
tak, %e I n Gi = 0. Bud ddle M} sjednoceni viech komponent ze systému I (£)
a bud M* mno%ina viech bodii [£,1], kde £ € E,,_, aneMj (k = 1,2). Pak M*, M?
Jjsou disjunktni mnoZiny typu F,.
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Diikaz. Snadno lze zjistit, Ze (&) NM*(¢) = O pro kazdé ¢ €E,_,, takie
také M! A M? = 0. Stadi tedy zfejmé& dokazat, Ye M* je typu F,. Je-li ¢ > 0, bud
L2 (k) (resp. L%, (k)) mnoZina viech bod[£, n] € S, pro n&% (n — & 1) < (E, — G*)
(vesp. (n, 1 + &) < (B, — G¥);); déle bud L? (resp. LT) mnoZina bodd [£, 7], pro
n&% (— o0, 1) < Sg (vesp. <n, + ) = S;). MnoZiny L% (k), L (k) L2, L% jsou uza-
vfené. MnoZiny K® = Li(1) — L% (2) K% = Li(1) — L%(2) jsou tedy typu: F,,
stejné jako mnoZiny K_ = UK2, = U K% (e probih4 viechna kladna racionélni

e 4
&isla). UkazZeme, Ze
(17) M'=(K_nK)U(K_-_nK)U(L2nK,).

Bud tedy [£,1] € M' a ozna¥me symbolem c tu komponentu z &(¢), kterd obsa-
huje bod 5. Pfedpokladejme nejprve, Ze ¢ je omezeni. Podle definice mnoZiny
M?* existuje otevieny interval I o ¢ tak, e I n G = (. MiYeme zfejmé predpoklé-
dat, e koncové body intervalu I maji tvar 7 — &, n + &,, kde ¢, &, jsou kladné

raciondlni &sla. Médme pak (podotykéme, Ze mnoZina G; je oteviend, takZe je nutne
dls_;unktm i s uzévérem intervalu I)

(18) : <'1”‘31,11>0G;—¢—<n,n+az>mG,:

Na druhé strang neni mo¥né, aby bylo (7 — &, N G‘§ = 0 (pak by totiZ bylo
$n — &, n) = Sy, < — &, 1> < ¢) mebo {1, 1 + &,) N G = 0, takze

(19) <n— g, >ﬁGg=i=@=§=<n,n+az>nG¢
Podle (18), (19) je tedy
[f,rl]e(L”(l) IR A (L2(1) — L2(Q) = K_ K, .

Ctené¥ sim snadno oV, Ze[&,n]e LT 0 K_ (resp. [¢,n] € L n K,,) v piipads,
Ze mnoﬁma ¢ neni omezena shora (resp. zdola); tim je dokazéna inkluse

@) o Mre (K A K;,) v (K A L°°) U (L2 nK,).
Nym dok:éhme mldusa o
(1) . K_nK,cM.

Bud tedy [£, 7] eK_ 0 K+ Pak existuji kladna racionélni &isla ,, ¢, tak, e [¢, n] €
€ K% n K%, coZ adi, Ze plati vztahy (18), (19). Je-li {a, b) komponenta mnoZiny
S, ktera obsahuje bod #, pak z (19) je patrno, ¥e § — &; < a < b < 7 + &,, co¥
spolu s (18) znamen4, e [£, ] e M. Analogicky se ové inkluse K_ n LY = M?,
L2 n K, = M*, kieré spolu s (21) a (20) d4vaji vztah (17). Jefto mno¥iny na pravé
strané rovnosti (17) jsou vesm&s typu F,, plati totéZ i o mnoZin& M™.

22. Lemma. Bud ¢ € E,,_, a polofme
N = &) — (@) V)
188



(viz 21). Je-li I jednorozmérny interval takovy, Ze
InG;+0+I1nGE,

pak I obsahuje aspori jednu komponentu ze systému N(E).

Dikaz. MiZeme zfejm€ pfedpokladat, Ze jeden koncovy bod intervalu I patii
do G} a'druhy do Gf. Af pro urditost potatetni bod a intervalu I le#i v G; a koncovy
bod b tého? intervalu leZi v G. Bud E mnoZina viech bodd 1 e(a, b), pro n&k

{a,n) n G} = 0. Necht 7, je supremum mnoZiny E; zfejm& 5, €S, a <y, < b.
Je-li ¢ komponenta mnoZiny S; obsahujici bod #,, pak ¢ = (a, b), ¢ € N(&).

23. Véta. Oznaéme pro &€ E,,_, symbolem n(¢; G*, G*) = n(€) podet komponent
ze systému N(&) (viz 22). Pak funkce n(&) je méFitelnd na E,,_, a pro kaZdou mé-
Fitelnou mnoZinu A splriujict inkluse

(22) G'c A< E, — G*
plati ‘

23) ¢(4g) 2 n(¢)
pro skoro vechna & € E,,_,. Polofime-li B = G' U M? (viz 21), pak B je typu F,,
(24) G'cBcE, -G

a

(29) &(By) = (%)
pro skoro vsechna®) € E,,_;.
Disledek. Jest

181, = j (8) d¢
Em-1

a pro kaZdou méfitelnou mnoZinu A spliujici inkluse (22) plati |A|; = |B|;-

Diikaz. Necht A spliiuje pfedpoklady uvedené v tvrzeni a bud e E,_, tak
voleno, e mnoZna A4, je m&fitelnd. Nerovnost (23) je zfejma, kdyZ n(¢) = 0. Bud
tedy n(£) > 0 a zvolme libovolné piirozené &slo g < n(€). Necht cy, ..., ¢, jsou
navziajem ridzné komponenty z SR(E) a pfifadme kazdé komponent® c, otevieny
interval Iy, > ¢, tak, aby intervaly I, ..., I, byly navzijem disjunktni. Podle definice
systému SJt(é) jsou mnoZiny Gé NI, G§ N I, neprazdné, takZe mnoZiny A; NI,
{(E;, — 49 n I, (1 £ k £ g) maji kladnou jednorozmémou miru. Z lemmatu 16
plyne, Ze kazdy interval I, obsahuje aspofi jeden ed,-bod, takZe g(4;) = gq. ProtoZe
g bylo libovolné ptirozené &islo spiiujici nerovnost g < =(£), plati (23).

Zaménime-li v (23) 4 za B ,vidime, Ze (25) plati, jestlize n(¢) = + co. Bud tedy
(€)= n < + o a mnecht ¢, ..., c, jsou viechny komponenty ze systému (¢).

2) Rovnost (25) plati dokonce pro viechna & € E,, {; tento fakt vSak nebudeme nikde po-
tfebovat.
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Poznamenejme, Ze vSechny intervaly ¢, jsou kompaktni. Kdyby totiZ bylo napf.
(— o0, a) e N(&), obsahoval by kazdy interval (a, a + &) (6 > 0) body obou mno-
Zin Gj i G} atedy — podle lemmatu 22 — také n¢kterou komponentu z N(¢); to by

~

viak znamenalo, ¢ n = n(&) = + oo0. Je-li I sty¥ny interval mnoZiny U ¢, pak

I neobsahuje ¥4dnou komponentu z N(¢) a podle lemmatu 22 je bud o
(26) Ginl=090,

nebo

(27) GinI=0.

V piipadg (26) je I = E; — B, v piipadg (27) je I = B,. ProtoZe ¢, € N(), je ze dvou
styénych intervald mnoZiny U ¢, pfiléhajicich k ¢, jeden obsaZen v B, a druhy
k=1

v E; — B;. Podle definice mnoZiny B je mimo to ¢, = E; — B,. Vidime, Ze pravé
jeden z koncovych bodii komponenty ¢, je eB,-bodem, takZe pocet vSech eB-bodi
je roven =. Tim je ditkaz rovnosti (25) dokon&en.

ProtoZe B je méfitelnd mnoZina (viz 21), je funkce &(B;) a tedy i n(¢) méfitelnd
(viz 19). | 1

24. Lemma. Jsou-li a < b redlnd ¢isla, oznaéme symbolem S, , mnoZinu vSech
C€E,_4, proné S, o {a, b)> a poloZme

Sa’b = [Sa,b: (a: b)]

(viz 5). Bud ddle :
s*=U S** (a, b raciondlni, a < b).

Pak mnoZina S* c S je typu F, a [£,n] € S* prdvé tehdy, kdyZ n je vnitinim
bodem mnoZiny S,.

Dikaz tohoto tvrzeni je moZno pfenechat Gtenafi.

25. Véta. Jestlize
(28 16 + 1G%|; < + w0
pak mnoZina S'— S* md (m-rozmérnou) miru nula.

Dikaz. Zvolme pevné {€E,_; a pfedpokladejme, Ze (S — S*)§ ma kladnou
jednorozmérnou miru. (Podotykame, Ze vzhledem k lemmatu 24 je mnoZina S — S*
borelovska.) Jak plyne z véty (10.2) v [18], str. 129, existuje mnozina E = (S — S*);
kladné jednorozmérné miry tak, Ze pro kaZdé n € E a kazdé § > O je mira mnoZiny
(n — 8,1 + 8) n (S — S*); kladn4. ProtoZe 7 je hraniénim bodem mnoZiny S;, je
mnoZina '

(Ey —=S)n(n—=6,1+8)=(Gin(n—56n+8)V(Gn(n—35n+9)

neprazdni a méa tedy rovn&Z kladnou miru (nebof je oteviena). Odtud je patrno, Ze
ka?dy bod 7 € E je bud eGj-bodem nebo eGZ-bodem. JeZto E mé kladnou miru, je
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oviem &(G;) + &GZ) = + . Z predpokladu (28) viak plyne, Ze &(G) + &(G?) <
< + oo pro skoro viechna ¢ € E,,_, (viz 19), takZe také (S — S*), m4 miru O pro
skoro vSechna £ €E,,_,. :

26. Véta. Nech? mnoZina S md kladnou miru. Pak existuje uzavfend mnoZina
S* < S tak, Ze pro A = G' U S* je |A]; = + .

Disledek. K tomu, aby pro kaZdou méfitelnou mnoZinu A spliiujict inkluse
(22) bylo |All; < + o, je rutno a stact, aby bylo |B|; < + © a aby mira
mnoZiny S byla rovna 0.

Dikaz. Jeli [|[G'|; = + oo (resp. |G*|; = + o0), stadi polozit S* = @ (resp.
S” = S). Necht tedy plati (28). Podle v&ty 25 m4 mnoZina S* kladnou miru, takZe
pro vhodna racionélni @ < b ma rovn&# mnoZina S*” (viz 24) kladnou miru. Po-
loZme pro n = 0

b—a’ b,,=a,,+b—a

2n+2 "
Pak a =a, < by < ... <a,<b,<...amnoZina

F=( go Caw BY) U (b}

je uzaviend v E,. MnoZina S* = [, ;, F] (viz 24 a 25) je tedy uzaviena v E,,, S* < S.
Polozime-li A = G' U S*, pak pro £ € S, , jekaZdy bod b, (n = 0, 1, ...) ed,-bodem,
takZe &(4;) = + . JeZto S,, mé kladnou (m — 1)-rozm&mou miru, je [|4]; =
= + 0.

Poznimka. (Doplnéno dne 7. prosince 1960.) V dobg, kdy byl tento &ldnek v tisku, vysla
prace W. H. FLemiNGa [20], kde jsou odvozeny dalii zajimavé vysledky tykajici se mnoZin ze
systému @& (viz pozn. k odst. 18). V referativnich &asopisech (Math. Rev. 1959, 4792; Ref. Zur.
1959, 8119) se objevily recense prace E. DE GiorGiho [19], v€nované isoperimetrické nerovnosti
ve t¥idé @; tato prace je, bohuZel, dosud nedostupna autoru tohoto ¢ldnku.
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Pe3rome

3AMETKA O MHOXECTBAX, XAPAKTEPUCTUYECKAX
CIDYHKI.II/IH KOTOPBIX MMEET OBOBIEHHVYIO MEPY

B KAYECTBE ITPOM3BOJHON
\

Hoced Kpan (Josef Kral), Ilpara

IIycrs ), o6O3HaYaeT XapaKkTepHCTHYECKYro OyHKIMIO MHOXecTBa A < E,.

CucreMy BCEX M3MEPHMBIX MHOXECTB 4 < E,, ISl KOTOPBIX IIPOU3BOJHYIO ___6);A(x)
' Xy
(moHEMaeMyIo B CMBICJIE TeOpHH OOOOLIEHHBIX (QYHKUUK) MOXKHO OTOXICCTBHTDH
¢ 0600merHoM BIONHE KOHEYHOM Mepoi, OymeM o6o3HauaTh geped &;; mommoe
W3MEHEHMEe COOTBeTCTBYIomEel Mepsl Ha E,, 0603nayuM yepes |4, ITomoxum ewg
|4]l; = + oo mis Bcex u3MepUMBIX MHOXECTB A < E,,, He NPHHALIEKAIIUX K CH-
creme &, Bcmu M < E,, ae E; v ecna mHOXectBa M N I, (E; — M) n I wmeror
TOTOXKHTEILHY0 JIMHSHHYIO BHEITHIOI Mepy UIS KaXIOTO OTKPHITOrO MHTEpBala
I = E;,comepxamero To9Ky a, TO TOYKY a Ha30BéM eM-toukoit. Yucno scex eM-1o-
gex 06o3maumM yepes &(M) (0 < e(M) < + ). 3akpemuM Tenepb HaTypaIbHbIE
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wgena i, m, 1l Sismm> 1. Oua € = [y, ..., En-1] € En—1 ¥ n € E; Banumem

[53 ’7] = [él: ey éi—l, 7[, éia ooy ém—1]-
Ecu A c E, u € E,_y, T0 monaraem A; = {n;n€ Ey, [{,n] e 4}.

Teopema. Ecau A —usmepumoe nodmHoscecmeo 6 E,, mo gynkyus e(Ay) nepemen-
Hozo & usmepuma na E,,_, u

1Al = j 8(4,) dE .
Em-1

Iycts Temeps G', G* — OTKpBITHIE HEMEpeceKarOWUECs NOAMHOXeCTBa B E,,
S=E,—(G'VG*. Ina ¢ € E,,_, o603nauum yepe3 N(E) cucremMy BCeX KOMIIO-
HeHT C MHOXeCTBa Sy, 0BGJANAOLIKX CIEAYIOIMUM CBOMCTBOM:

InG;+0+1nG;

Ins Kaxmoro orkpeiroro umtepsaia I o C. Ilycte ewé IM(E) — cucrema Boex
xommonenT C MHOXeCTBA Sy, I/ KOTOPBIX CYyUIECTBYeT OTKPBITBLA HHTEpBal
I> C, I+ C, uMerowyii nycroe IepeceyeHue ¢ G?. CuMmBoioMm M o6o3HaYuM
MHOXECTBO Beex Todek Bupa [&, n], roe (€ E,_,, ne Ce M) u nonoxum B =
=Gu M.

Teopema. Obosnayum yepes 7(€) (0 < n(€) £ + o) uucao snemenmos cucmemsl
N(&). Toz0a 0aa xamcdozo usmepumozo mHoxcecmea A, z0e

* G'cA4cE, -G,
umeem mecmo Hepasercmeo &(Ay) = n(&), ¢ € E,,_. Mnoowcecmeo B muna F,

u &(By) = n(&), £ € E,_y. Caedosamenvro, () ssasemca usmepumoii @Gynkyuei
nepemennozo &,

131, =f 2(8) d¢
Em-y

U 044 KAHCO020 UIMEPUMO20 MHOJCecmea A, y0osaemeoparowezo coomuouenuro (*),
umeem mecmo uepasercmeo ||Al; = || Bll;.

ITycts, manee, S* —MuoOXecTBO Bcex Touek Buma [€,n], rne £€E,_; u n ecthb
BHYTpPEHHAA TO4Ka MHOXecTBa Sy. Torza umeer mecro

Teopema. Ecau |G|, + ||G*|l; < + 00, mo muoxcecmso S — S* umeem mepy
nyav. Ecau S umeem nosoxcumenvhyro mepy, mo cywecmeyem 3amKHymoe MHO-
ocecmeo F < S max, umo muoxmcecmso G* U F ne npunadaexcum x cucmeme ®,.

OTu pe3ynbTaTHl HAXOLAT HIPUMEHEHHE B TEOPUH JieGeroBoM IIOMIaIH.

193



Summary

NOTE ON SETS WHOSE CHARACTERISTIC FUNCTIONS
'HAVE SIGNED MEASURES FOR THEIR DERIVATIVES

Joser KRAL, Praha

For A < E,, denote by x4 the characteristic function of 4. Let & ; be the system
of all Lebesgue measurable subsets A in E,, for which the derivative dx ,(x)/dx; (taken
in the sense of distribution theory) can be identified with a finite signed measure
over E,; let | A|; denote the variation of the corresponding measure on E,,. Further
put |A]; = + oo for all Lebesgue measurable sets A = E,, not belonging to &,
Fix now the integers i, m withm > 1,1 £ i < m and write [¢, 7] (1€ E(, € E,,_,)
for [£, .0y Eimgs s &y ovvs Em—1]- Given a set A < E,, and a point ¢ € E,,; we put
As={n;nekEy [£ n] e A}. Let now M be a measurable subset in E;. A point
a € E; will be termed an eM-point provided both M n I and (E; — M) n I have
positive linear measure for any open interval I = E, with a € I. The number (possibly
zero or infinite) of all eM-points in E, will be denoted by &(M).

. Theorem. Let A bé a Lebesgue measurable subset in E,. Then &(A,), considered
as a function of the variable £ on E,,_,, is Lebesgue measurable and

14l = f o(4) dE .
Emey -

Let now G', G be disjoint open subsets in E, and put S = E,, — (G* v GY).
Given ¢ € E,,_, we denote by N(&) the system of all components C of S, with the
following property: I N G; & @ = I n G for any open interval I < E; with C = L.
Let M(¢) be the system of all components C of S, for which such an open interval
I < E, can be chosenthat C < I, C +Tand I N G? = (). Further denote by M the
set of all [£, #] with £ € E,,_1,n€ C, CeM(¢) and put B = G* U M.

Theorem. Let (&) stand for the number of elements in W(&). Then &(4y) 2 n(.f)
(& € E,_,) for any Lebesgue measurable set A with
® | G'cAcE, - G.

B is an F,-set and &(By) = n(¢), ¢ € E,,_;. Consequently, n(&) is Lebesgue mea-
surable on E,_y, |Bl; = [5,., ©(€)d(¢) and |Al, Z |Bll; for every Lebesgue
measurable set A with (*).

Denote by S* the set of all [, 1], where ¢ € E,,_ , and 5 belongs to the interior of S,.

Theorem. If |G!||; + |G*|; < + o, then S — S* has (m-dimensional) measure
zero.

Hence it follows easily that there exists a closed set F < S such that G* U F does

not belong to &; whenever S has positive measure. These results have applications
in area theory.
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