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O ADITIVNICH A ISOTONNICH FUNKCIONALECH
: NA USPORADANYCH GRUPACH

(Vytah z referdtu pfednéseného F. Sikem v,,Diskusich o novych pracich brn&nskych matematikii*
dne 31. 10. 1960 v Brnég)

Obsahem referatu je FeSeni dvou problémi: 1. VySetfeni (S4stedng) usporada-
n¥eh abelovskych grup, na nichZ existuje nenulovy aditivni a isotonni funkcional.
2. Jedi H podgrupa uspofadané abelovské grupy (G, H), f aditivni a isotonni funk-
ciondl na H, f =% 0, jest nalézti podminky, za kterych existuje aditivni a isotonni
funkcional F na (G, R) takovy, Ze parcidlni funkce Fy na H je totoZn4 s f. Reseni
problému 2 mé za jednoduchy disledek FeSeni problému 1.

1. Symbolem (G, R) ozna&ujme (aditivng psanou) abelovskou usporddanou grupu,
tj. abelovskou grupu G, v niZ je definovdna podpologrupa R, neobsahujici nulu
(ptipoustime také R = ). MnoZinu R nazyvime uspordddnim grupy G. Uspotadani
R se nazyva linedrni, jestlize plati G = RV — R U 0, a kvasilinedrni, kdyZ pro
mnoZ¥inu G,, viech prvkd nekonetného ¥adu v G plati G, = R U — R. Poznamenej-
me, ¥e pro kaZdé usporadani R grupy G plati RU — R = G,,. MnoZina P viech
uspofadani grupy G, uspofadand pomoci mnoZinové inkluse, obsahuje maximéalni
prvky, které budemé nazyvat maximdlnimi uspofdddnimi. JestliZze pro prvky M,

vrv ’. ~

R e plati M o R, nazveme M rozsifenim uspofadani R a je-li M nadto maximaln{
prvek v 0, maximdlnim rozsifenim uspofadani R. Analogicky se definuje lindrnf
a kvasilinedrni rozsiFeni. _

K tomu, aby faktorgrupa grupy (G, R) mod H (H-podgrupa v G), (G, R)/H, byla
usporadanou grupou, je — jak zndmo — nutné a stadi, aby podgrupa H byla kon-
vexni. Uspofddénim grupy G/H je pak mnoZina (H + R)/H.

Plati véta

1.1. RozSifeni L uspofdddni grupy G je maximdini, kdyZ a jen kdyZ je kvasi-
linedrni. :

2. Pod aditivnim a isotonnim funkciondlem (struén&: pod ai-funkciondlem) na
(G, R) rozumime realnou funkci f definovanou na G, pro niZ plati: f(a + b) = f(a) +
+ f(b) pro kazdé a, b € G; f(a) Z 0 pro a € R. Funkce f je tedy homomorfnim zob-
razenim uspotadané grupy (G, R) do linearni uspofddané aditivni grupy redlnych.
gisel. MnoZinu viech ai-funkcionalt na (G, R) zna&ime (G, R).

2.1. fe(G,R)= existuje kvasilinedrni rozsifeni L uspordddni R takové, %e
fe@T)

Definujeme-li obvyklym zpiisobem pojem archimedovského prvku (prvek ae
€(G, R) je archimedovsky, jestlie ke kaZdému b e G existuje celé &islo n tak, Ze
(b — na) noneR)a pojem archimedovsky uspofadané grupy ((G, R) je archimedovsky
uspofddand grupa, jestlize kazdy prvek z G, je archimedovsky), pak tyto pojmy jsou
v uzké souvislosti s pojmem ai-funkciondlu na (G, R).
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2.2. Na archimedovsky linedrné usporddané grupé (G, L) existuje presné jeden
ai-funkciondl, ktery v daném prvku z L nabyvd dané nezdporné hodnoty.

JeZto pak kaZdy ai-funkcional se anuluje v kaZdém prvku, ktery neni archime-
dovsky a protoZe mnoZina T v8ech takovych prvkid je konvexni podgrupa, lze po-
uZit véty 2.2 na archimedovsky linedrn€ uspofddanou faktorgrupu G/T a vyslovit
tvrzeni analogické k 2.2 pro kvasilinedrn& uspofadané grupy.

3. Je-li nyni H podgrupa uspoféddané grupy (G, R) a f az-funkcxonél na uspofadané
grupé (H, H N R), definujeme:

Usporddand grupa (G, R) je (slabé) konfindlni s H, kdyZ k libovolnému prvku
xeG (xeG,) existuje prvek a € H (existuje prvek a € H a p¥irozené &islo n) tak,
¢ a — xeR (a — nxe R).

Prodlouzenim ai-funkcionalu f (z H na G) rozumime ai-funkcional F na (G, R),
jehoZ parcialni funkce Fy na H je totoZné s f.

Regeni problému 2 je obsaZeno ve v&t& 3.1.

3.1. Necht f je ai-funkciondl na H, f =% 0.
a) Existuje-li takové rozsiveni S uspoFdddni R grupy G, %e (G, S) je slabé konfi-

ndlni s H, fe(H, H~ S), pak existuje prodloudeni F funkciondlu f na (G, R)
(dokonce lze najit takové kvasilinedrni roz§i¥ent Luspofdddni S, Ze plati F e (G, L)).

b) Existuje-li prodlouZeni F funkciondlu f na (G, R), pak existuje takové kvasi-
linedrni rozi¥eni LuspoFdddni R grupy G, %e (G, L) je konfindlni s H a F € (G, L).

Vzhledem k zfejmému faktu, Ze konfinalita implikuje slabou konfinalitu, podava
predesla v&ta nutnou a dostalujici podminku pro existenci prodlouZeni nenulového
ai-funkciondlu f.

4. Refenf problému 1 Ize formulovat takto:

4.1. a) Je-li Fe(G, R), F(a) + 0, pak existuje takové kvasilinedrni rozsireni
L uspordddni R, e F (V\):) a ke kaZdému prvku x € G existuje celé &islo m tak,
%e ma — x € L.

b) Existuje-li takové rozsifeni S uspordddni R grupy G a prvek a € G tak, Ze ke
kazdému prvku x € G, existuje celé &islo m a pFirozené &islo p s vlastnostima — pxe
€ S, pak existuje F € ('\K) F &% 0 (dokonce je F € (G, L), kde L je libovolné kvasi-
linedrni rozi¥eni uspoFdddni S).

K dikazu ¢asti a) sta&i aplikovat vétu 3.1b) na cyklickou podgrupu H = (a),
kde F(a) % 0 a na ai-funkciondl Fy = f. K diikazu &asti b) sta&i podle vty 1.1
zkonstruovat libovolné kvasilinedrni rozsifeni L uspofadani S a na cyklické pod-
grupé H = (a) definovat funkei f: f(na) = n, pokud je ae L, f(na) = — n, pokud
je a€ — L. Pak f je nenulovy ai-funkciondl na H a (G, L) je slabé konfinlni s H,
takZe lze pouZit véty 3.1a). Ve v&t& 4.1 jsou zfejm& obsaZeny nutné a dostatetné
podminky pro existenci nenulového ai-funkcionalu na (G, R).
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Rozumime-li pod neusporddanou podgrupou v (G, R) takovou podgrupu H < G,
%¢ H N R = @ a pod P periodickou &ast grupy G, pak lze v jednom specidlnim pfi-
pad€ vyslovit disledek véty 4.1.

4.2. Necht (G, R) je usporddand grupa, jeji vSechny neusporfddané podgrupy
jsou obsaZeny v P.

a) Kdy? existuje prvek a € G takovy, Ze ke kaZdému x e G, existuje celé Cislo
m a pFirozend &isla p, n s vlastnost! p(ma — nx) € R, pak existuje nenulovy ai-fun-
ciondl na (G, R). '

b) Existuje-li na (G, R) nenulovy ai-funkciondl, pak existuje prvek a e G, ta-
kovy, e k libovolnému proku x € G existuje celé ¢islo m a pFirozené Cislo p s vlast-
nosti p(ma — x) € R.

Frantisek Sik, Brno

FRENETOVY FORMULE PRO SVETOCARU
V MINKOWSKEHO MECHANICE

(Referat o predndsce FRANTISKA Nozi¢ky konané dne 3. fijna 1960
ve schiizi po¥édané JCMF v Praze)

Hlavnim vysledkem, o némZ bylo v pfednasce poreferovano, je odvozeni ur¢itych
rovnic pro' sv€toCaru v Minkowského Gtyfrozmé&rném prostoru, které maji svou
obdobu ve znamych Frenetovych formulich pro kfivku ve &tyfrozmérném Rie-
mannové prostoru. s

Necht

x=x(t), y=y1), z=1z2(t), telt,t)
01
jsou pohybové rovnice hmotné partikule o klidové hmot& u v daném Lorentzové

systému L(x, y, z, £} a necht

x=x(t), y=y(), z=1z2(), t=1r)
nebo strucngji

) x*=x1), a=1,2,3,4
je popis prislusné sv€toCary v Minkowského Etyfrozmémém prostoru s indefinitnim
metrickym tensorem g,4, kde
911 =922 =933 =1, gas= -, Gup =0 pro a=+f.
Parametr 7 je tak zvany ,,vlastni éas“ hmotné partikule,

[ JEe (- (0 4))

Za ptedpokladu dostate¢né hladkosti funkci x(f), y(t), z() v uvaZovaném intervalu
plati pak v bodech svétodary (1) relace
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