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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

K JEDNOMU PROBLEMU S. M. ULAMA

BOHDAN ZELINKA, Liberec

(Doslo 2. dubna 1966)

V [1], str. 28, je poloZena tato otdzka:

Necht A a B jsou nekoneéné mnoZiny, pro n&Z existuje transfinitn{ posloupnost
bodovych transformaci t,(a) € B pro a € A. Transformace t, maji tyto vlastnosti:
1) z toho, Ze pro n&které mnoZiny X = Aa Y <« A a n&které ¢ plati rovnost #(X) N
N t(Y) = 0, plyne, Ze pro libovolné n > ¢ je t,(X) nt,(Y) = 0; 2) pro kazdou
nekonetnou mnoZinu X < A existuje ¢ takové, Ze t,(X) obsahuje alespoil dva riizné
prvky, 3) je-li X n Y = 0 pro konetné X, ¥, existuje n takové, Ze t,(X) n 1,(Y) = 0.

Bude mohutnost A vZdy mensi nebo rovna mohutnosti B? Odpovéd na tuto otdzku
je zdpornd, coZ dokdZeme konstrukci protipfikladu.

BudiZ A4 rovno polootevienému intervalu (0, 1) na mnoZing redlnych &isel, budiz B
mnoZina viech &isel z (0, 1), kterd lze vyjddfit ve tvaru m/2", kde m je ptirozené &islo,
n nezdporné celé &islo. Pro kazdé nezdporné celé n definujme rozklad 2, mnoZiny 4
na n podmnoZin P, = (k/2", (k+1)/2") pro k =0,1,...,2" — 1. Je zfejm& P, N

2n—1

NP,=0pro k+1lal) P, = A Tedypfi pevném n kaidy prvek a € A ndleZi
k=0

pravé do jedné z mnoZin P, a 2, je skuteéné rozklad mnoZiny 4.

Pro kaZdé nezdporné celé n definujme zobrazeni ¢, mnoZiny A do mnoZiny B takto:
t(a) = (k + 1)[2" pro a € P,,.

Ov&fime, Ze posloupnost {t,} skute&n& spliiuje podminky.

1) Necht pro n&které mnoZiny X = A a Y < A a n&které £ plati t(X) n t,(Y) = 0.
Znamend to, Ze kaZdd z mnoZin Py miZe mit neprdzdny priinik nejvySe s jednou
z mnoZin X, Y. Je-li n > £, pak rozklad 2, je zjemnénim rozkladu %, tedy také
ka?d4 z mnoZin P,; miZe mit neprdzdny prinik nejvy3e s jednou z mnoZin X, Ya je
tedy t,(X) n t,(Y) = 0.

2) Druhd podminka plati nejen pro nekone&né mnofZiny, ale pro viechny mnoZiny
X < A obsahujici alespoii dva prvky. BudteZ x, y dva rizné prvky z X a budiZ n
takové ptirozené ¥slo, Ze 1/2" < |x — y|. Pak prvky x a y le4i v riznych t¥iddch
rozkladu 2, a tedy t,(x) # t,(y). MnoZina t,(X) tedy obsahuje alespoil dva riizné

prvky, a to t,(x) a t,(y).
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3) Nechf X a Yjsoukonetnéa X n Y = 0.BudiZg = min -|x — y|abudizn
x,yeXu¥,x*y

takové nezdporné celé &islo, Ze 1/2" < q. Z4dné dva z prvkd sjednoceni X U Y
nele# v téZe t¥idé rozkladu 2, tedy z x + y plyne 1,(x) # t,(y) pro libovolné prvky x
ayzX U Y. Zobrazeni t, na mnoZin& X U Yje vzdjemné jednoznadné, tedyzX n Y =
= @ vyplyvd t,(X) N t,(Y) = 0.

Viechny podminky jsou tedy splnény. MnoZina A viak md mohutnost kontinua,
zatim co mnoZina B md mohutnost NX,, ponévadZ je podmnoZinou mnoZiny racio-
nédlnich ¢&isel. Tedy mohutnost B je mens$i neZ mohutnost A.

Pozndmka. Bylo zde pouZito posloupnosti o ordindlnim &isle w,. Tuto posloup-
nost viak lze vhodnym opakovdnim &lent zménit na posloupnost o vy$§im ordindl-
nim &sle, dokonce o ordindlnim &sle libovolné mohutnosti (za pfedpokladu platnosti
axiomu vybéru). Tak pro mohutnost X, (a je libovolné ordindlni ¥slo) lze sestrojit
posloupnost {t;}, ¢ < w, + w,, tedy mohutnosti ¥,, takto:

ty(a) = to(a) pro ¢ < o,
tia) = t,(a) pro ¢ = w, + n (n konedné).
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Pe3ome
K OIHOH IPOBJIEME C. M. VJIAMA

BOI'TAH 3EJIMHKA (Bohdan Zelinka), JIuGepen

C. M. VnaM nocraBmi ciieAyIouyio npobiaemy:

wIIycmv A u B — 6Geckoneunvie MHOMCECMBA, 048 KOMOPBLIX Cywjecmeyem mpauc-
dunumuan nocaedosamesvHocmy moueunvlX npeobpazosanuii:t{a) € B 043 aeA.
IIpeobpa3zosanus t; obaadaiom ceolicmeamu: 1) us mozo, umo 0438 HEKOMOPHIX noo-
mroxmcecms X < A u Y< A u nexomopozo & umeem mecmo pasencmeo t{X) N
N 1Y) = 0, caedyem, umo dsa mobozo n > &, 1,(X) N t(Y) = 0; 2) 0an ecaxozo
becxoneunozo nodmnoxncecmsa X n A cywecmsyem & maroe, umo t(X) codepicum no
MerHbuteis mepe dse pasauunvie mouku; 3) ecau X N Y =Q 01a xoneunvix X, Y,
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mo cywecmbyem n maxoe, umo t,(x) N t,(Y) = 0. Bydem au mowmocme A ecezoa
MeHbute uau pasna mowHocmu B2

B cratbe noka3bBaeTCs, YTO OTBET HAa 3TOT Bompoc otpuuareied. ([Ipusenex
koHTpnpuMep c card 4 = ¢, card B = NX,.)

Summary

TO A PROBLEM OF S. M. ULAM

BoOHDAN ZELINKA, Liberec

S. M. Ulam has presented the following problem:

Let A and B be infinite sets, for which there exists a transfinite sequence of point
transformations: tJa)e€ B for ac A. Transformations t; have these properties:
1) if for some subsets X = A and Y = A and some & the equality t{X) n t(Y) = 0
holds, then for an arbitrary n > & there is t,(X) 0 t,(Y) = 0; 2) for each infinite
subset X — A there exists a & such that tg(X) contains at least two different points;
3) if X N Y = 0 for finite X, Y, then there exists an n such that t,(X) n t,(Y) = 0.
Will the cardinality of A be always less or equal to the cardinality of B?

In this article the proof is given that the answer to this question is hegative.
(A counterexample is given with card 4 = c¢card B = No.)
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