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ОБ ОДНОЙ СИНГУЛЯРНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ 
ДЛЯ СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

БЕДРЖИХ ПУЖА, Брно 
(Поступило в редакцию 3-го января 1977) 

В настоящей работе исследуются задачи о существовании и единственности 
решений системы обыкновенных дифференциальных уравнений 

(0.1) - ^ = / . 0 , х , , •••,*-) 0 = 1 ' - ' " ) 

удовлетворяющих краевым условиям 

(0.2) х((1() = ср1(х1, ..., хп) (/ = 1,..., л), 

где /; : (а, Ъ) х Кп -> К (/ = 1,..., л), а <рь (/ = 1,..., п) — непрерывные функ­
ционалы. 

Частным видом этой задачи является например, задача Коши-Николетти 

(0.3) *,(>,)-= 0 ( 1 = 1 , . . . л) 
и периодическая 

(0.4) х.(а) = х1ф) (/= 1,...,л). 

В регулярном случае, когда правые части системы (0.1) либо непрерывны, 
либо удовлетворяют условиям Каратеодори, задачи (0.1), (0.3) и (0.1), (0.4) 
исследовались многими авторами (см. напр., [2] и [6], где приводится подробная 
библиография). Общая регулярная задача (0.1), (0.2) изучалась в работе [7]. 

Целью настоящей статьи является исследование задачи (0.1), (0.2) в син­
гулярном случае, когда функции /*,(., х19..., хп) (/= 1, ...,я) вообще, не ин­
тегрируемы на [а, Ь] при фиксированных х19 ...9хп. 

Сингулярная задача Коши впервые была исследована 3. А. Чечиком [8], 
а задача (0.1), (0.3) и (0.1), (0.4) — И. Т. Кигурадзе [4], [5]. Отметим также 
работы М. А. Какабадзе [1], [2], [3], посвященные изучению задачи вида 

ь 
*.('*) = I **(0<М0 + *(и 0 Я 1 п). 
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Отправным пунктом для нас служат методы исследования сингулярных 
краевых задач, разработанные в монографии И. Т. Кигурадзе [6]. 

В § 1 устанавливаются достаточные условия существования так называемого 
обобщенного решения задачи (0.1), (0.2), в § 2 исследуется вопрос абсолютной 
непрерывности решений и в § 3 приводятся теоремы об единственности ре­
шений. 

Во всей статье приняты следующие обозначения: 
1. Я — числовая прямая; Яп — «-мерное евклидово пространство, а х = (.*/)?= 1 

— произвольная точка в нем с нормой 

11*11 = Е1*,-1 
1=1 

К = {(х1)%1еЯ»:х] = 0 (/' = 1,...,«)}; 

2. если х1 = (хи)"==1 (1=1, 2), то 

хг <; х2охи <; х2( ( / = 1 , . . . , л ) ; 

3. 8 = (50)"^= 1 — л х л — матрица с элементами -У,-//,у = 1,..., л); 
4. если # > 1 и < 7 0 > 1 — действительные числа, то 

Қl> go) = 
— ~ 1 —-sin—- при q < q0 < + 

q / Vq71 <?о / 
/ x / п г ш n = n~ гттты 1 

00 

npи q = q09 или q0 = + oo; 

5. Си(а, *) — пространство непрерывных на [а, Ъ] л-мерных вектор-функций 
с нормой 

я 

| |х | |С п ( а > Ь )= шах { X I *|(01 : а = г = Ь}; 
1=1 

Ся

+(а, 6) = { ( х ^ е Сп(а, Ъ) : х/г) = 0 при а = г ^ * (/ = 1,..., л)}. 

6. Сй(а, Ь) — пространство абсолютно непрерывных на [а, Ь] л-мерных 
вектор-функций; 

7. Ц*(а9 Ь) — пространство суммируемых со степенью р ^ 1 на отрезке 
[а9 Ь] функций с нормой 

И*1Ь(.,») = [Л*(0Г<1|],/|' ') 
а 

8. К(а, Ъ) — множество функций / : (а9 Ь) х Я" -* I?, удовлетворяющих 
локальным условиям Каратеодори, т. е. запись/е К(а9Ь) означает, что/(., х) 
измерима на (а9 Ъ) при любом х е Ля, /(г,.) непрерывна в Я* при почти всех 
Iе (а, Ъ) и вир {|Д., х) | : || х | ^ #} е Ца9 Ь) при любом # е (0 + со); 

%) Когда р = + со, под этим символом понимается 

уга1 тах {| х(() \:а ^ г ̂  Ь} 
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9. Тт (т - натуральное число или 0) - подмножество составленное из т 
элементов; Т0 = 0; 

10. Сп(а, Ъ; Тт), Сп(а, Ь; Тт), Ща, Ъ; Тт) и К(а, Ъ; Тт) соответственно, мно­
жества функций, принадлежащих С„(а, р), Си(а, р), 2Да, Р) и К(сс, р) для любого 
отрезка [а, р]<=:[а, Ь]\ Тт; при этом будем считать Сп(а,Ь;0) = Сп(а,Ъ), 
Сп(а, Ь; 0) = Сп(а, Ь), Ь\а, Ъ; 0) = Ьр(а, Ь) и К(а, Ь; 0) = К(а, Ь); 

ш 
11. П С(а, Ь; Тт) - пространство л-мерных вектор-функций, /-ая компонента 

^--1 

которых принадлежит С(а, Ь;Тт) (/ = 1,..., п)2); под сходимостью последо­
вательности элементов этого пространства {(*̂ 7--1}*+Л понимается равно­
мерная сходимость каждой последовательности {я^^Л, / е {1,..., л} на любом 
сегменте [а, р] с [а, Ь] \Тт; 

12. если <р: {\ С(а, Ь; Тт) -+К, а, е Сп(а, Ъ)(1 = 1, 2) и а-ХО ^ а2(0 при 
1-1 

/6 [а, 6], ТО 
уД^;а1,а2) = 

л 

= 1пГ {<р(х19..., лгй): х е [ ] С(д, *>; Гт.), а^Г) ^ х(0 ^ а2(0 при /е [я, 6]}, 
1 = 1 

у*((^;а1,а2) = 

= зир {<?(*,,.•.,*„) :хе ЦС(а,Ь;Тпн),(х1(0 = 4 0 = а 2(0при*е [а9Ь]}."% 

1 = 1 

Если не будет сказано противное, ниже предполагается, что — со <а <Ь < +оо, 
Тт<=^ [а, Ь] при /и, ф 0 (/ = 1,..., л), 

(0.5) /(еК(а,Ь;Тт) (/=1,. . . ,л) 

и 
и 

(0.6) ^ : [ | С(а, Ъ; Тт) -> К (/ = 1,..., л) — непрерывные функицоналы. 
; = 1 

Следуя М. А. Какабадзе [1], введем 

Определение 1. (х)% г : [а, Ъ] -> Я" называется обобщенным решением системы 
(0.1); если найдутся такие числовые последовательности {а1к}к^ и {Ь**}Д* 
(/= 1,..., т ) и последовательности абсолютно непрерывных и равномерно 
ограниченных на [а, Ъ] функций {х1к}к™х (/ = 1,..., л), что 

а й а1к = а1к+1 йЬ1к+1 й Ъ1к = Ъ (I = 1, ...,ю; А: = 1,2,...), 

Нт (Ь№ - а№) = Нт Л х'1к(г)\ с..-- 0 (. = 1,.... п; / = 1,..., т) , 
Л-+ + оо *-> + ао в!к 

2) Очевидно, если И Тт = 0, то П С(а, Ь; Тт) = Ся(а, Ь) 
1~1 { « 1 
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*л(0 = Ш *1*(')> • • •> *„*(0 при почти всех I е [а, Ъ]\ \) (в, ь А|й) (/ = 1,..., п) 

и 

Нт х»(0 = **(0 пРи *Е [а> Ь] (/=!-•••» я). 
к-»+ оо 

Замечание. Из приведенного определения легко следует, что если 

АеК{а,Ь;Тт) (/= 1,...,я) 

и (х()%% — обобщенное решение системы (0.1), то х1 е С(а, Ь; Тт) (/ = 1, ..., п) 
и почти всюду на (а, Ъ) выполняются равенства (0.1). 

п 

Следовательно, если \) Тт = 0, то обобщенное решение системы (0.1) 

является решением в „классическом смысле"» 
Если же правые части системы (0.1) имеют сингулярности, то обобщенное 

решение может быть и разрывной функцией. 

§ 1. О разрешимости задачи (0.1), (0.2) 

Всюду в этом параграфе под решением задачи (0.1), (0.2) понимается обоб­
щенное решение системы (0.1), удовлетворяющее краевым условиям (0.2). 

Теорема 1.1. Пусть существует вектор-функции а* = (аи)"= 1 е Сп(а9 Ъ) 

(I =-= 1,2) такие, что 

(1.1) ах(0 ^ а2(0 при I е [а9 Ъ] 

(1.2) ац(Г,) ^ У*(9Г>*1,*2) ^ У*((р1;сс19сс2) й ос21(и) (/ = 1, ...,я) 

и на множестве а :§ г ^ Ъ9 а ^ О ^ х^ а 2 /0 0 = 1,..., я) соблюдаются 
неравенства 

(1.3) ( - 1У[/#, ^ , . . . , я,.-., аи(0, х1+!,..., хй) - а'п(0] меп (I -*дй0 

(/= 1,2;/= 1,...,я). 

Тогда задача (0,1), (0.2) имеет решение х = ( х ^ = 1 , удовлетворяющее нера­
венствам 

(1.4) а^0 ^ х(() ^ а2(0 яра ге [а, Ъ]. 

Для доказательства теоремы 1.1 понадобится следующая 

Лемма 1.1. Пусть Ттс[а,Ь]. Тогда г:з любой последовательности функций, 
равномерно ограниченных и равностепенно непрерывных на каждом промежутке 
[а, р]с [а9 Ь]\ Тт9 можно выделить подпоследовательность, равномерно сходя­
щуюся на каждом промежутке [а, /?]с: [а, Ь]\кТт. 
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Эта лемма легко следует из хорошо известной леммы Арцела-Асколи. 
Доказательство теоремы 1.1. Пусть к — произвольное натуральное 

число и /6 {1,..., п}. Если т( = 0, т. е. Тт. = 0> то положим 

/як* Х1 >• • •> Хп) = ЛУ? Х1 ' • • •> *и) 

Если же Г т | = {тп ,..., т4тД, то 

Шг9х19...9хя) при ге[<*,6]\_1 л 

/»0,х,,..., хп) = { , л 0-2,(0 - Х| + 0-,(О . у / А Х| - а у ( 0 + ^ ( 0 
(1.5) [аи{П а2,(0 - а и (0 + 2^(0 *АЧ а2,(0 - а и (0 + 2ф) 

при 1еА1к, 

где А1к = ^| (ту - Цк9 хи + 1//с) п [а9 Ь]9 <т,(0 = 1 - Я8«- [а21(0 - а п (0]. 

Ввиду (0.5) и (1.3), 
/1к е К(а9 Ъ)9 

и на множестве Iе А1к и х]еЯ(] = 1,..., / — 1, / + 1,..., п) соблюдаются ра­
венства 

/1к(*9х19...9х1-19<х1&)9х1+19...9хя) = а'„(0 (/= 1,2).*) 

Учитывая, кроме того, условия (1.3), заключим, что на множестве а < ( <5 Ъ, 
а-ДО _* х] _в «2 ДО С/ = -• •••> и) соблюдаются неравенства 

( - 1У[/^,х 1,...,х г_ 1,а 1 ((0,д:|+ 1,...,хи) - «'„(/)] 81§п (. - /*) ^ 0 

(/= 1,2;* = 1 я). 

Согласно теореме 1.1 из [7], задача 

их-
(1-6) —^=и(*>х19...9хя); х1(11) = <р1(х19...,хп) (1 = 1, ...,п) 

имеет решение хк = (х1Л)"= х б Сп(а _>), удовлетворяющее неравенству 

(1.7) «-.(О _. **(0 = а2(0 при Г б [а9 Ь]. 

Ввиду (1.5) и (1.7), 

(1.8) |*л(0|__/«*(0 при ге[а,6](/=1, . . . ,л), 

где 

/*(0 = | а ; ( ( 0 | + | а 2 , ( 0 | + 

+ &ир{\'/1(*уХ19...,хп)\ : а и ( 0 ^ */ _5 а2Д0 (у = 1,...,«) 

при * 6 [а, 6]} 6 Да, 6; Гт.). 

*)Эти равенства, конечно, теряют смысл в тех точках геА1к9 где не существует хотя бы 
одной из производных <хи (/ = 1, 2), номера множества таких точек равна нулю. 
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Из условий (1.7) и (1.8) следует, что для каждого / б {1,..., п} последователь­
ность функций {л*^}^ равномерно ограничена и равностепенно непрерывна 
на любом отрезке [а, /?] с: [а, Ь] \ Гт,. Поэтому, согласно лемме 1.1, без 
ограничения общности можем считать, что последовательность {х1к}к=х™ равно­
мерно сходится на любом отрезке [а, /?] с [#, Ь] \ Тт.. Числовые последователь­
ности {х1к(ги)}к^х 0 = 1,..., т,) также будем считать сходящимися. 

Положим 

*|(/) = Нт х1к при Ге [а, Ь] (/ = 1,..., п). 

Если Тт = 0, то, согласно (1.5) и (1.7), 

Л ^ ( О И г = | [ | а ' и ( 0 | + |о(2|(0|]с1г->0 при * - + о о . 
А{к Лгк 

Поэтому, ввиду определения 1, становится ясным, что х является обобщенным 
решением системы (0.1). 

С другой стороны, перейдя к пределу, когда к -> + со, в равенствах 

хш(и) = <Р&1к9..., хпк) (/ = 1,..., /I), 

согласно (0.6), заключим, *гго (х1)%1 удовлетворяют краевым условиям (0.2). 
Теорема доказана. 

Рассмотрим теперь систему (0.1) с краевыми условиями вида 

(4.9) хДи) = I А,ух('</) + Й (I = 1,..., и) 

где а й и *и й Ьу Хи е К, ць е Я. 
Частным случаем этой задачи является, например, задача Коши-Николетти, 

периодическая и антипериодическая задачи. 
Из теоремы 1.1 непосредственно вытекает следующее 

Следствие 1. Для разрешимости задачи (0.1), (1.9) достаточно существование 
удовлетворяющих условию (1.1) вектор-функций а, = (ац)Ув1 е Си(а, Ъ) (I = 1,2) 
таких, чтобы на множестве а —: ( ̂  Ь, а и ( 0 ^ */ ̂  а 2 /0 (у = 1» • • •»п) соблю­
дались неравенства (1.3) и для любого Г6 {1,..., п} имели бы либо 

т т 

Ьу 2 0 0 = 1,..., т), аи(Г|) - ]Г ^У*-/'-/) 5 Л ^ Ы'.) - Е ЫРгМцЬ 
^ш^ ^ш^ 

либо 
т т 

Ду ^ 0 (/ - 1,..., т), а.^/) - X А,/.-/*.;) ^ А ^ <-2.0.) - X Дуон/'у)-

Введем следующее 
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Определение 2. Пусть ^ — некоторое множество функций х : [а, Ъ\ -» Л". 
Функционал (р: I) -• I? называется неубывающим, если 

x,уе^, х(0 ̂  ХО л_0" ' е 1<*> ь] => <Р(Х) -= <Р(У) • 

Следствие 2. Пусть в (а, Ь) х Я* соблюдаются неравенства 

(1.10) / ^ ^ . . . „ ^ я в п К / - Г*)*,] =^(/,дг!,...,хй) (/= 1,...,и), 

а в Сп(а, Ь) — неравенства 

(1.П) к ^ ! , . . . , ^ » ) ! . , ^ ! ^ ! , . . . , ! ^ ! ) (/= 1, ...,и), 

где ф1 : Сп(а,Ь) -> Я+(( = 1,..., и) — непрерывные, неубывающие функционалы, 
$&, х1,...,хп)=81 ,(.*, X!, ... * я ) х, + ^2,(Г, ^ , . . . , *,,), а функции ^ Г : [а, 6] х 

х Яп+ ^> К и #2.- : [а, 6] х Л + -» Я+(г = 1, ..., и) удовлетворяют локальным 
условиям Каратеодори; при этом, каждая 8И(1, хг, ..., хп) (I = 1, 2) не убывает 
по хх, ..., *;_!, х(+!,..., хп. Тогда для разрешимости задачи (0.1), (0.2) доста­
точна разрешимость задачи 

4г = &*& I ^11' •••' I у* 1)л + в2|(^ I ̂  I- — I д. 0 ] 8 1 § п ( г - <*•); 
0.12) У |(0 = ^ | ( | л | — | л | ) О" = Ь •••>*)• 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пус*ь у = (у1)"=1е Сп(а,Ь) — решение задачи (1.12). 
Тогда 

I ( ' 

М О = М О ехр [ | ^ . (т) дт] + | *21(т) ехр [ | ^и(з) д«] 818П (т - ц)их 
а п х 

0.13) ( / = 1 , . . . , и), 

где 

& КО = *,,((, | >>.(0 | , • • -, | Уп(0 I ) 8»8П С - '.)> 

Ы о = Ы ' , | ^ ( О |. •••» I->>..(') I). 

Поскольку у{1д ^ 0, | 2 ( ( * ) § 0 при а ^ / ̂  ЬЦ = 1, ...,и), из (1.13) ясно, что 

МО ^ 0 при ай*йЬ (/ = 1,..., л). 

Положим а,(0 = ( ~ 1уу(() (/ = 1, 2). Тогда 

«,(,) = 0 = а 2 (0 при .* 6 [а, Ь] 

и, в силу (1-10) и ( Г Ц ^ для любого ." 6 {1,. •., и} имеем 

*М = - М| У Л | Уп |) ^ **(<Р{; «1, «г) = 

= **(?.; ».« "а) = <М Л.1 I Л |) " а-<('<) 
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и на множестве а й * й Ь9 а и ( 0 = x^ й «г/0 О* = Ь •••> и) 

( - ОТО» *1 - • • •> *1-1> аи(0> Л|+ , , . . . , хи) - 0^(0] 518П (/ - /|) = 

= /*(', Х19..., Х^ г , «„(О, Х4 + 1 , ..., Хп) 81§П [(/ - /,) «„(0] -

- Ыи(и | ««(О |,..., | «Л0 |) аи(0 + л Л | «„(0 1—1 *М 1)1 = о» 

т. е. соблюдаются предположения теоремы 1.1. Следствие доказано. 

Определение 3. Пусть ф( : Сп(а9 Ь) -* Д+(/ = 1,..., п) - непрерывные, не* 
убывающие функционалы. Скажем, что вектор-функция (%д%л '• 1а> Ь] * &"+ ~+ 
-* Яп принадлежит классу Ща, Ь; 11,..., гп; фх,..., фп)9 если: 

а) 8 А*, х19..., хп) -= - 8{(19 х19...9 хп) х{ + я21(г9 х19...9 хп)9 где Ей ' [<*> Ь] X 
х Я\ -* Я+ (/ = 1, 2; / = 1,..., п) удовлетворяют локальным условиям Кара* 

теодори; при этом каждая (— 1)'#/,(*\ х19..., хп) (I = 1,2) не убывает по 

х%9..., x^^^, Х|+1»• ••, хп; 

б) существует положительная постоянная с0 такая, что 

(1.14) | х,(0 | ^ с 0 лри л ^ / ^ А ( / = 1 , . . . , л) 

какова бы ни была (х1)
п

= г е Сп(а9 Ъ)9 удовлетворяющая неравенствам 

(1.15) х№ щп [(( - О *,(/)] ^ *,(*, | * Л 0 |, • • •> | хп(1) |) 

л/ш а < * < й ; | * | ( / | ) | = ^|(|дс! | , . . . , \хп\) ( / = 1,...,и). 

Теорема 1.2. Пусть в (а9 Ь) х Кп соблюдаются неравенства (1.10), а в Сп(а, Ъ) 

неравенства (1.11), где ф( : Сп(а9 Ь) -* Я+ (/ = 1,...,л) — непрерывные, не­

убывающие функционалы и 

(1.16) Ы ? - 1 6 #(а, Ь; 119..., /„; ^ , . . . , ^ й ) . 

Тогда задача (0.1), (0.2) разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно следствию 2 теоремы 1.1, для доказательства 

теоремы 1.2 достаточно доказать разрешимость задачи (1.12). 

Пусть с0 — положительная постоянная, выбранная согласно определению 2* 

Положим 

1 при 5 ^ е 0 

5 
%($) = <2 при пс0 < 5 <5 2ис 0, 

ис0 

0 при 5 > 2пс09 

/г&,х1,..., хя) = я(|| х | ) # 2 | (*, х 4 , . . . , хя) 
и 

я 

&(*1. - . Х„) = Х( Е I ^ | | С ( . . » ) Ж * 1 , • ..,ХЯ). 
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Тогда очевидно существование функции # 0

 € Д#> &) и положительной по­
стоянной г0 таких, что 

(1.17) | §21((9 х19...9хя)\й #о(0 при г е [а9 Ь], (х,)% геКп (г = 1,..., и) 

и 

(1.18) \ф1(х19...9хп)\йг0 при (*,);.!•€ С.(в,а)- ( / = 1 , . . . , я ) . 

Рассмотрим краевую задачу 

их-
Г = Е-8п(^ *-> -» Х«)Х* + #2.0> * 1 , -.^1,)] *%*(* ~ *|); * 

(Ы9) х4(г,) = ^(х 1 ? ..., х„) 0 = 1, .••>«)> 

которая эквивалентна системе функциональных уравнений 

**(0 = &(*1, ... , Хй) ехр - 8 1 |(в, Х^), ... , Хй(5)) 81§П (5 - *,) <к + 

и 

+ %г& хг(т)9..., х„(т)) [$1§п (г - *,)] х 

(1.20) х ехр - $и(59 хг(8)9..., хп($)) 81§п (5 - т)ё5 I их (1 = 1,..., п). 

X 

Принимая во внимание неравенства (1.17) и (1.18), а так^се неотрицательность 
функций $и (/ = 1,..., п)9 с помощью принципа Шаудера легко покажем, что 
система функциональных уравнений (1.20) разрешима. 

Пусть (х1)
п^1 — решение системы (1.20), т. е. задачи (1.19). Согласно опре­

делению 821 и $1 О* = 1> •••> и), видно, что соблюдаются неравенства (1.15). Из 
этих неравенств, ввиду (1.16), вытекают оценки (1.14). Поэтому 

ё г Л хх(1)9...9 хп(г)) = # 2 Д х х(0,..., *»(0) при Г е [а, *] , 

т. е. (Х|)|Я1 является решением задачи (1.12). Теорема доказана. 
Из теоремы 1.2 ниже мы выводим эффективные условия разрешимости 

задачи (0.1), (0.2). Для этого нам понадобится привести несколько вспомога­
тельных предложений. 

Лемма 1.2. Пусть * 
n 

,1.21) ^.(x.,..., xя) ш £ Г | j || Xj ҺЩIÍЪ) + rt (•' - 1. • • •. n) 
V ( = 1 

215 



(1.22) ф, хи ..., хп) = Е Пф)х] + щ(г, ]Г | Х] |) (/ = 1,..., п), 
1 = 1 У = 1 

яри этом: 

а) гу, г, е К + , Л|у е /»'(а, Ь), -Л- + - 1 . = 1,1 ^ , ^ д0 (;,; -__ 1,..., п); 
Рц 4ц 

б) функция соI : [а, й] х 1?+ -• Л + (/ = 1,..., и) не убывает по второму аргу­
менту со((., о) е Ь(а, Ъ) для любого ^е(0, + оэ) и 

ь 

l im— ©i(ř,в)dř = 0; 
ß-+ + аo Q J 

в) собственные числа матрицы 8 = (&,$,}=1 с элементами 

(1.23) в(у - (Ь - а ) 1 ^ ^ + (Ь - а ) 1 " " 1( д у, в о ) || й у | |_„, (.> Ь ) (,\у = 1, ..., п), 

по модулю меньше единицы. Тогда соблюдается условие (1.16). 

Доказательство. Пусть (х1)"=1е Сп(а,Ь) удовлетворяет неравенствам 
(1.15), т. е. 

(1.24) хКО авп [(* - Ц) х&У] й I Ни(1) | х/0 | + щ(1, X | х,<01) 
1 = 1 У = 1 

при а < I < Ъ (г = 1,..., п), 

(1.25) | х&) \й!,ги || х, Цьв0(в,Ь) + г, 0 = 1,..., п). 
1=1 

Согласно лемме 1.2 работы [7], в условиях доказываемой леммы из (1.24) 
и (1.25) вытекает оценка 

ь 

(1.26) X | х,(01 _. во I Гг, + [ »Х*. 1 1 Ф ) I) <-Л ПРИ а й Г _5 Ь, 
1=1 1=1Ь ^ -=1 .1 

а 

где # 0 — положительная постоянная, не зависящая от х1, г{ и о1 (/ = 1,..., л). 
Возьмем с0 > 0 настолько большим, что 

ь 

QoІ \ГJ + I °>1(т> e ) d т < £ пpи Q 
> Cr>. 

Тогда из (1.26) вытекает оценка (1.14). 
Поскольку е0 не зависит от х%% этим справедливость леммы доказана. 
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Замечание 1. По сути дела, мы доказали, что в условиях леммы 1.2 из не­
равенств (1.15) вытекает оценка 

(1-27) X | х,(01 = ЯоД [ о + [ а»/., с0) ё Л 
а 

где 10о и с0 — положительные постоянные, не зависящие от (х$= 1. 

Замечание 2. Как известно (см. [9]), если 8 = ($и)
п^=1 — неотрицательная 

матрица, то: 
а) все собственные числа 8 по модулю меньше единицы тогда и только тогда, 

когда все главные последовательные миноры матрицы Е — 8 положительны; 
б) условие 

л 

1 = 1 

достаточно для того, чтобы все собственные числа матрицы 8 были по модулю 
меньше единицы. 

Лемма 1.3. Пусть 

(1.28) *&х19...9 хп) = ф01(\ * | |) + г, (I = 1,..., п) 

и 
п п 

(1.29) ф,х19...,хп)= - Ь « ( 0 * | + 1 М 0 * у + ю,(*,21*Л) 0 = 1,-..,«), 
1=1 1=1 

где г1]9 Ни и со1 (и] = 1,..., п) удовлетворяют условиям а) и б), леммы 1.2, 
\1/01 : С+(я, 6) -» Я+ (г = 1, ..., и) ~ линейные непрерывные функционалы, 
Н1 : [а, й] -* /?+ (/ = 1,..., л) суммируемы и 

(1.30) ^ = ^ 0 J ( exp - ftf(s) sign (s - ff) as j < 1 ( i = l , . . . , n ) . 

Пусть, далее, собственные числа матрицы 8 = (5ц)?^=19 

*у = Т 2 Г ^ ( Ь - аУ'Ч° II *У .И-**.») + (* - аУ""' ЧЯФ «О) II Ау И (̂«,ь> 

(1.31) ' 0,/ = 1,...,п) 

по модулю меньше единицы. Тогда соблюдается условие (1.16). 

* Доказательство. Пусть (х:)"=1 е Сп(а, Ъ) удовлетворяет неравенствам 

х|(0 з16п [(. - и)х((0] < - ы о | хг(01 + I ЙУ(0 I *Х0I + Чи 1 1 */00 
/ - 1 1 = 1 

(1.32) 0 = 1,...,п) 
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и 

(1.33) | х#д | 5 М *.(0 |) + г, (/=1,..., л). 

Ввиду (1.32), 

•[-/ ] 

+ 

I xXO I £ I *.(t.) I exp - h fa) sign (s - .,) ds + 

t t 

+ È I M т ) І x / т ) I e x P - ҺІ(S) sign (s - т) ds dт + 
H x 

t t 

<*>І(T, Z I x/(т) I) e x P - I ЙІ(S)
 s iên (s - т) ds dт (/ = 1, ..., n), 

т. e. 

1^(01 & | х ^ ) | ехр 1-Гк&)Арк{* - 0 ^ 1 +- || ^ О , ^ |х/01)1к(а,ь) 

* 

(1.34) + X I Г Йу(т) I х,<т) | ёт | (/ = 1, ..., я). 

Подставляя эти оценки в (1.33), ввиду (1.30) получим 

Ыи)\ й Г, + у ^ - Д> 0«(| | * | / т ) | Х/Т)|ёт ) = 

ь 

-г . + ̂ Ш - Х : Гя4/т)|х7(т)|ёт (/ = 1,...,и), 

гдe 

(1.35) ?, = - ^ + - М - || а>,(., Е I х/01) | |Д в,Ь ) (. = 1, ..., и). 

Согласно неравенству Гельдера, 

J/ly(T)|xy(T)|dT ŚŚ ІІ ҺІJ | | L P 0 (a,Ь) II Xj |ІL€o(a,Ь) 

и, следовательно, 

(1.36) I xitd \Sr, + -f^- t || hlý hnoia.b) II xj \\L,0(tt,b) ( i = l , . . . , в ) . 
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Согласно лемме 1.2, из (1.24), (1.25) и (1.36) вытекают оценки (1.26), где 
#0 — положительная постоянная, не зависящая от х1% г{9 о)1 и ф01 (/ = 1,..., л). 

Если подберем с0 > 0 таким же образом, как и при доказательстве леммы 
1.2, то справедливость оценки (1.14) станозится очевидной. Лемма доказана. 

Опираясь на леммы 1.2 и 1.3, из теоремы 1.2 непосредственно получим сле­
дующие предложения. 

Теорема 1.3. Пусть в области (а9 Ь) х Кп выполнены неравенства 

(137) Яг, хх, ..., хп) 818П 1(1 - и) х,] ^ % М О I *11 + <1> 1 1 *11) 
/=1 ./=1 

(| = 1,..., л) 

и в Сп(а9 Ь) — неравенства 
п 

(1.38) | (р1хх, ..., хп) | й X ги || х] ||^0(.,ь) + ^ (| = 1,..., п), 

где г^, г(9 Нц и ое>| (|,у = 1,..., п) удовлетворяют условиям а), б) и в) лелшы 1.2. 
Тогда задача (0,1), (0.2) разрешима. 

Теорема 1.4. Пусть в области (а9 Ь) х Кп выполнены неравенства 

п 

)\(г9х19...9хп)$щп{(I- и)х,] ^ - Й , ( 0 | х , | + X М О I * 1 ! + 
1=1 

(1.39) + *>,(*, Х1*;1) 0 = 1,...,") 
1=1 

и в Сп(а9 Ъ) — неравенства 

(1.40) | <р&к19..., хй) | ^ чМ| х, |) + г, (/ = 1,..., п), 

где А̂  : [а9 Ь] -> Я + (/ = 1,..., п) суммируемы, г19 Ни и со1 (*',/ = 1,..., п) удовле­
творяют предположениям а) и б) лелшы 1.2, ф01 : С+(а, 6) -+ Л+ (/ == 1,..., п) 
— линейные непрерывные функционалы, а собственные числа матрицы 8 = 
= (-Уу)";--!, элементы которой определены равенствами (1.31), по модулю 
меньше единицы. Тогда задача (0.1), (0.2) разрешима. 

Замечание. Если мы откажемся от предположения неотрицательности функ­
ций Н1 (г == 1,...,п), то элементы матрицы 8 следует определить равенствами 

О,; = 1, ...,п), 
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где 

/?* = тах <ехр - к{($) §.§п (5 - т)из ; (г - т) х 

X 

* ( ' - О ^ 0, (т - *,)(* - Ц) ^ О, а й т, * ^ Ь> 

и аг (/ == 1,..., п) определены равенствами (1.30). 
При такой формулировке теоремы 1.4 из нее получим резултаты М. А. Ка-

кабадзе [2]. 
В заключение этого параграфа рассмотрим систему (0.1) с краевыми усло­

виями (0.4), т. е. 
х*(а) = д # ) (/= 1,...,л). 

Из теоремы 1.4 непосредственно получается следующая 

Теорема 1.5. Пусть в области (а, Ъ) х Кп соблюдаются неравенства 

п п 

/,(<, х.,..., х„) з.^п [а,*,] й -/».(01 Х| I + Е Йу(0 I *Л + т& X I •*/' О 

(1.41) 0 = 1,...,п), 

где <7| е { — 1, 1} (/ = 1, ..., и), Нц и с0г (/,у = 1,..., п) удовлетворяют условиям 
а) и б) лешш 1.2, А, : [л, 6] -•/?+(/ = 1,..., п) суммируемы и собственные числа 
матриы 8 ц = (у у)", ̂  в х , 

яи - (Ь - а ) 1 ' ^ - е х р ( - | й , ( 5 ) ё 5 ^ ' Ц Ау \\ъРоМ) 

а 

(1.42) + (6 - а)1^ 1(дф д0) || Ни \\ЬРЩа,Ь) (/, у = 1,..., п) 

по модулю меньше единицы. Тогда задача (0.1), (0.4) разрешима. 
Из предыдущей теоремы, в частности, вытекает теорема 1 М. А. Кака-

бадзе. [3]. 

§ 2. Об абсолютно непрерывных решениях задачи (0.1, (0.2) 

В дальнейшем понадобится следующая 

Лемма 2.1. Если х е Х+00(а, /?) п С(а, /?; а, /?) - со < а < /? < +<*>** найдется 
такая функция Н е Да, /?), что 

*'(0 Ш А(0 [ л & *'(0 й КО] пРи а ^ *й Р, 
то х е ё(а, /?). 

Доказательство см. в [6], стр. 58. 
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Теорема 2.1. Пусть для любых /е{1,...,и} и @е(0, + оо) соблюдаются 
условия: 

(2.1) либо 1{ ф Тт.9 либо 1г е Тт. и (р((х19..., хп) =• О 

и 

/(>, х % , . . . , хп) 81§п [0 - и) *»] ^ - *«-(-*, е) | ** | + #*0, е) 

(2.2) и/ш * е [а9 Ь]9\х]\й Я (/ = 1> • • «> «)> 

г<Э<? #.(- > @) е Ця> *)> #.(- > (?) б Ц#, й; Гт.) неотрицательны и 
'о 

Í af(í,ß)dí == + oo npu t0e T m \ {a9 b9 tt} 

(о-з&'1вп (1*0- и) 

(2.3) (5 > 0 — скяль угодно мало). 

Тогда любое решение задачи (0,1), (0.2) (если такое существует) абсолютно 
непрерывно в [а, Ь]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (х()1=1 — произвольное решение задачи (0.1), 
(0.2). Тогда найдутся числовые последовательности {а1к}к=?19 {Ь^}^ ( / = 1 , 
..., т) и последовательности абсолютно непрерывных функций {я^*.-.* О* = 1> 
...9п)9 удовлетворяющие условиям определения 1. Будем считать, что 

(2.4) | * Л ( 0 | ^ < ? при а = 1 = Ъ (I = 1,..., п; к = 1, 2,...) 

где ^ — положительная постоянная. Пусть г е {V ..., п} и /е {1, ...9т} — про­
извольно фиксированные числа. Положим 

Н т о1к = Ит Ъ1к = * 0. 
к-* г оо &-> + оо 

Если г0е [а9Ь]\Тт.9 то, ввиду определения 1, очевидно, что х( будем 
абсолютно непрерывной в некоторой окрестности точки 10. 

Предположим, что 
(0еТт\{а9Ь}9 

и подберем 6 > О настолько малым, чтобы промежуток [г0 — <5, 10 + 6] не 

содержал других сигнулярных точек, кроме 10; при этом 

(2.5) а < 10 - д < а1к = г0 = Ь1к < 10 + д < Ь (к = к0 + \9к0 + 2,...). 

Легко видеть, что х1 е С(10 — 5910 + <5; ?0). Покажем, что х, непрерывна 

в точке *>0. 

Если /0 = /*, то ввиду (2.1), 

**(>о) = *Х'о) == 0 ( * - 1,2,...). 
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Поэтому 

(2.6) | ха(а№) | ^ | дс„(г0) | + Г | х.*(т) \&й\ *.*(*) | (1т -» 0 при А: 

«;к Щк 

И 

I *л(Ь») | 5 I | *л(т) I <1т -• 0 при Л -• + со. 

«1* 

С другой стороны, ввиду (2.4) и (2.2), 

— | х{г) | эдп (г - 10) 5 ф, е) при * € [*0 - 5, а1 к] и [ЬЙ, 10 + 5], 

+ oo 

откуда следует 
*1к 

gi(т,e)dт *<*(.)1 ś I xв(вa) | + g,(т, ß) dт пpи í є [í0 - à, a,:J 

I ***(01 ^ I **(*>,*) | + | &(т, о) ёт при Г € [Ь | к, 10 + <5] 

Перейдя к пределу в этих неравенствах при к-+ + со, ввиду (2.6), получим 

1*|(01-5 1 &(?,<?)<Ж ИРИ * б [ | 0 - А * о + * ] \ ' о -

го 

Следовательно, если /0 = ^, то х ( непрерывна в точек г0. 
Перейдем к рассмотрению случая, когда (0 Ф *,. Для определенности будем 

считать, что 

и < >о - <5. 

Тогда, ввиду (2.2), (2.4) и (2.5), получим 

(2.7) \х1к{()\й 

ф) пpи ř0 - á g / ś ö | jk 

*?(<*.*) + e* пpи alkйtû blk 

gi(t,e^)dт [П(aik) + є* + | &(*, .2)dт пpи blк £ ř á *o + <5, 

гдe 

»KO- , l c+. &(*•<?) « P Í a((s, g) dsjdT exp í - a,(T,e)dTJ, 

ro-í »o-í »o-í 
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hk 

e* = I *»(*)1 dř -> O npH fe -• + oo 

Ввиду (2.3), 

1ши|(Ош0-

Поэтому из (2.7) ясно, что 

Следовательно, и в случае *0 Ф /4 функция х( непрерывна в точке **0. 
Ввиду произвольности I и /, из вышедоказанного ясно, что 

(2.8) х , ( 0 € Х + ^ , й ) п С ( а , 6 ; Г т < ) п С ( а , 6 ; л , 6 ) ( /- 1,...,*). 

С другой стороны, согласно (2.4) и (2.2), 

(2.9) а | ^ Г ) | м 8 п ( г - О 3 &(*,«>) при а й гй Ь (I - 1,..., и). 

Применяя лемму 2.1, из (2.8) и (2.9) заключим, что 

х1еС(а9Ь) (/ = 1,..., п). 

Теорема доказана. 

Замечание. Все теоремы § 1 касаются случая, когда функционалы <р( (/ = 1, 
..., п) удовлетворяют условию (0.6). Предположим теперь, что 

(2.10) <р{ : Сп(а9 Ъ)-* К (/ = 1,..., п) непрерывны 

(условие (0.4) может и не соблюдаться). Тогда можно показать, что задача 
(0.1), (0.2) разрешима и любое её решение абсолютно непрерывно, если наряду 
с условиями какой-нибудь из теорем § 1 соблюдаются условия (2.1)-(2.3). 
Чтобы убедиться в этом, достаточно отметить, что условия (2.1) —(2.3) гаран­
тируют равномерную сходимость последовательности решений задачи (1.5), 
фигурирующей в доказательстве теоремы 1.1. 

В частности, справедливы следующие теоремы: 

Теорема 2.2. Пусть соблюдаются условия (2.1) и (2.10). Далее, в (а9 Ъ) х К* 
выполняются неравенства 

Я*, х19...9хп) щп [(* - 1() х(] ^ "• 

(2.11) й -а**, 11 *, I) + I МО I *1! + " & Х 1 *, I) (I - 1,..-, *)> 
м ^~1 1-1 
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а в Сп(а, Ъ) — неравенства (1.38), где ги, г1у ки и щ (/ = 1,..., п) удовлетворяют 
условиям теоремы 1.3, а функции а^., ^)е^(а,Ь; Тт)(1 = 1, ...,п) неотрица­
тельны и при любом ^€(0, + оо) удовлетворяют условию (2.3). Тогда задача 
(0.1), (0.2) разрешима, и любое её решение абсолютно непрерывно на [а, Ь]. 

Теорема 2.3. Пусть соблюдаются условия (1.2) и (2.10). Далее, в (а, Ъ) х Я" 
выполняются неравенства 

(2.12) Я г , хх,..., хп) 81ёп [(I - /,) хь] й 

й -Ы*> 1 1 *11) + **(')] I * I + X М О I *у I + <»*•(<> 11*11) 0 = 1».... и). 
./=1 ./=1 1=1 

# в Ся(#, Ь) — неравенства (1.40), где г{, ф01, И(, Нц и о)1 (/,у = 1,..., п) удовле­
творяют условиям теоремы 1.4, а функции а{(., ^) е П^а, Ъ; Тт) (/ = 1, ..., п) 
неотрицательны и при любом @ е (0, 4- оо) удовлетворяют условию (2.3). Тогда 
задача (0.1), (0.2) разрешима, и любое её решение абсолютно непрерывно на [а, Ъ]. 

Теорема 2.4. Пусть 

<»> и \ ,-г 1 п а + Ь + (а-Ь)аг . 
(2.13) а^е {-1,1}, 1 —фТт (1 = 1,..., и) 

и в области (а, Ь) х Яп соблюдаются неравенства 

(2.14) ' /,(*, ^ , ..., хп) ьщп [а1, хД й 

й - [>*(*, 1 1 *, I) + 401I * I + X М О I *у I + «Ы<> X I *11) ( » = 1. -... я). 
1=1 7=1 У=1 

где # с ( . , ^) е ^(а, Ь; Тт) (1 = 1,..., п) неотрицательны и при любом ^е(0, + оо) 
удовлетворяют условию (2.3), а Н(, Ни и а>1 (/ = 1, ..., п) удовлетворяют усло­
виям теоремы 1.5. Тогда задача (0.1), (0.4) разрешима, и любое её решение 
абсолютно непрерывно в [а, Ъ]. 

§ 3. Теоремы единственности решений задачи (0.1), (0.2) 

Теорема 3.1. Пусть в области (а, Ъ) х К1 выполняются неравенства 

Щи *11 , • •., *1„) - Ш *21 > - • • > *2„)] 31§П [(<* - Г,) (хх 1 - Х2)] ^ 

(3.1) ^Е*!Л01*1|-*2|1 0 = 1,...,п) 

ЙГ в Сп(а, Ь) — неравенства 
п 

\(р^х11,...,х1„)-<р1(х21, ...,х2„)\ й Е п у И ^ п - ^ г г И ^ о к » ) ( ' = 1 . - . и ) . 
(3.2) 7 = 1 

224 



где Гц и Нц удовлетворяют предположениям теоремы 1.3. Тогда задача (0.1), 
(0.2) имеет не более одного абсоллютно непрерывного на [а9 Ъ] решения. 

Доказательство. Пусть хг = (Хц)п

=1 е Сп(а, Ъ) (I = 1, 2) — решения задачи 
(0,1), (0.2). Положим 

*,(0 = *н(0 - *2*(0 0' = ь. . . ,п) 

Тогда, в силу (3.1) и (3.2), имеем 

п 

Х[(1) 81§П 1(1 - *,) *,(*)] ^ I Ни(1) | х/01 П Р И а = *й Ь (I = 1,..., п) 
1=1 

и 
п 

I *|('*) | й Е >*; || х] || Л ( в . ь) . О = 1,..., п). 
7 = 1 

Следовательно, (л^)?^ удовлетворяет предположениям леммы 1.2 и поэтому 
из (1.27) получим 

х,(0 = 0 (/= 1,...,я). 
Теорема доказана. 

Аналогичным образом доказываются и следующие теоремы: 

Теорема 3.2. Пусть в области (а, Ъ) х /Г соблюдаются неравенства 

[ Я / , XI1, . . . , Х1п) - /,(*, Х21,..., Х2п)] 81§П [(/ - О (*! * - Л:2;)] = 

и 

(3.3) = -А,(01 х„ - х211 + X й,/!) | хи - х2,-1 (* - 1,..., п) 
1=1 

и в Сп(а, Ъ) — неравенства 

(3.4) |<Р*(*11>...,*1,.) ~ Ф»(*21>.-..*2.-)| ^ ^<н(|*П ~ *21 |) 0' = Ь • • •> "X 

где А|, й у г/ ^о* 0\ У = 1,..., и) удовлетворяют предположениям теоремы 1.4. 
Гягдл задача (0.1), (0.2) гшеел* не более одного абсолютно непрерывного на [а9 Ь] 
решения. 

Теорема 3.3. Пусть в области (а, Ъ) х Кп соблюдаются неравенства 

[/,(*, х119..., х1п) - Я / , л: 2 1,. . ., х2й)] 81§п [<т*(л:и - х2 |)] ^ 
п 

(3.5) ^ Ы01 *и ~ *2»1 + Е М О I * и - *27 I 0* = 1.... > и), 
7 = 1 

где <Т| е {— 1, 1} (/ = 1,..., п)9 аН1и Нц (/,у = 1,..., п) удовлетворяют условиям 
теоремы 1.4. Тогда задача (0.1), (0.4) имеет не более одного абсолютно непре­
рывного на [а9 Ъ] решения. 
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Из теорем 2.4 и 3.3, в частности, вытекают теоремы М. А. Какабадзе [3] 
и И. Т. Кигурадзе [5] о существовании и единственности абсолютно непре­
рывных на [а, Ь] решений задачи (0.1), (1.41). 

В заключение автор выражает благодарность И. Т. Кигурадзе за ценные 
указания и за обсуждение результатов. 
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