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DIE SECHSCHEN KOLLINEATIONEN EINES FLACHENPAARES
Véclav HAVEL, Brno

Es werden die Begriffe und die Methode verwendet, welche
A, 8vec in [3) und [4] eingefiihrt hat. Das begleitende Tetra-
eder K, A, &, 33 einer Flieche J° (vom Typus 90?23 ) nen-
nen wir nun gpeziell , wenn
(1)  ax = +du A

&
>

]
o oo
Lad]
+
€1

o 1t av Ay,
ai, = o 15 + Bauk, + (1-n)av &y,

gl
>l
+

(]
wo WMo
>1

o* TAVE + B3 K, + (1+h)au i,

d & =

dA3 3A3,

wobei u, v asymptotische Parsmeter sind und ’3 = a‘} du +

1
° + 3 Al +a 3 A2 + @
+ bi dv fur entsprechende i, J ; weitere Finzelheiten sieche
61, s. 3e7.

Fir die Duslisntion (3 der Fliche #9 konstruieren

wir das spezielle begleitende Tetreeder X 'Kl " A3 mit

~ "’0

(11) dA, =a +duA1+dvA2,

wo 5{ = '531. du + ?Si dv fir entsprechende 1, j .
Setzen wir X = -[1 AlA 1, 7\'1 = = (1+h) [ 301133] ’
Kz = (1-5)[7\03223 , ~3 = [IIKZAJI, dann bekommen wir fir
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dte Duslisation &  der Flache P des zugeordnete spe-
zielle begleitende Tetraeder X X,X 3 mit

(1) azos-agx°+ X +av’k

2'
1+%
e (LT 527 =, _ =2 ~
<1'K1-(1+h)¢z.v3Ao*'(d111]1*-!:!--4)2)'!1--l_i.1 B o X+
+(1+§)dv3'3,
dAz-(l-)w3A°-l+_ﬁ ¥ dav A + (a4n|1-R]) -

-+ ) wd,

~

[ 0
3% % 2 71

&1

vgl.[6], S. 392. Eg ist also a° = = s

o 3? (] 3+ %
b b
=\ =2 w0 =y T2 al _ _s2 Al By =2
= (1+h) 53,b1’(l+h) b3, Ly %— 8 , b 5 bz ’
1+h
Beore B B0 B-0DFH,¥-0DFH,
B R,
la.a % = - _al ~2a--&_31 =3=
= 1-h, N
- 1l
%0 2 .30 YO0 _F0 %l a0 ¥l a4 _—_%30 2 .
& * =83 b3 = =by,83= w23 RS
l -
B cm—
1n 1

1
12 = 20,8 =.-38° 3 250
"3 1+Eb1'a3 °0’%3=bo’

gatz 1. Es seien & , / die Flachen mit spesiellen beglei-
tenden Tetraedern AoAlzzis, KMo, Dbeziiglich den asympto-
tischen Parametern U, V, bsw. u, v . Die Gleichheit & = u,
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¥ =v vernmittelt zwischen P , # eine Korrespondenz € .
Setzen wir welter voraus, dass eine Berihrungskollineation K
der Korrespondenz € im Punkte Io € P  folgende Bedin-
gung erfiullt:

Bedingung 1. Ist & die Asymptotik im Punkte A e P, fir
welche dv = O gilt, ist &7  ihre Entwicklung im lokalen
Raume beziiglich Io und haben a, a*  analogische Bedeu-
tung flir P , so projizieren sich die Kurven a* , Ka*
vom willkirlichen Punkte der Gerzde A A, in die Kurven mit
der analytischen Beruhrung zweiter Ordnung. Eine solche Kolli=-
neation ¥ ist durch die Relationen bestimmt:

2) K3, =4,

- 1

KE, = — (s - 8D)A +A, ,
2 1 2 o

K3, =5 (2 - tDA,+A, ,

K2y = oty + oAy + oAy + LA, ,
wOo

3 el =wi-a], tf=5 -0

und wo e, Ky, K,, Xy willkiirliche Koefiziente (atq == 0)
sind,

Beweis. Jede Beruhrungskollineation K ger Korrespondenz c
hat die Form

KX =2,
KX = Lag+a,
KKz =mA°+A2 ’
KAy = ooy + 1A + K phy + K 4hy , oKy 4 0.
Durch direkte Rechnung folgt nun
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KZ,=a,,
Kai,=dA +(DJ-wl+ Lau+mav)a,,
Ka? A, =a® 4, +2(D2-cwl+ Lau+m av) a4, +
* @ h r$phr Bayay (moany,
wo

§l=(ai-eg-z.l)du2+(ti-tgs\s%-zn-rle)dudv*'

*(F-7) av ,
¢,

"

(B-piad + (82 -62+t2-22 +2e,) duav+

+ (2 -td-2m ai?,

63 '2(¢3-1) du dv .
Die Projektionen der Kurven a*, K &* vom beliebigen Punk-
te der Gerade A A, sollen nun die analytische Berihrung zwei-
ter Ordnung haben; eine solche Situation tritt gerede dann ein,
wenn der Punkt  $ja; + DA, ¢+ §>3A3 fir dv = 0 das Viel-
fache von A, ist,d.h. wemn §, = §>3 = 0 , oder anders
8l - 83 -2¢ =0 . Anslogische Relation gilt beim Austeusch

von u, v . Die Bedingung 1 ist also durch

1l 1
(4) L=z (s1-8D), m=5 (2 -19)
charakterisiert und der Beweis ist damit beendet.

Folgerung.Die Berihrungskollinestion K aus Satz 1 fixiert
die Punkte A, Ay, A2 gerade dann, wenn

(5) ai‘sg, tg'-‘tg.

Sats 2. Setzen wir voraus, dass fiir die Beriihrungskollineation
K aus Satz 1 die Relation

(6) K (5131 + 52Z2 + '4'3) = 0)A) + QA, + Ay
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fir gewisse §,, &, 8,48, gilt. Denn folgt es
' 1. 1 _
) o =50, (sh = 83) + > &, (5 - £,

=9 -8,

t
I

a
!

Beweis. Aus (2) und (6) folgt sofort 311 + 52 m+ o< =0,

Gl + “’1 =9, 9 +a& =6, o« = 1 und darzus dann (7).

Folgerungen. Ist besonders h=h=0, IBI=I81 , IFl=iyIl,

1 - 1
A = =1 2 2A-1 a = . =2 -1
61-2-—-(b1-b2+(4nl/3 T l)v ), »92——-2 (85 - a7 +
« (dn AP D)),
1l 1
- 1 2 24=1 2 = 2 1
Gl-—z (bl-b2+ (lnlﬁ a l)v). 92—;(62—81+

i

+ (Ln (p* 2 ))) , an. sina 8j) + 8,4, + 83h; ,
914 + A, + 03A3 die Einheitspunkte der kanonischen Geraden
vom Index A  (vgl. (2], S.594), so folgt

1 - - -
8 «, -4—((51 - 80) (b1 - + (£n 1821 ) »

+

(2 - 92 - &+ (£nlpd B,

1
I I |
1= . (t5 - ) ,

1

« — (al o &2
2 %3 (51 az).

Gilt noch (5), so hat die Kollineation K die Form

K& =4a,,
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KA, =4,

KA, =4,

KZ3 =§— (tg -tJl‘) A1+-:- (si-s%) Ay + Aq
und K erhdlt kanonische Gerade vom jeden Index A . Die
Reletion K KS = Ay gilt dann gerade im Falle

(9) t%=t§, si=s§.

Spesiell fir P =T, A, =% (1=0,1,2,3), =0, 3=
=0 _=1 _=2,%3 . = .50 _T2 _31.%

=aj~@a -~a;+a3 =0, b=by -1 b1+b§=o ist (9)
erfillt und K erhdlt jeden Punkt A, (i =0,1,2,3) und

xanonische Gerede vom jeden Index A .

Satg 3. Die Kollineation K sus Satz 1 soll die Relation

(2) erfiillen, Fir alle Punite 8)4) + 8,A, + A, 9)A; + A, +
*hy, fir welche

(10) K (8,4 + 84, + 43) = @4y + A, + A,

gilt, folgt dann

1 1l
1_ .02 2 _ .05 -

1
1 l_ o 2 _ ,0 1_.0
F-la] -8 &+ — (5 - 1)) 6, = +?(31 8d)+
K2 (42 _ 40
+2__.(t2_t°)
By =0+ k), 9,28 + ox,.

Der Beweis ergibt sich sofort aus (7).
Folzeryngen. Gilt besonders (5), so sind die Gleichungen (11, ,)
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identisch erfillt und alle Tunkte & i) + &, + Ay , 8§ €
€ (=00, 00), % € (- 0 ,00), erflillen auch (113). -

Ist cber (5) nicht giltig, so liegen die Punkte 5111 +

* 8,0y + Ay, bzWw. DAy + 84, + A3, welche (10) erfillen,
immer af der Gerade, die durch (11,) bzw. (11,) bestinmt ist.
Satz 4. Es existiert gerade eine Kollineation K  aus 3:tz
1, welche folgende Bedingung erfiillt:

Bedinzung 2. Es seien ﬁ, R' die Strahlfléichen mit erzeusenden

lev~den Eo.l-&z, bzw. A A, , VIO Zo € 8 A, € 8.

Die iorrespondenz €* zwischen R, 'R sei so bestimmt, dnss
sich die Geraden KOKZ, Agh, fir A = C -A:o in C* ent-
sprechen und dass IK und C* zwischen diesen Geraden die-
selbe Abbildung vermitteln. Die Lollineation K ist eine
Bertihrungskollineetion fir €*  gleichzeitig in allen
Punkten der entsprechenden Geraden.

Beweis. Es seien also R, T die Strahlfléchen mit Erzeuger-
den KOKZ’ Agh, 4 WO K,y A, die entsprechenden Asymptotiken
v = const beschreiben. Der lsufende iunkt der Fliche R bzw.
R hat die Form B = wAj +4, bzw. B= PA +A, . Die
Kollineation K  induziert zwischen den Ceraden XOZZ’ Ad,
(C iy =A,) die Abbildung B= A, +A, — F= (mn+7 )i,
+ A2 und damit ist nun C¥* als Korrespondenz zwischen R
und R volkommen bestimmt. Die Kollineation JK i eine
Berlihnrungskollineation beziiglich C¥* simultan in allen

Punkten der entsprechenden Geraden KOKZ, s AgA, dann und nur
denn, wenn
(12) KB=rF,
KaB=dF+(Ajdu+A,dT)F
identisch in du, d7v , v gilt. Dabei ist
- 139 -



aB = (82 du+ 730 du + az)i, + zdu &, + 83 duh, + (1+h)du Ay,

&

(a9 Qu + mdu + A7 + @@+ T ) e au) A, + (m+ ¥ Jau 4 +
+ a5 duh, + (1+h) du A, ,

wo dm = mdu fiir dv = 0 gesetzt wurde nach
(13) al= lldu-l- £, av,

dm = ny du + m, dv .
Durch Einsetzen in (122) bekommt man
(30 au + ¥3% qulA, + Ly duh, + ma5 duAy + 87 du A, +
+ (1+h) «, duA, + (1+h) o, duhy + (1+h) ot, du A, +
+ (1+4h) ey du Ay = (a) du + (w2 ) @) du + m) du) A, +

*mduAl+a% duA2+(l+h) duA3+AlduA2+22 av 4, +

+ A (mrw ) dudg + A (x+ ) dr A

und weiter veré;leicht man die Koeffiziente bei du Ao, du Al ’
- du A5, du A3, Tduid,, Td7TA,; es folgen die Relationen
(14) &+ 82
o

a0
ao+“ =aO

= [
m + (1+h) ac°=a2+mag+m1+ Am,
+ Ay,

(1+h) &y +m =0,

3§+‘(1+E) ac2=a§+ L
$2=o

(1+E)ec3 =1+h

und daraus schrittweise

aal (l ° A 1+h
— (87 + 8_) =0 K, = —
1, 717 o 2 ! 3 1a
- 140 ~-
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1 1 1
2 (4} o _ =2 1l o
1 K_ = = — ((t5 - t)) (a_ -85 + — (s7 + 8) +
(15) °° 3y T 2 = to) (Bp =8+ — (81 + 5,
2 °
+ (15 - t)),
2 _ 490
x:—}.. t2 to )
l 1
2 1+h
11
X, =~ —— (st +38° -2 42)
273 on o1 o 27 9
w o Lth
3 1

Der Satz ist damit bewiesen.
Ist nun speziell P = P, &, =4 (i=0,1,2,3) nit

+ D
- - - 3
%+ &ls 2250 ([31, S. 386), so folgt nach (I),(1),
o 1l 2 T
2 _ 40 - 32 %2 _F0 _%o .2 v T30 %3 =
(2) ty =ty = b - b b, bc.-bz»fl__l_1 *+ by = by = b3
- h
= =Db+ _v ]
1-h
31+so=§1_-51+§o_go=31_ hu+—2+30+g3___
178 78070 "8 "% %4 - % 82 * 8 * a3
A
1+h
2.2 % =R+ ol | P’ 3. 3°-(sE)il
RTR"HEFH TN 5744 43>
80 dass

1 1 - h, - 1 h,
€y 2 — = (D + —=l=) (=83 - B2 4 — =2 ) -
° 2 1+4h 1-h i B PR

- ey - - h
2 (33 - (1-R) &) + (B + ;%- )

1 1 -
‘1 = - — ("b * h% ) ’
2 1+h 1=h
1 1 h E“
K = om e (- — L2 (2 + al))
2 2 1+n 1+h -
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1-h
=
3 1+h

Die Kollinention K  Ubergeht nun in eine Korrelation mit

der Inzidenzgquadrik, welche durch die Gleichung

1 h 1.
2_ x°x3-2xlx2+(a£l-— I YR i
1+h 2 1+h 2
1 h 1
oy =~ =2 - — ) < x3+0C3(x3)2 =0
2 1+h 2

beschrieben wird.

Analos;isch kann man schliessen, indem man in Bedingung
2 u, v einander 2ustauscht.

Die Idee, die zur Konatruktion der Kollineation IK aus
Satz 4 fihrt, stermt von . Zech ([1]). In Artikel [1] wurde
‘diese Idee zu einer neuen Definition der Lieschen Quadrik im
Punkte der Flache das gewohnlichen Raumes verwendet. Der Fall

P, P = 7 (nach unseren Bezeichnungen)hat A. 3vec
fUir die Flichen vom Typus ﬁid in [5] behandelt.
Satz 5. Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 4 und P =
=% ,a =% (1=0,1,2,3), W=0. Dann £illt die Kolli-
neation K s Satz 4 mit der Grundkorrdation dieser Dua-
lisation (in einer solchen Grundkorrelation gilt Ii—’ Ti
fir 1 = 0,1,2,3) gerade dann zusammen, wenn
‘() @=0, =0, W=7 .
Bewels. Sind die Voraussetzungen des Satzes erfuillt, so gilt
X Zi =Ti (1 = 0,1,2,3) gerade dann, wenn

G gedded el a0,

wie es sofort aus (15) und (2) im Falle £ =m = Ky =, =

= aco = 0 folgt. In unserem Falle sind aber die Gleichungen
(17) gersde der Form (16), so dass die Behauptung bewiesen ist,
) - 142 -



Eine andere Bedeutung cer Gleiclhungen (16) bei h = ©
ist: Die Juadrik Q, (0) ais 6], 5. 390, 311t nit der so:.
"wesentlichen" Oskulationsquadrik mit der Gleichung x° % -
-xl 2 =0 ([2], S.597) zuscrmen.
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