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KONJUGIERTE NETZE UND AXIALSYSTEME EINES FLACHENPAARES
Véclav HAVEL, Brno

Dieses Artikel stellt eine Fortsetzung der Arbeit [6]
vor; es wird die Frage einer geeigneten gemeinsemen Verallge-
meinerung der Probleme von E. Bompieni [1] und J. Brejchs [2]
behandelt. Wir benitzen die Methode "der scheinberen Einbett-
ung in projektiven Raum" [9].

1., Spezielles begleitendes Tetraeder. Konjugi-ertes Netz,

kanonische Geraden und Fubinische Krummung

Unter einem speziellen begleitenden Tetrseder der Flache

Tl mit projektivem Zussmmenheng verstehen wir des begleitende
Tetreeder A,A,A,A; mit
dA, = alA, +du A, + dv A,

dA = wlA, + @] A, +fBdu A, +(1-hlde Ay,

(1) 2
dA, = @A, + ydr Ay + @, A, +(1+h)du Ay,

dAy = A+ @ A+ @ A+ @A
dabei sind 44,1~ asymptotische Parsmetern, die Koeffizienten
rog‘ sind der Form a:jda. 4-,8—:.’.1:60—, A una y sind yerall-
gemeinerte Fubinische Koeffizienten und 2 4st die Torsion der
Fléche., Im weiteren setzen wir immer voraus, dsss ,4#- 0, 17+ #
h # 4, h+ -1, Fixiert man nachtraglich die Gerade [ A, A,], 8o
hsben auch die Punkte A,,A, eine recht bestimmte Lage: es
handelt sich denn um die Berihrungspunkte der Bbenen M. A, A,J I
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. [A A, A,] besiglich gewisser Lieschen Quedriken; [10],S.396.
Ist '« I = M(u, v ) die Differentislgleichung
einer Kurvenscher M0 oauft T , so ist v'=s H. M, Ha- :r;: ’
die Differentialgleichung der zu Ml  konjugierten Kurven- »
schar M*; vsl.fsl. §2.
Es sei a.-a a. Z.x lrulr 1}"-2.)( ; die Gerade
LA, 5%, +x*A, +A,], a=(tn 137y “*: , &aln 18"y

bezeichnen wir dann als konopisch vom Index A inA e T.
Die Wahl der Geraden [ A, A;]  1in kenonischer Geraden vom

Index A ist durch folgende Relationsn charskterisierbar:
a-al - Unlpy ) = BB 1T M, 0

Unter der Mq_s_gm_g:ﬁ_mgm der Flache verstehen wir

nlfyl),,
K.- - ﬁr ;VEIQ[GJ,§2.

2. Formuletion des Problems
Es selen T, 7T  daie Flichen mit speziellen begleiten-
den Tetraedern A A A, A, , A, K, Z;. 7\‘, ; die Angaben
" besiiglich M  bezeichnen wir mit Streifen. Beide Flichen ent-
sprechen sich in der Punktkorrespondenz (K , die durch die
Gleichheit der betreffenden asymptotischen Parametern L = w,
7 = 1 gegeben wird. Zu W schliessen wir die Kongruenz [
der Geraden [A,B]l , B=x'A +x’A, +A; und zu T analo-
gisch die Kongruenz ¥ der Geraden [K.EJ, E-i‘;\"-ri’A: 1-23 .
an,
e Es sollen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
gefunden werden, damit
(I) eine unendliche Menge der Kurvenscheren M eauf T exis-
tiert, so dass gie slle dem gu [' sssoziierten Axislsystem
- 2 -



A gehdren und dsss die Scharen M= (K MM)* enelogisch dem
zu ﬁ assozilerten Axislsystem .1 gehoren.

Die ausgezeichneten besonderen Fslle sind:

(1) B=p, F=7, hah,
(111) B=-f, T=-27 h=-h,

wo (II) weiter bis suf die Identifikstion von T, T  und
(III) bis suf Dualisation zwischen T, T  reduzierbar ist.

3. Win Lehrsatz uUber die Torsion

Die Differentialgleichung des zu [’ bzw. zu [ as80=

ziirten Axialsystems A auf T bzw. A auf T, ist
2) o' -B-ar'+bsrs r”'IJ ? bzw.

@) v -B-ar+brteFoe?
mit Strichen sind Ableitungen nach 4 in der Gleichung

2 =« v(4&) einer Axislkurve bezeichnet;[6] § 3 .

B seien ¥'a M(«,v), v'= H.-M  die Differential-
gleichungen der Scher M auf T und der Scher M = (K M)*
auf M .Dann ist -
v'aM, v+ aM, + MM, bew. v'aHM, v"=MH_+HM_+

+ (MH, +Hm)HM _
und sus M c A, mcA es folgt

() Mu+MM, = —p-aM+ M+ rM?,
- - - = == -3 .3
) Mﬁw+ﬁM“+M"ﬁHv+MHsz--/S—Q,HMher"szfH’M.
Daraus ergibt es sich weiter
-1 - -1 =_
M. - -r-iﬁ;-((/sﬂ’-pmu-f{am ca-Ha) M+
—;L ity + AABIM+ (-H*y +H'Y) M* , baw.

-3-




(-B+RAIM'+(-H, +Ha -Ha) +

P Mo = ;‘4‘11 H
+ (=P - BT+ BAIM + (-Fr + HF M)
Ist die Integrabilitatsbedingung des Gleichungssystems (4),
(3) identisch erfillt, so folgt insbesondere
(ﬂnz-ﬁ) (‘ﬁ +/3H_)'07 d.h. F-{g‘% ’ bzw.

—d

- - - — ¥y.H .
-gf + TR g RteFAY =0, db Pei g,

Wir bekemen Lehrsstz 1 : Ist fir T, T mit O, r
die Bedingung (I) erfillt, so gilt eine der Relstionen
P - - “ -2
‘a) B« Fp, 7= H'T,
= = ]
b) B - Hﬁ ] r = H 2’ ?
) BaHFHB, F=d'r,
d)ﬁtﬁ/‘; ’.i'- ﬁ"r.
Insbesondere ist a), R=h =pA=h=0 ; b),-’-&'-h@i‘h’oi
), BeBdhal ;c),B=Bdhel ;v),B=LB>h=0;
a), i=-BAadh 0.
Gelten fir M, T mit M, T  aie Bedingungen (I) una (II)
bzw. (I) und (III), so st h=h =0 .
In weiteren zeigen wir, dass es tats@chlich geniigt
R =hs0D voraussetzen um eine Zemeinsame Verallgemeinerung
der Probleme I*, II* ([6]) von E. Bompisni resp. J. Brejcha su
gewinnen. Beide diser Probleme bekommen wir nach der Identifike-
ttonven W, T wa M,F , bzw. wenn wir 1T  als Dua
~lisation von M erkléren und wenn r der Kongrueng
w
entspricht bei den Korrelationen in denen immer A, ,A,,A,, A,
ur-A,,A,, A, A,  iibertihrt werden;[6], § 3 .
- 4 -



4. Die Folgen aus der Vorsussetzung der Torsion Null

Es seien TT, T wt r , 7 gegeven und setzen wir
heh =0 voraus. Also ist H=-=1 una (3), (3 1au-
ten nun
(5) M“,MM":—/s—aM-o-a&Mli'TM’ ’

G) -M, +MM, = -B+EM+EM - FM

und darasus

(6) 2M.
2M,=-(f + M arB)+ @+ FM e r-FIM*

c-B+f-(a+@BIM+l-BIM* +(7+FIM®

(6)
Die Integrabilitatsbedingung fir das Paar der Gleichungen (6),

(6) lsutet Jetst
(-8+B), ~(a+a)M- (a+6)1‘(-(ﬂ+ﬂ)M e (~a+a)+

+ (G +EM + (g~ FIM?) +(b-8)p M2+ (6 - B)(-B+B)+
(-a +@)M + (b + BIMA+ G ~-FIM)+ (v +7h M? +r+y)
3 BB+ CarBIMP 1B = FIM*) = (A HBLM T

@ (BN (B ) ~(ar@IM+ (b EMY GreFIMD) +

+(-a+3), +(b+b)“M+($+b)i((-ﬂ WB)~(a+TIM +
+ (- BIM 4 G+ T IM)+ OF-F I M 2 (y-FICR+BIM -
~ (@ +B)M2+ (b - BIME +(p+ FIMY) ., ~

Vergleicht man die Koeffizienten bei M‘z, M*%* , so bekommt

men 0= (B+B)(-B+fB) vew. (F-F)(r+«F)=0 , den.
B=ZB7=%r.
Lehrsatz 2 : Erfillen die Flachen
Null mit ", 7  die Bedingung (I), so 1st (Bl=Ipl, [Fl=iy|.
Die:einzelnen Falle sind:
&) Befp, Pz, R=h=0,
-5 =
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A B=-B, T=-7, h=n=0,
P Be-B, T=7, hehr=10,
N Ap=B, F=-7, h=h=20.

5. Fall &)
Fir T, T mit [, 7 es gelte oc ). Die Gleichungen
(6), (6), (7) heben die Form

(6g) 2My =-(@+E&IM+(b-FIM*+ 2y M>,
(€,) 2My == 28M"+(-a+@)+ (8+8IM ;

-@+ALM-(@+Z)F (~2BM '+ (~a +Z)+(b+EIM)+

+ (B -Bh M+ (0-B) (~28+ ~a+@IM+(+BIM2) +

+ 29, M*+ 35 -2fM+(a+ZIM*+(8+E)M3) =

=28 M '+BM2Ca+E8IM+(6-FEIM2 29 M%) +
rCa+d), +(6+ELM+ (6-4-5)-1-(-(0.4-&)#1 +(B-FIM%29M?)

(1)

oder _
( (: +a) M7 (-4 @+ 3)Ca+a)-206-B)p)+(-(ard)-F

@+2) (& +B)+ (6-F)(~a+8)- By IM+ ((6-8) +(&-F)(&+ I_):-
+ 33 CasaANM+ Qo + 3rl+82))M>L (-2, -fla+a M+
+(BCH-B)+(-a+B) )+ QBT+ B+ F)- 4 @ +2) 6+ ENM+

(2O +B) (B -BNM + (p &+ ENM>

Vergleicht man die Koeffizienten bei M~" uyna M? » dann be-
kommt man

(8,y) (dn Ip),+a+a = 0,

(8;) (fn iy, +8+8= 0,

und enslogisch fir M°, M* M
(8) L(at-a")-3p6-B)+a-2)u=0,

-6 =



(8) 48 FY-3y @-2)r8-2), < 0,
(8) (a+&), +(8+B)+@-2)(&-F)+ B8y 0.

Die Gleichungen (8,) und (8,) sind fiir einfache Wahl
a-a, B =486 ertillt, Die Bedeutung einer solchen Wshl be=-
schreibt

Lehrsatz 3 : Gegeben seien W, T mit I, 7 unles
gelte 1Bl = 1B1, 1=y, heha=0. Die Relationen @a~a, .
& = 4 vernitteln dann eine Kollineastion L  zwischen Ge-
radentiindeln [A,BJ, [ A, B], wobei jeder kanonischen Geraden
wieder keanonische Gerade desselben Indexes und der asymptoti-
schen 4« -Tangente ( 7~ -Tangente) entepricht. Die Transforma-—
tion IL 1st vollkommen bestimmt, wenn die kenonischen Geva-
den verschiedener Indexe nicht zuseammen fallen.

Beweis, Aus Bl =Ip[, [Fl=Iy| es folgt (&Llf;"‘f'%{) a
=(n (B0, 1B F 0, = 1B 721, sodass
s der Definition der kenonischen Geraden undeus @ea, b= &
das Erhalten der kanonischen Geraden jeden Indexes bei I[ folgt.
Die Transformation L. induziert eine Kollineation zwischen den
Ebenen [A,A, A,], [A A, A,1 , wobei (in effinen Koordina-
ten &7, A.x" ) der Geraden «' = 0 bzw. x% = 0 daie Gerade
X"=0 bzw, X2« 0 entepricht. Der Rest des Beweises ist
achon offensichtlich.

Kehren wir wieder zum System der Gleichungen (8) zuriick und
setzen wir wieder Q= a, &= & voraus. Denn gelten (8,), (8,)
und die restlichen Gleichungen (8) bekommen die Form(ém (B /), =
==~2a, (bv ly-|)y =-24; a4 --4B)und mit Hilfe der Fubinisch-
en Krummung haben wir also
(9) Unipl)y=~=-2a,(nlyl)y=-26, K=~-8.

Darens und aus umgekehrtem Verlauf unserer Betrachtung folgt
- 7 - .




Satz 1l : Pir T, T mit M al/" es gelte «). Die
Bedingung (I) gilt gerade dann, wenn die beiden Kongr@nson
‘durch die kenonischen Geraden vom Index 3' geblildet sind
und wenn die Fubiniache Krimmung gleich -8 iat.

6. Fall @)

Es gelte nun fGr T, T mit [ ,[° die Bedingung }).
Die Gleichungen (6), (6), (7) lesuten dsnn
(64) 2M = ~2p ~(a+E8)M+(&-FIM* ,
(6p) 2M, = (-a+a) ~(b+FIM +2yM*

-28, -@+E),M-(a+3)} ((~a+Z)+(6+FIM+
Ta) | o200 MY+ (b -B)Ms (- B) ((~a+EIM +(8+3IM* +

24 M) = Catdl +(E+El, M+ o+ B)F (2B -(a+EM+

+(8-BIM 20 M2y 27 (-2AM -2 +8IM*+ (&-BIM?

:ZZ,-} Q'+ &N+ (- @+d), - } @+B) (& +B)+ (b -F)CaraIMy

b @By + (b-Bl+ 4= FIMI 2y b BN’ = ((matB)y=

B s BN (BB - (BB @r)- 4By IM+ (5B
el =27 @aed3)M + 27 (8- FI)M?,

Vergleicht man die Koeffizienten bei gleichgelegten Gliedern,

80 bekommt men

(o) -28,-4ad+at)= Cardl -pe+ B,

(10,) -@+E) + b -F) (-a+@)n U+ Bl-4B7 ,

Aus 2ea,=o ergibt sich also -2, = -8+ %), @a+d)+
_-H‘w--‘»),, 4Py, @+d)y=27. . d.h. (In If1); -4, m lyl), = a,
. d, -o-b-“ - pr und nach endlicher Uberschreibung der
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letsten Gleichung
M) Un B, =, (miyl) =a, Ke=2.
Darsus und as der umgekehrten Betrachtung folgt

Sete2 : U1t fir MW, T  mit [, Fe L  die Bedtn-
gung f3 ), so ist (I) gerade dann erfiillt, wenn die beiden
Xongruenzen [, I durch die kenonischen Geraden vom Index
Null gebildet sind und wenn die Fubinische Krimmung beider
Flaéchen gleich -2 1ist. .

7. Yall )

Es golts T, T mit Py 7 ale Bedingung ). Die
Gleichungen (6), (€), (7) kann msn so {iberschreiben '
(65) 2M = -2p-@+ZIM+(b-FIM 4 29y M?

‘3'1" M, = (-a+d)+(b+;)M 5

2By -@+E)M-(a +&)}((~ara )+ b+ BIM) +
(= Bre M2 (B-F) ((~a+E2IM+(b+TIM*) +

(79)
4 + 27, M 4 3y ((~a+3IM*+ b+ 5M?)=
e casElut (B BIM+ (b B)F(-25-@+aM*
+(b-FIM2 4+ 294 M?) ,
oder

-2, +4 Ca e N4 (@@ +B), -] G+2)UeE)+ 4-T)
(-a+ENM+ (B-F)y + (&*-F") + 37 - +2NM2+
(g + 37 8+ ENMY e ((~a+&)u ~f8 b+ BN +((br Pl
-4 (4+B)a+aNM+ Lo FHM ey (B BIMP .

Fihrt man die Vergleichung der gleichgelegten Gliedern durch,
80 bekommt man
(2,) -2p,+ 3 (&+8)(-a+a)-A6+F),

- 9 -



(2) -(a+dlh+b-F)(-ava)a (6.5), ,
(12,)  (&-F) + W-F) s 39 Cava)Ls’ BY),
(123) Aot T b+ B)=0,

Setzt men wieder a=a, B =4 voraus, so folgt
(13) nifl) =&, Gvvdya 0, (lnlyl),«-24.

Daraus und aus umgekehrter Betrachtung ergibt sich

Setz 3 : Erfillen T, T mit [, F=L[ die Bedin-
gung 7" ), so ist (I) mit (13) &quivalent.

Die Analyse der geometrischen Bedeutung von (13) haben
wir da weggelasen; es handelt sich um gewisse Eigenschaften
der Koinzidenzflachen mit projektivem Zusammenhang.
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