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UEBER EINEN TYP VON SAETZEN UEBER ABGESCHLOSSENE
ABBILDUNGEN
Vliastimil PTLK, Praha

Die vo’rliegende Bemerkung ist dem Studium von gewissen

' Eigenschaften abgeschlossener Unterraume des kartesischen

". Produktes von zwei topologischen Réumen gewidmet, Mit Hilfe

dieser Eigenschaften werden dann fir den Fall linearer topo-
" logischer Rume S&tze fiber Offenheit, bzw. Stetigkeit von

’ abgeschlossenen linearen d}")bildungen bewiesen.

__Die Bemerkung besteﬁi aus - zwel Teilen. Der erste Teil
enth@lt die notwendigen Begriffe und Erklarungen, whhrend im
zweiten Teile zuerst rein topologische Ergebnisse angegeben

werden, die.dsnn schichtweise verscharft werden im Falle,'
dass die vorkommendén'topologischen Réume noch lineare! .
. Struktur besitzen. Der Hauptsatz (2.3) enthdlt im Wesentli -
chen zwei Satze: den Satz uber die offene Abbildung und den
i Satz uber den abgeschlossenen Graph. Als spezieller Fall

- wird ein Satz formuliert, der unléngst von D.A.Rajkov 3

! qptdeckt warde.

1. Erklarung_n und Bezeichnungen. Es sei 1? eine Men-
. ge. Es sei weiter <« ein System von Teilmengen der Menge
ST derart, dass 4L erstens die leere Menge und die Menge
T und zweitens die Vereinigung jedes Teilsystems von w ,
aowie den.Durchschnitt Jedes endlichen Teilsystems von w
enthalt. Wir bezeichnen dann w als eine Topologie auf
1';. Ist v  eine Topologie auf T derart, dass rou ,

. 80 werden wir sagen ' sei feiner als w . In der vor -
;iegenden Bemerkung werden ausschliesslich Hausdorffsche
Topologien behsndelt, Ist « eine Hausdorffsche Topologie

- auf T , so bezeichnen wir mit K(w) das System aller
kompakten Teilmengen des topologischen Raumes (Tiw). Ist.
~die’ ‘Topologie e feiner als w , 80 gilt offembar - - 'i*iﬁ
K@) e K(u,) o Wir bezeichnen den Raum (T, «) els ei- " v

i nen Raum vom Type (c) » falls es keine von 'u. verschiedene
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Topologie 4~ gibt, die feirer ale « ist und gleichzei-
tig die Bedingung Kv) = K () erfullt.

Ist § eine beliebige Abbildung einew gegebenen Men=!
gz P in eine Menge @ . 30 verstechen wir unter dem
Braph der Abbildung f die Menge aller Paare von Gastalt

[71,,]4(11)_] y wo n die Menge P 'verlmxft.

Die notwendigen Definitionen und Begriffe sus der Theo-
rie der linearen topologischen Raume, insbesondere die Er—
kKl8rung der R&ume vom Type (/. N’°) sind in [1] enthalten.
Lokal konvexe topoiogische lincare Raume werden wir kurz
7. kenvexe Raume " fennon.

Es seten - P dod ‘GO zwel Mengen. Fs sei R eine
Untermenge von P>< @ '3 weiter sei McP , Nc @ .
Dann bezeichnen wir mit R (N) die Menge der x € P y
zu denen es ein Y € N gibt derart, dass [x,yle S
In snaloger Weise bezeichmen wir mit R (M) die Menge der

ye [ y zu denen es ein x €M gibt derart, dass
[x,y]e R . Ist M eine aus einem einzigen Punkte m
bestehende Menge, so schreiben wir R(@m) statt R(M)
und gmalag in dem anderen Falle, Schliesslich nennen wir
eine' Menge Nc & geeattigt im Bezug auf R s wenn
folgendes glbt. ;fur ,jedes x€e€P mit RXx)aN # 0 ist
R(x)c N ‘ ot

26 Abgesch; gssene. Relationens Weitere Betrachtungen
stutzen aich auf den folgenden Hllfssatz.

S il

(2,1) Es seien E und Y Hausdorffsche topolog:lachs
Raume; es sei R eine abgeschlossene Untermenge von E><Y
Es sei KcVY kompakt. Denn ist R(K) abgesehlossen in
‘E.1Ist GcY offenin Y und gesdttigt in Bezug auf
" R, so ist . R(K)n R (@) offen in R(K) ,

Beweis . Eg sei X ein Element de# abgeschlosse-
nen Hille von R(K), des nicht zu R(K) gehért. Dann
liegt der Punkt [X,&] . fir jedes &k e K ausaerhalb von

R , sodass es eine Umgeburg U((x,k) von x in E
und eine Umgebung V(k) von k in Y gibt derart,
dass  U(x,k)><V(k) frem®# gu R ist. Es gibt

Punkte ‘.&4,-.,&, eK mit V(k)u uV(k )oK ‘ Wir@
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wahlen ein 4 e R(K)o U(x,%&,)o...0U(x,k,); es gibt also
ein ke K , s0dass (¥;,k,)eR .Da k,eK , so
gilt &, e V(k;) fir ein passendes 1 .« Es gilt also
[, k] e Ra[Ul,hid><V (k)] , was einen Widerspruch
ergibt. Die Menge W  ist also abgeschlossen in E

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, weisen wir

'zunB8chst darauf hin, dass es gilt:

R(KY-R(G)ecR(K-G)

fir jede Menge G c Y . Es sei weiter G  gesattigt in
Bezug auf R und es sei ‘X € R(K-G) - Dpann ist

RX)n (K-G)+0 ; es ergibt sich also zunachst x € R(K)

were nun- RMX)n G ¥0 , 80 konnten wir (mit Ruck -
sicht auf die Sattigungseigenschaft) daraus folgern, dass
R(x)cG ; des ist jedoch unmoglich.

Es gilt daher RX)cY-G , so dass xeE -R(G)
Wir haben also die Beziehung R (K) - R(G)=R(K-G) be=
wiesen. Da K-G  kompakt, ist die Menge R(K)-R(G)
abgeschlossen in E  , daher R(K)n R(G) . offen in
R(K) | |

(2.2) Es seien E und Y konvexe Réume, R ein
abgeschlossener Unterraum in EXXY . Es sei Y  Verei «
nigung einer wachsenden Folge von absolut konvexen und kom -
pakten Mengen ' K,, .« Es sei Bc E absolut konvex und
xompakt. Dann gibt es eine natlirliche Zahl m ~und eine
zanl A >0  derart, dass Bc .XR (Kn) .

Bewedis . Wir bezeichnen mit: E_, die lineare
Hulle der Menge B und betrachten \die Topologie &; aut
E, , erzeugt durch B als Einheitsm{gel. Folglich ist
(E,,¥,) ein Banachraum. Die Menge R(Ka) ist abge -
schlossen in Bezug auf die Ropologie: des Raumes E .
Wir zeigen, dass die Menge R(K,. )n E, = abgeschlossen
ist in Bezug auf die Topologie 1&; " Tataachlich sei
x,e E, ein Punkt der abgeschloésenen Halle der Menge
R ( K Yo E, bei der Topologie! L « Ist U eine be-

S’ZL:!.ezbige- u-Umgébung des Punktes )(, ’ ea: folgt aus der
Kompaktheit von B s dass Uax +‘£ B fir ein £ >0 .

|

pa (x,+£B)a R(K,)n E; aightbar ist, so ist auch
ulﬁ R(Kn) . nichtleer, a‘lso‘ X € R(K )n o-‘»
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Dennach bilden die Mengen R(K, )n E, eine wachsende Fol~
ge absolut konvexer und abgeschlossener Teilmemgen des Ba-
nachraumes (E.,"r'.) « Wei igstens edne von diesen Mengen
muss also einen inneren Punkt enthalten. Es gibt also ein '

y, € E, , eine Zahl 6 >0 wund ein Index m . , B0
dess 4, +6B ¢ R(Kn) . st & eB |, 80 |
Yy, +6B € R (Ky) und such y,-6B e R(K, ) . Infolk

ge der Symmetrie von R (K,) gilt auch -y, +6& € R( Kn) | |
so dass 6.4~ = -1—(9.+6(+)+—"~( Yo+64) e R(K,) . Es ‘

gilt daher Bc@-R(K )
Jetzt konnen_. wir den Hauptsatz aussprechen:

(2,3) Satz: Bs seien £ ,Y zwei konvexe Raume; da«

bei sei £ vom Type (e) ; weiter sei Y Vereinigung
"~ einer wachsenden Folge von. absolut konvexen kompakten Men=

gen., Dann gilt:

(1) ist f eine lineare Abbildung von £ in Y , d'er,en‘
Graph abgeschlossen in Ex<VY ist, so ist F  stetig;

(2) ist eine lineare Abbiidung eines Unterraumes

X..,cy auf E s deren Graph abgeschlossen in Ex)’
ist, so ist 9  offen.

‘Bewe 1 8, Wir betrachten zuerst den ersten Fall. Im.

| satze (2,1) werde fiir R der Graph der Abbildung J  ge=
~ setzt. Man stellt leicht fest dass jede Menge Mc Y ge «

sittigt in Bezug auf R  ist und dass R (M)= f’A(M)

gilt. Bs sei G eine in ¥  offene Menge. Ist K., eine

Folge von absolut konvexen kompakten Teilmengen von Y der+
art, dess K,c K, und Y=0OK, , so ergibt sieh

nach (2,1), dass fiir Jedes K, die Menge f'(G)nf7'(K,)

relativ offen in ' (K) ist. Ist nun BcE absolut

B cf'4 K. . Die Menge Bof(G) ist ae
her fiir jedes B relativ offen im B , somit ist #7'(G)|
offen in E , gemiise der Definition des Raumea vom Type

().

‘konvex und kompakt, so ist nach (2,2) fur pessende m, A 4
)

Im zweiten Falle setzen wir wieder fiir R im Satze

(2,1) den Graph der Abbildung 9 .Essei G offenin

» A Eg_gibt. amm - offene Menge H . derart, das,é
: - 6 - ’ f



=Hn Yo . Wir bezeichnen M = Htg™ (0) , so dasc
M offen in Y 1ist. Men bestatigt leicht, dass M  ge-
sattigt in Bezug auf R ist. Wenn wir nun zeigen, dass
g9 (6)= R(M) , dann ist nach (2,1) die Menge
R(K,)ng(G)  f£ir jedes m relativ offen in R(K,),
und wir fuhren den Beweis in derselben Weise zu Ende wie im
vorhergehenden Falle. Um die Identitat g9 (G)= R(M) 2y
beweisen, machen wir uns zunachst klar, dass es offenbar

gilt: g(@)c R(G)c R (M) . Es sei x € R(M) , Dann
gibt es ein heH und ein zeg ' (0) , so dass -
[x,f+x] € R~ . Das besagt, dass h+z €Y  und
x:g(hﬂt—).na f+x €Yo und auch z€ Yo , so ist

A eY, ,dasher heG  Es gilt also x =g (A +x)-gHh)e ()

(2,4) Korollar. Jede stetige lineare Abbildung eines
Raumes [ LN ) auf einen Raum vom Type @) ist offen.

Bewedls . Das Korollar ist eine unmittelbare Folge
des zweiten Teiles des vorhergehencden Satzes.
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