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UBER DIE EINLAGERUNG TOPOLOGISCHER

GRUPPEN IN KOMPAKTE

HrLMUT BOSECK, GREIFSWALD.
Eingegangen am 10. Juni 1966

[ - e S

Es werden Kompaktifizierungen topologischer 7'y — Gruppen auf ihre
Zusammenhangseigenschaften untersucht. Nach einigen Definitionen
und allgemeinen Bemerkungen, die im 1. Abschnitt zusammengestellt
werden, ist der 2. Abschnitt der Untersuchung der total- unzusammen-
héngenden Kompaktifizierungen gewidmet. Die Existenz einer univer-
sellen total- unzusammenhédngenden Kompaktifizierung wird bewiesen,
und eine Charakterisierung dieser Kompaktifizierung durch Darstel-
lungen der Gruppe wird angegeben. Die Frage. wann die universelle
total- unzusammenhédngende Kompaktifizierung nicht trivial. ist,. fiihrt
im 3. Abschnitt zu ihrer Beschreibung als projektiver Limes. Dabei
ergibt sich ein Kriterium. wann die universelle Kompaktifizierung
einer topologischen Gruppe zusammenhéingend ist. Der 4. Abschnitt
beschiftigt sich mit zusammenhingenden. Kompaktifizierungen, sowie
mit gewissen direkten und subdirekten Produkten von zusammen-
hidngenden und ‘total: unzusammenhingenden Kompaktifizierungen.
Ein Kriterium fiir die Existenz einer universellen zusammenhéngenden
Kompaktifizierung wird abgeleitet. AbschlieBend wird der Spezialfal[
der abelschen 7'y -— Gruppen erschépfend behandelt. wobei sich elmge
neue Aspekte bekannter Sétze ergeben.

1. Es sei G eine topologlsche T, — (xruppe Als Einlagerung d#r
topologischen Gruppe G in eine kompakte topologische Gruppe bezeichnen
wir jedes geordnete Paar (K, &), das aus einer kompakten Ty — Gruppe K
und einem stetigen Homomorphismus & von @ in K besteht.

Eine Einlagerung (K,, ;) der topologischen' Gruppe G heiBt
allgemeiner als eine Einlagerung (K,. &,) von G: (K;, &) > (K, &),
wenn es einen stetigen Homomorphismus % von K; in K, gibt, fiir den
AL &y = &y ist. Ist die Einlagerung (K,; ;) allgemeiner als (K, X)
und gleichzeitig (K,, &,) allgemeiner als (K,, &,), so nennen wir die
Einlagerungen (K,, &) und (K,, &,) der topologischen- Gruppe G
dquivalent. Sind (K,, &,) und (Kz, &) zwei Einlagerungen der topo-
loglschen Gruppe @ und gibt es einen topologlschen Isomorphlsmus
a} von K, auf K, mit der Eigenschaft af .5, = &3, 80 sprechen wir von
tapologisch isomorphen Einlagerungen der Gruppe G.

Eine Einlagerung (K, &) der topologischen Gruppe G heiit eine
Kompaktiﬁzierung von G, wenn das Bild des stetigen. Homomorphismus

& in K dicht liegt: K = Tm x = x(@). In*Anlehnung an die Bezeichnun-
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gen fiir Kompaktifizierungen topologischer Rdume schreiben wir dann
a@ fiir die kompakte topologische Gruppe K.

Da wir uns auf die Betrachtung topologischer 7'y — Gruppen be-
schrinken, definiert jede Einlagerung (X, &) einer topologischen Gruppe
@ 'in eine kompakte topologische Gruppe eine Kompaktifizierung
(x@, &) der Gruppe @, wenn-a@ = Im x = x@ als in K abgeschlossene
Hiille des Bildes von & erklirt wird. Offenbar folgt aus der Beziehung
(K, &) > (K,, &) fir zwei Einlagerungen (K,, &,) und (K,, &,) der
topologischen Gruppe @ die entsprechende Relation (o, @, &;) > (%G, &2)
fir die zugehorigen Kompaktifizierungen. Sind zwei Kompaktifizie-
rungen #quivalent, so sind sie sogar topologisch isomorph, und die
Aquivalenz zweier Einlagerungen impliziert die topologische Isomorphie
der zugeordneten Kompaktifizierungen.

Es ist bekannt, daf jede Familie @ von stetigen endlichdimensionalen
unitdren Darstellungen einer topologischen Gruppe @ eine Einlagerung
(Kp, &p) und damit eine Kompaktifizierung (as@, x4) von G definiert.
Ist @ € @ eine stetige endlichdimensionale unitére Darstellung von G,
und bezeichnet A(®) die unitdre Gruppe im Darstellungsraum H® von ¢,
so lafBt sich die kompakte Gruppe K, als cartesisches Produkt K, =
= II AP, versehen mit der Tychonoff- Topologie, erkliren. Sind

[aid
U@ eA®; ze @ die Darstellungsoperatoren der Darstellung ¢: z U®,
80 1st der stetige Homomorphismus %, durch xg(x) = (U("”),,Eg,, z€ G
definiert. .Umgekehrt I8t sich jede.-Kompaktifizierung («@, &) einer
topologischen Gruppe G mit Hilfe einer Familic @ von stetigen endlich-
dimensionalen unitdren (irreduziblen) Darstellungen der Gruppe G durch
die zu (a@, x) topologisch isomorple Kompaktlﬁzwrung (xsG, &g}
beschreiben.

Unter allen Einlagerungen einer gegebenen ropologlschen Gruppe &
in eine kompakte topologische Gruppe gibt es eine in folgendem Sinne
universelle Einlagerung (K,,, B) von G: Ist (K, %) eine beliebige Einlage-
rung der topologlschen Gruppe @, so gibt es genau einen stetigen Homo-
morphismus y der kompakten topologischen Gruppe K, in die kompakte
topologische Gruppe K, fiir den y .= ocgllt Es ist unmlttelbar klar,
daB die universelle Einlagerung (K, f) einer topologischen Gruppe &
eine Kompaktifizierung von @ ist, die wir mit (8G, ) bezeichnen und
die universelle Kompaktifizierung von G nennen. Aus bekannten Schliissen
folgt; dafi-dié universelle Kompaktifizierung einer- topologischen Gruppe
@ bis auf topologische Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Man erhalt
»die universelle Kompaktifizierung (BG, B) bis auf topologische Isomorphie
" in der Form (x,@, &4) durch eine vollstindige Familie iniquivalenter
stetiger endlichdimensionaler unitdrer (irreduzibler) Darstellungen der
Gruppe G. Fiir jede Kompaktifizierung («@, &) einer topologischen
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Gruppe @ ist die kompakte topologische Gruppe aG das stetige homo-
morphe Bild der kompakten topologischen Gruppe S bei einem stetigen
Epimorphismus  mit der Eigenschaft y . § = a.

Im folgenden interessieren wir uns vorwiegend fiir Einlagerungen
bzw. Kompaktifizierungen topologischer Gruppen, fiir die die kompakten
topologischen Gruppen K bzw. «@ gewisse Zusammenhangseigenschaften
besitzen.

2. Ist (K,G ) eine Einlagerung der topologischen Gruppe G und ist K
eine total- unzusammenhdngende kompakte topologische Gruppe, so
sprechen wir von einer total- unzusammenhingenden Einlagerung der
Gruppe G. Ist (0@, o) die zugehorige Kompaktifizierung von @, so ist
0@ ebenfalls eine total- unzusammenhéngende kompakte topologische
Gruppe, und wir nennen (oG, &) eine total- unzusammenhdingende Kom-
paktifizierung. Aus der Existenz der universellen Einlagerung (8G, f)
fiir jede topologische Gruppe @ folgt unmittelbar die Existenz einer
universellen total- unzusammenhéngenden Einlagerung von G:

Satz 1: Zu jeder topologischen Gruppe G existiert eine total- unzusammen-
hingende Einlagerung (K, 1) von G mit folgender Eigenschaft: Ist
(K, 0) eine total- unzusammenhdingende Einlagerung von @, so gibt es
genau einen stetigen, Homomorphismus povon K in K, sodaf p, . T = ¢ 1st.

Die total- unzusammenhdingende Einlagerung (K, ) ist bis auf
topologische Isomorphie eindeutig bestimmt und ist eine Kompaktifizierung
(r@, 7); K@ = vQ der Gruppe G.

Ist (0@, &) eine total- unzusammenhingende Kompaktifizierung der
topologischen Qruppe G, so ist oG das stetige homomorphe Bild der kom- -
pakten Gruppe TQ bei einem stetigen Epimorphismus o mit der Eigenschaft
Po.T=o0.

Die Einlagerung (7@, ) heiflt die universelle total- unzusammenhdn-
gende Kompaktifizierung der topologischen Gruppe G.

Es geniigt offenbar, die erste Aussage des Satzes 1, d. h. die Existenz
einer Einlagerung (K{?, 7) mit den genannten Eigenschaften zu beweisen.
Alle anderen Aussagen ergeben sich dann nach bekannten Schliissen
aus der Universalitdt dieser Einlagerung. Ist (K, &) eine beliebige total-
unzusammenhingende Einlagerung der topologischen Gruppe @G, so
glbt es genau einen stetigen Homomorphismus $ von @ in K, sodaB
7. B = G ist. Dabei bezeichnet (G, B) die universelle Kompaktifi-
zierung von G. Da die topologlsche Gruppe G total- unzusammen-
hiangend ist, enthilt der Kern von § die Zusammenhangskomponente cs
des Einselementes von f@, und der’ stetlge Homomorphismus §- 1d8t
sich durch den kanonischen Eplmorphlsmus 7 von ,BG auf BG/CH fa.ktorl-
sieren: 7 = 7, . . Setzen wir 7 = #. f8, so ist (BG/CP, 7 ) eine Einlagerung
und sogar Kompaktifizierung fG/C? = 1@ der topologischen Gruppe G
mit den im Satz 1 genannten Eigenschaften.
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Korollar: Die universelle total- unzusammenhdangende Kompaktifizierung
(rG 7) der topologischen Gruppe G ist der Kompakt@ﬁzzerung (pgjcs,
7 . B) topologisch isomorph.

Zur Beschreibung der umversellen total- unzusammenhéngenden
Kompaktifizierung durch eine Familie von Darstellungen fithren wir
den Begriff der endlichen Darstellung ein:

Eine stetige endlichdimensionale unitdre Darstellung ¢ einer topo-
logischen Gruppe G heilit endlich, wenn das Bild des stetigen Homo-
morphismus @ eine endliche Untergruppe @G der unitdren Gruppe A®
ist. Es gilt das folgende.

Lemma 1: Jede stetige endlichdimensionale unitire Darstellung einer
kompakten total- unzusammenhdngenden topologischen Gruppe K ist
endlich.

Das Bild von K bei der stetigen Abbildung ¢ ist als abgeschlossene
Untergruppe der unitdren Gruppe A'¢) nach einem bekannten Satz von
E. Cartan eine Liesche Gruppe. Andererseits ist diese Gruppe als stetig-
offenes Bild einer total- unzusammenhdngenden Gruppe selbst total-
unzusammenhéngend. also cine kompakte Gruppe in der diskreten
Topologie.

Es seinun{#H;}; . 1,2, ..cine Folge von unitdren Riumen mitdim H; = s,
und U; sei die Gruppe der unitdren Operatoren des Raumes H (¢ =1,
2, ...). Wir betrachten die Familie @ = @ der indquivalenten endlichen
(irreduziblen) Darstellungen der topologischen Gruppe G in den unitdren
Réumen H; (v = 1, 2. ...). Das Bild ¢G der topologischen Gruppe G
» bei der Darqtelluug ¢ € @ ist eine endliche Untergruppe von A¥), und
K = Il ¢F ist eine total- unzusammenhidngende kompakte Unter-

gruppe del kompakten Gruppe K, == 11 U@ (D = @), Die Abbildung
e'll

) = Y, ist offenbar ein stetiger Hommm)rp}usmux von @ in die kom-
pakte. total- um\mmnmenha.ngende Untergruppe K von K, und die
beiden Einlagerungen (K,, x,) und (K. 7(9) definieren die gleiche
Kompaktifizierung (1®)@G, 7)) der topologischen Gruppe G. Da (K®), T(®)
cine total- unzusammenhingende Einlagerung von @ ist, ist (790G, #9) =
= (ag{, Agp) mit P = P eine total- unzusammenhingende Kompakti-
fizierung von G. Wir beweisen den

S8atz 2: Die total- unzusammenhdingende Kompaktifizierung (v)G, 1) =
= (ap@, ap). die durch eine vollstindige Familie @ = @) indquivalenter
endlicher (irreduzibler) Darstellungen der topologischen Gruppe G definiert
wird, ist zur universellen total- unzusammenhingenden Kompaktifizierung
(@, 7) von @ topologisch isomorph.

Offenbar geniigt es, einen stetigen Homomorphismus 3, von tWG auf
1@ anzugeben. fiir den 7, . r(") = 7 gilt. Da,zu betrachten wir die Famlhe
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@© aller indquivalenten unitdren (irreduziblen) Darstellungen der
- kompakten total- unzusammenhéngenden Gruppe 7@ in den Rdumen H;
(=1, 2, ...). Jeder Darstellung $) € @ entspricht eineindeutig eine
Darstellung ¢ € @), die durch ¢ = @) . 7 gegeben ist. Die topologische
Gruppe t@ ldt sich als kompakte topologische Gruppe topologisch
isomorph in die kompakte topologische Gruppe Ko@) = II U@ ein-
sea(®)
lagern. In der Einlagerung (Kg@), &g) von TG ist ag) ein %opologischen
Monomorphismus. Bezeichnet p die kanonische Projektion der Produkt-
gruppe Kg = H( A® auf das Teilprodukt Kee) = ]]( ;II('P), so ist
edﬁ 7) T
p.TO=p. (X¢(e) = &gl . 7. Ist p@ die Einschrinkung ::on p auf t9)@,
so ist §; = Ag) . P@ der gesuchte stetige Homomorphismus.

3. Es entsteht die Frage, wann die universelle total- unzusammen-
hingende Kompaktifizierung einer topologischen Gruppe nicht trivial
ist, d. h. unter welchen Bedingungen fiir die Gruppe @ die Kompaktifi-
zierung (7@, 7) nicht zu der trivialen Kompaktifizierung ({e}, 7,) topo-
logisch isomorph ist. Zur Beantwortung dieser Frage charakterisieren
wir die universelle total- unzusammenhidngende Kompaktifizierung als
projektiven Limes der ,.endlichen' Kompaktifizierungen von G, doch
beweisen wir zundchst einen Hilfssatz iiber die in G abgeschlossenen
Normalteiler von endlichem Index. die bekanntlich mit den offenen
Normalteilern von endlichem Index iibereinstimmen.

Lemma 2: Ist (a@, x) eine Kompaktifizierung der topologischen Gruppe
G, die allgemeiner als die total- unzusammenhingende Kompaktifizierung
von G ist, so existiert eine eineindeutige, die Inclusion erhaltende Ab-
bildung der Menge M aller abgeschlossenen Normalteiler von endlichem
Index in G auf die Menge M@ aller offenen Normalteiler in «@, sodaf
fiir einander entsprechende Normaltezler NeN und NeeRe gilt GIN ~
~ ocG/N“

" Es sei N ein abgeschlossener Normalteiler von endlichem Index in G.
Dann ist G/N eine endliche, also total- unzusammenhédngende kompakte
Gruppe und bezeichnet 7, den kanonischen Epimorphismus von @
auf G|N, so ist (G/N, 7zy) eine total- unzusammenhingende Kompakti-
fizierung von G. Es sei $, ein stetiger Epimorphismus von aG auf 1@
mit der Eigenschaft $, . = #. Ferner sei 7, der eindeutig bestimmte
stetige Eplmm phlsmus von G auf G/N mit der Eigenschaft p, . 7 = Ry
Dann gilt $,.7,.& = @y, und wir definieren das Bild von N als
Ne = Ker (9, . 71)- Oifenbar gilt aG/N* ~ G/N, und N© ist als abge-
schlossener Normalteiler von endlichem Index offen in a@. Ist nun Ne
ein beliebiger offener Normalteiler in a@, so ist N* abgeschlossen, und
die Faktorgruppe G/N® ist als kompakte Gruppe in der diskreten
Topologie endlich. Ist N* das Bild des Normalteilers N bei dem stetigen
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Epimorphismus §, von «@ auf 7@, so ist aG/N* =~ 7G/N*, und der kano-
nische Epimorphismus 7 y« von oG auf «G/N® 148t sich mit 7, faktorisieren
Aiye = Py . 1. Wihlen wir N = Ker zya . &, 80 ist N ein abgeschlossener
Normalteiler in @ und G/N =~ «G/N®. Damit besitzt N einen endlichen
Index in @, und das Lemma 2 ist bewiesen.

Nennen wir eine Kompaktifizierung (¢@, &) endlich, wenn ¢G eine
endliche Gruppe ist, so erhalten wir den

Satz 3: Die universelle total- unzusammenhdangende Kompaktifizierung
(tQ, ) ist dem projektiven Limes des inversen Spektrums {(¢G, &); &3}
eines vollstindigen Systems endlicher Kompaktifizierungen von G topo-
logisch isomorph.

Dabei sind die Kompakiifizierungen (e@, ?:) durch die Relation ,,<*
gerichtet und sind (elG &) > (8,3, &) zwei Kompaktifizierungen des
Systems, so gilt &} . & = &,.

Ein System endlicher Kompaktifizierungen der Gruppe G heilit
vollstindig, wenn es zu jedem Normalteiler N € it eine endliche Kom-
paktifizierung (@, &) des Systems gibt, so dafl der Kern von & in N
enthalten ist.

Ist N ein offener Normalteiler von endlichem Index in @ und bezeichnet
7y wie oben den kanonischen Epimorphismus von @ auf die endliche
Gruppe G/N, so geniigt es offenbar, den Satz 3 fiir das System {(G/N,
7 y)}Nex von endlichen Kompaktlﬁzxerungen zu beweisen. Ist N, < N,
so gilt (G/N 1> %y, > (G[N,, #y,), und wir bezeichnen mit 7} den durch
A} Ay, = Ay, gegebenen Epimorphismus von G/N, auf G/N,. Dann ist
{(O'/N 7y); Az} ein inverses Spektrum von Kompaktifizierungen, denn
mit zwei Normalteilern N, N' et gehort auch NN N’ zu N, und es
gilt (GINNN', 7y nw) > (GIN, 7ty), some(G'/NﬁN' Aynn’) > (GIN', 7t ).
Die Behauptung (7@, 7) = lim {@/N, 7y); a3} ergibt sich unmittelbar

aus dem Lemma 2 und dempbekannten Satz, daB jede total- unzusammen-
héingende kompakte topologische Gruppe als proketiver Limes ihrer
endlichen Faktorgruppen dargestellt werden kann.

Aus dem Beweis von Satz 3 folgt als

Korollar 1: Ist (z@, 7) die universelle total- unzusammenhdingende
Kompaktifizierung der topologischen Gruppe G, so gilt Ker = Cy = N N.
NeR

Dabet bezeichnet M wie oben das System aller offen- abgeschlossenen
Normalteiler von endlichem Index in G.

Korollar 2: Die universelle total- unzusammenhdingende Kompaktifi-
‘zierung einer topologischen Qruppe G ist dann und nur dann nicht trivial,
wenn in G ein echter abgeschlossener Normalteiler von endlichem Index
existiert.

Nennen wir eine Kompaktifizierung (G, ) der topologischen Gruppe
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G zusammenhdngend, wenn nG = 5@) eine zusammenhéngende kompakte
topologische Gruppe ist, so erhalten wir aus dem Korollar 2 zum Satz 3
und dem Korollar zum Satz 1 den,

Satz 4: Die universelle Kompaktifizierung (8G, f) (und damit jede
Kompaktifizierung ) .einer topologischen Gruppe G ist dann und nur dann
zusammenhingend, wenn die Gruppe keinen echten abgeschlossemn
Normalteiler von endlichem Index besttzt.

Im letzten Abschnitt werden wir feststellen, dal} es sich hierbei um
eine direkte Verallgemeinerung des bekannten Satzes handelt, daB die
Bohr- Kompaktifizierung einer abelschen Gruppe 4 dann und nur dann
zusammenhdngend ist, wenn die Charaktergruppe A4* von A4 tor-
sionsfrei ist.

Der im Korollar 1 definierte abgeschlossene Normalteiler C = m N

von @, der fiir kompakte topologische Gruppen mit der Zusammen~
hangskomponente von G zusammenfillt, scheint fiir die Untersuchung
der Kompaktifizierungen einer topologischen Gruppe in verschiedener
Hinsicht interessant zu sein. Fragt man z. B. nach den Moéglichkeiten,
eine gegebene Gruppe stetig und isomorph in eine kompakte topologische
Gruppe einzulagern, so gilt der

Satz 5: Ist (BG, ﬂ) die universelle Kompaktiﬁzierung der topologischen
GQruppe G, so st B dann und nur dann ein steliger memorphamus,
wenn die Einschrankung von B auf den Normalteiler C, ein stetiger Mono-
morphismus ist.

Zum Beweis betrachten wir ein Reprisentantensystem {a }.e von G
modulo C,. Die Faktorgruppe G/C, besitzt nach dem Korollar 1 zum
Satz 3 und dem Korollar zum Satz 1 die Kompaktifizierung (8G/C?, ’to)
Bezeichnet 77, den kanonischen Eplmorphlsmus von @ auf G/C,, so ist ,
durch die Gleichung %,.7, =7 ./ definiert und ein stetiger Iso-
morphlsmus Infolgedessen gilt fiir jeden Reprasentanten a, # e die
Relation 7. f(a,) = 7. o(a,) # e. Ist @ = az,, 7o€ Cy ein behebxges
Gruppenelement und f(x) = ﬂ(a‘) B(xe) = e, 80 ist 7. fH@) = e und
damit a, = e. Der Satz 5 ist bewiesen, und wir erhalten. '

Korollar 1: Der Kern des stetigen Homomorphismus B von @ in BG
st 1m Normalteiler C,, enthalten.

Korollar 2: Ist Cy = {e}, so ist f§ ein stetiger Monomorphismus von G
in die kompakte topologische Gruppe BG.

4. In diesem Abschnitt werden zusammenhingende Kompalktifi-
Lierungen untersucht. Insbesondere wird die Frage nach der Existenz
einer universellen zusammenhingenden Kompaktifizierung einer topo-
]oglschen Gruppe erortert.

Wie im 2. Abschnitt bezeichne {H;}.—x 2,... eine Folge von unitéren
Réumen, fiir die dim H; =i (i = 1, _.) gilt. Unter ¢@® verstehen
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wir die Familie der indquivalenten unitdren Darstellungen ¢ der topo-

logischen Gruppe G in den unitiren Riumen H,, fir die ¢@ = ¢G
eine zusammenhéngende Untergruppe von A® und damit (¢G, @) eine
zusammenhiingende Kompaktifizierung von @ ist. Fiir die durch die
Familie @ = @@ definierte Kompaktifizierung (¢ 9@, x?) = (25@ ,x4)
der topologischen Gruppe G gilt der

Satz 6: Fiir jede zusammenhdingende Kompaktifizierung (9@, ) von G
18t (2@, x@) > (G, ), und es gibt genaw einen stetigen Epimorphismus 9,
von a?@ auf nG mit der Eigenschaft 7, . 4@ = ). Ist («@, &) eine Kompakti-
Jfizierung von @, sodaf fiir alle zusammenhingenden Kompaktifizierungen
G, ) von @ (aQ, &) > (nG, 7)) gilt, so ist (@, &) > (DG, x®).

Die erste Aussage des Satzes 6 ergibt sich unmittelbar aus der Be-
merkung, daB fiir jede unitére (irreduzible) Darstellung ¢ der kompakten
zusammenhdngenden Gruppe %G in den unitdren Rédumen H; (i =
=1, 2, ...) das Bild yn@ = $m@ zusammenhingend und da,mlt
@ = P . 9 eine Darstellung der Familie @) ist. Zum Beweis der zweiten
Aussage von Satz 6 betrachten wir eine Darstellung ¢ € @@ der topo-
logischen Gruppe G. Da (¢G, @) eine zusammenhiingende Kompakti-
fizierung von @ ist, gibt es einen stetlgen Epimorphismus 7o von ol
auf ¢@ mit der Eigenschaft 7, . & = ¢. Die Abbildung 7', # - (7,2):e0@;
z € a@ ist ein stetiger Epimorphismus von aG auf «@G.

Die Kompaktifizierung (x?)@, ) der topologischen Gruppe @ ist
im allgemeinen nicht zusammenhéngend. Wir nennen die bis auf topolo-
gische Isomorphie eindeutig bestimmte Kompaktifizierung («(®),G &)
" die universelle zusammenhanqende Kompaktifizierung und bezeichnen ‘sie
mit ({@, ), wenn a®)@ eine zusammenhingende kompakte topologische
Gruppe ist.

Um die Frage nach der Existenz der universellen zusammenhéngenden
Darstellung zu beantworten, beweisen. wir zunichst das

Lemma 3: Ist (nG, 77) eimne ummm(nhdn./endp Kompaktifizierung der
topologischen Gruppe 7 und (aG. ) > (Q, ¥3), so gibt es einen stetigen.
Epimorphismus p, der Zusammewhm»gsl.om ponente C* des Einselementes
von oG auf Q.

Zunichst gibt es einen stetigen Epimorphismus P, von alf auf a®G
und einen stetigen Epimorphismus $; von «?@ auf 7@; damit ist §, . y,
eine stetlger Epimorphismus von aG auf nG mit der Eigenschaft ¢, .

-Pa- & =17 . Die Einschriinkung von 7, . 7, auf C* ist aber ebenfalls
ein Epimorphismus $, von C® auf %G, da 9, . §, die Zusammenhangs-
komponente der kompakten topologischen Gruppe aG auf die Zusammen-
hangskomponente der ebenfalls kompakten Gruppe nG abbildet. Damit
ist das Lemma 3 bewiesen.

Aus dem Lemma 3 folgt der
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Satz 7: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Bs gibt eine Kompaktifizierung (a@, &) > (D@, &) der to‘pol'o-
gischen Gruppe G sodaf (C%, i) eine zusammenhdngende Kompaktifizie-
rung von G ist;

(2) es gibt eine Kompaktifizierung (@, &) > (PG, 3®) der topolo-
gischen Gruppe @, deren Zusammenhangskomponente des Einselementes C*
direkter Faktor in oG ist;

(8) die wniverselle zusammenhingende Kompaktifizierung ((@, £)
existiert und ist zu (C®, 9y) topologisch isomorph.

Aus (1) und dem Lemma 3 folgt die Existenz eines topologischen
Isomorphismus §, von C® auf G = C* als Einschrinkung des stetigen
Epimorphismus 7, . 9, von aG auf C*. Damit ist aber C® direkter Faktor
in a@: a@ = C* X H* Ist (n@, %) eine beliebige zusammenhingende
Kompaktifizierung von @, af = C* X H* und §, ein stetiger Epi-
morphismus von a@G auf 9@, so gilt H* < Ker $,. Infolgedessen 1Bt
sich $3 durch 7, . P, faktorisieren: P35 = 9, . 9, . 9, sodaB 9, . fj, = 4 ist-
Daraus folgt (C¢, 7,) > (7@, %), und nach Satz 6 ist (Ce, 4j,) > (aPQ, &®).
Da andererseits (C%, 4,) eine zusammenhéngende Kompaktifizierung ist,
gilt abermals nach Satz 6 («®@, 4)) > (C?, #,). Die Kompaktifizierungen
(Ce, #,) und (@, &®) sind also topologisch isomorph, und (@@, 5®)
ist zusammenhidngend. Damit ist (3) bewiesen. Die Aussage (1) folgt
nun trivial, wenn man («@, &) = (CG,AE ) setzt.

Fiir den Spezialfall («@, &) = (fG, f) erhalten wir als

Korollar: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Die universelle zusammenhingende Kompaktifizierung ((@, ) der
topologischen Qruppe G existiert, und (Q ist topologisch isomorph der
Zusammenhangskomponente des Einselementes C% von fG; ‘

(2) die Zusammenhangskompongnte des Einselementes C? ist direkter
Faktor in pG;

(3) BQ besitzt einen zu t@ topologisch isomorphen direkten Faktor;

(4) es gilt fG ~ DG X 6.

top.
Ist BG = C? x HP, so folgt unmittelbar 7G =~ BG/CP ~ HP. Ist
top. top.
umgekehrt fG = H§ x H? und i ein topologischer Isomorphismus von
H? auf 1@, so ist i . 71, ein stetiger Epimorphismus von G auf @, wenn
#o den kanonischen Epimorphismus von @ auf G/Hj bezeichnet. Da
7@ total- unzusammenhiingend ist, gilt Hf < C?, und aus G ~ BQ/C?
top.
folgt H§ — (. Damit ist die Aquivalenz von (2) und (3) bewiesen. Gilt

nun (1), so ist {G =~ C? ¥ «@@Q, und aus (2) folgt (4). Umgekehrt folgt
top. top.

aus (4) die Aussage (3) und damit (1).
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Der Korollar zum Satz 7 1d8t sich zu einem Satz verallgemeinern,
der die Existenz einer universellen zusammenhéngenden Kompaktifi-
zierung mit der Existenz gewisser, in einem anderen Sinne universeller
Kompaktifizierungen in Beziehung setat:

Satz 8: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

: (l)f Es gibt eine universelle zusammenhdingende Kompaktifizierung
(&a, 0);

(2) unter allen Kompaktifizierungen (aG, x), fiir die die Zusammen-
hangskomponente des Einselementes C* direkter Faktor in aG ist, existiert
eine untverselle;

(3) unter allen Kompaktifizierungen (a@, &), fiir die o einen zu @
womorphon direkten Faktor besitzt, existiert eine universelle.

Es sei (a@. &) eine Kompaktifizierung von @ und af = C¢ x H®.
Es gibt genau einen stetigen Epimorphismus § von G auf «f. Die
‘Einschrinkung 94 von 7 auf C7 ist ein stetiger Epimorphismus von C#
auf Ce. Da (C%, 7,) cine zusammenhingende Kompaktifizierung ist,
gibt es einen stetigen Epimorphismus 9, von {G auf €%, durch den §,
faktorisiert werden kann $, = 7, . $,. Dabei ist p, die Einschrinkung des
stetigen Epimorphismus 7, von p6 auf (G anf die Untergruppe C#
(vgl. Lemma 3). Die Untergruppe Ker j, ist abgeschlossener Normal-
teiler in A@, und (fG/Ker p,, 7, . [f) ist eine Kompaktifizierung von &
mit der Eigenschaft (BG/Ker 3,, 7, . fi) > («@, %). Dabei bezeichnet 7,
. den kanonischen. Epimorphismus von g@ auf fiG//Ker 9,. Beachten-wir
die Gleichungen BG = C8..Ker$; und Ker 5, N C? = Ker 7,, so ist
pG{Ker 7, == 6@ eine kompakte topologische Gruppe, in der die Zusam-
menhangskomponente des Einselementes () = C%/Ker §, direkter
Faktor ist. Mit 8 = 7, .7 ist (0@, §) die in (2) genannte universelle
Kompaktifizierung. Aus der topologischen Isomorphie ﬂG/C* ~

~ pG/[Ker p,/C3[Ker 7, folgt unmittelbar. dali 86/ > (% x 1@ ist. Ist
top wp
aber umgekehrt (@, %) ecine Kompaktifizierung von G und aG

top.

~ H§ x 1@, so0 ist Hy = .C° d. h. o = C* x [/ und es gilt (6@, §) >
top. top.
> (. x). Ist schlieBlich (nG. %) eine zusammenhingende Kompakti-
fizierung, so ist 96 = C" X {e}, und folglich gibt es einen stetigen
Epimorphismus $, von 4G auf 5, wobei 716G = Ker 7 94 ist. Daraus folgt,
daB (£G. &) existiert und zu (6G/H?, 7, .4) tupologisch isomorph ist.
Der Satz 8 ist bewiesen, und aus dem Beweis er glbt sxch als

Korollar: Ist eine der Aussagen des Satzes 8 erfiillt, so sind die unter (2)
und (3) genannten universellen Kompalctzﬁzwrungen topologisch isomorph
2u (8G. 8) mit 6G = tQ X vG und § = & % 1. d. h.

bz — (Ea. T2); 2 € Q.
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Zur Beschreibung der Kompaktifizierung (66, 4) durch eine Familie
von endlichdimensionalen unitéren (irreduziblen) Darstellungen der
Gruppe G betrachten wir die Familie @® = @)y @), die sich als
Vereinigung der endlichen (irreduziblen) Darstellungen von G mit den
unitéren (irreduziblen) Darstellungen von G ergibt, fiir die pG zusammen-
hingend ist. Die zugehérige Kompaktifizierung (@@, 4®) = (x5@, &g)
fiir @ == @© erhalten wir auch als zugeordnete Kompaktifizierung aus
der Einlagerung (@G x tG, x® x ), die im allgemeinen keine Kom-
paktifizierung von @ ist. Mit 3@ > 7 ist dabei der stetige Homomorphis-
mus 2 — (x@z, @) von @ in oG X TG bezeichnet. Die kompakte
topologische Gruppe a®)@ ist ein subdirektes Produkt der kompakten
topologischen Gruppen «®G und v@. Als abschliefendes Ergebnis
erhalten wir den .

Satz 9: Die Kompaktifizierung (06, 6) und damit die universelle zusam-
menhingende Kompaktifizierung (LG, €) der topologischen Gruppe G
existiert dann und nur dann, wenn die Einlagerung («®G@ X @, @ X 7)
eine Kompaktifizierung von G ist. Dann gilt (8@, ) = (LG X 1@, £ X ?).

Die eine Richtung des Satzes 9 ergibt sich aus dem Korollar zum
Satz 8, wihrend die andere trivial aus den Eigenschaften von («(®@, x(*)
und (76, 7) folgt.

5. Als Spezialfall betrachten wir die abelschen topologischen Ty —
Gruppen. Ist @ ein stetiger Charakter der abelschen topologischen

Gruppe 4, so ist ¢4 = @A eine endliche Untergruppe von A, oder
gleich % und damit zusammenhéngend. Infolgedessen ist @®) = DIV D)
die Charakterguppe der abelschen Gruppe A, und (x®4, &®) ist zu
(B4, p) topologisch isomorph. Aus den Sétzen 7 und 9 erhalten wir den

Satz 10: Ist A eine abelsche topologische Gruppe, so existiert dann und
nur dann eine universelle zusammenhdngende Kompaktifizierung (A, £)
von A, wenn die kompakte abelsche Gruppe BA in das direkte Produkt
einer total- unzusammenhdingenden und einer zusammenhingenden Unter-
gruppe zerfdllt. Dann ist die universelle Kompaktifizierung (fA4, f) zur
Kompaktifizierung (LA X 1A, £ X %) topologisch isomorph. und es gil
A ~ CB. .

top. .

Isg @ eine beliebige Menge von stetigen Charakteren der abelschen
topologischen Gruppe 4 und ist (ay4, &4) die zugehérige Kompakti-
fizierung, so erhilt man die kompakte abelsche Gruppe a4,4 bis auf
topologische Isomorphie als die Charaktergruppe der von @ erzeugten
Untergruppe der Charaktergruppe von 4, wobei diese Untergruppe mit
der diskreten Topologie zu versehen ist. Beachtet man, daf ein Charakter
¢ der abelschen Gruppe 4 dann und nur dann eine endliche Ordnung
besitzt, wenn @A eine endliche Untergruppe von U, ist, so ergibt sich der

Satz 11: a) Fiir die universelle total- unzusammenhdingende Kompakti-
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fizierung (tA, ) einer abelschen Gruppe A st die kompakte abelsche
Gruppe tA zur Charaktergruppe der mit der diskreten Topologie versehenen
Torsionsuntergruppe D@ der Charaktergruppe D@ wvon A topologisch
isomorph.

b) Die wuniverselle zusammenhdingende Kompaktifizierung (CA, 5
existiert fiir eine abelsche topologische Gruppe dann und nur dann, wenn
die mit der diskreten Topologie versehene Charaktergruppe @@ von A das
direkte Produkt ihrer Torsionsuntergruppe D) und einer torsionsfreien
Unterguppe @@ ist. Die kompakte abelsche Gruppe (A ist dann zur
Charaktergruppe der diskreten Gruppe @@ topologisch isomorph.

¢) Die universelle zusammenhingende Kompaktifizierung (CA, )
existiert fiir eine abelsche topologische Gruppe genau dann, wenn die

Charaktere & mit zusammenhingender Bildgruppe pA = §A eine Gruppe
bilden.

Aus diesem Satz folgen unmittelbar die bekannten Aussagen:

Korollar: Die universelle Kompaktifizierung (fA, ) einer abelschen
Gruppe A ist dann und nur dann zusammenhdingend, wenn die Charakter-
gruppe von A torsionsfrei ist, und (BA, 8) ist dann und nur dann total-
unzusammenhdingend, wenn die Charaktergruppe von A eine Torsions-
gruppe ust.

Als Beispiel betrachten wir die diskrete abelsche Gruppe I'*, die
additive Gruppe der ganzen Zahlen. Hier ist (vI'*, ) die universelle
total- unzusammenhéngende monothetische Gruppe d. h. die universelle
monothetische Cantor-Gruppe. Die kompakte Gruppe tI'+ ist die
Charaktergruppe der diskreten additiven Gruppe der rationalen Zahlen
mod 1. Die universelle zusammenhéngende Kompaktifizierung (I, £)
der abelschen Gruppe I't existiert und ist das universelle kompakte
Solenoid. Bezeichnet N+ die additive Gruppe der reellen Zahlen und ist
(BN+, j) die universelle Kompaktifizierung von N+, so sind die kompakten
Gruppen {I't und SN+ topologisch isomorph. Fiir die universelle Kom-
paktifizierung von I'* gilt dann die topologische Isomorphie: (8™, ) =

top.
~ T+ xtl+ £ x 7). Ist N, die additive total- unzusammenhé)ngend%
top.
Gguppe eines g— adischen Zahl- oder Funktionenkdrpers, so folgt aus
der bekannten Isomorphie zwischen Gruppe und Charaktergruppe der

Satz 12: Ist N, ein Korper der Charakteristik 0, so ist (BNF, f) =
= ({N;, &) zusammenhingend, und die kompakten topologischen Gruppen
PN, und BN+ sind topologisch_isomorph. Ist N, ein Korper der Charak-
teristik p # 0, so st (BN;, ) = (N, ) total- unzusammenhingend,
und BN, st topologisch isomorph zum Tychonoffschen Produkt eines
Kontinuums von Exemplaren der zyklischen Gruppe der Ordnung p.
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