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UBER DIE KONVERGENZOPTIMIERUNG
EINES SYMMETRISCHEN ITERATIONSVERFAHRENS
MIROSLAV SISLER
(Angegangen an 20. 6. 1989)
Zusammenfassung. In der Arbeit wird ein gewisses symmetrisches Iterationsverfahren fiir
die Losung des linearen algebraischen Gleichungssystems der Form x = Bx 4 b mit einer
schwach zweizyklischen Matrix untersucht. Die untersuchte Methode hidngt von 3 reellen Para-

metern ab. In der Arbeit wird die Frage der optimalen Parameterwahl vom Gesichtspunkt der
Konvergenzgeschwindigkeit gelost.
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AMS Classification: 65F10

Die Arbeit, ebenso wie die Arbeit [2], befasst sich mit einem symmetrischen
Iterationsverfahren fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems der Form

x=Bx+b,

wo B eine schwach zweizyklische Blockmatrix der Form

0, U
2=(20)

ist (die diagonalen Nullmatrizen sind quadratisch). Das Iterationsverfahren wird
durch die Formel

Xy41 = S(“l; 02, ﬁ) xv + L(“l; 0(2, B) bU + bL

definiert; hier sind a; % 0, «, =+ 0, f reelle Parameter und es gilt

S(“la 02, ﬁ) = L(“p %2, B) U(‘xn 02, ﬁ) s
(oI, O\ (ay — 1)1, U
L((xl; 0, ﬁ) = (B‘lL’ OCZI) ((ﬂ + 1) L, (az _ 1)1) )
od, 0 \7!
by = </3L, oc21> b,
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U(ey, a3, B) = (oczl, BU)“ ((a2 —1)I, (B + 1) U>’

0, ol L, (g — 1) I
_ (a1, pU\!
by = ( 0, al b.
Ebenso, wie in [2] setzen wir voraus, dass I — B eine nichtsingulire Matrix ist
und dass die Matrix B> nichtnegative Eigenwerte u} besitzt, wobei 0 < m? < p? <
< M? < 1 gilt. Wir werden uns mit der optimalen Wahl der Parameter o,, a,, B
vom Gesichtspunkt der Optimierung des Spektralradius o(S(a,, o,, f)) der Matrix
S(ty, o5, B) befassen. In dem Satz 3 von [2] wurde diese Frage fiir den speziellen
Fall B = —1 gelost.

Wir beweisen folgenden Satz:

Satz. A. Es sei 1 — m?> <.,/(1 — M?). Dann erreicht o(S(ay, @5, B)) seinen
Minimalwert fiir jede drei Parameter o, a,, B, fiir die die Beziehungen

1) (1 = tfay) (1 = 1fay) = (M? + m?)|(M? + m? - 2),
(2) B=—(oy + )
b}
gelten; dabei ist
©) min o(S(e, o, ) = (42 ~ m?)[2 = (O + )]

B. Es sei 1 — m* 2 /(1 — M?). Dann ist

min o(S(e, 23, ) = [1 = V(1 = ML+ (1 = 2],

xg,a2,

wo die Parameterwerte oy, o,, B durch den Satz 3 der Arbeit [2] gegeben sind.

Der Beweis des Satzes. Aus den Sitzen 1 und 2 in [2] folgt, dass die Eigenwerte
A der Matrix S(ay, o, f) genau alle Wurzeln A der Gleichungen

(4) (ap; — ) (fui — ¢) — bul(du? +e) =0
sind, wobei u? die Eigenwerte der Matrix B2 sind und

a =B + oy + ;) — og0,(1 + B),

b= az(al bl 1)(B + 0y + “2),
¢ = Aoy — oy0,(0ty — 1) (2 — 1),
d= —,B(ﬂ+0€1 +a2)’

e =ayo, — 1)(B+ oy + ay),
f=0B+a)B+ o +ay) — aa(l + p)
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gilt. Die Gleichung (4) ist eine quadratische Gleichung, die bei gegebenen Werten
Uz, 0y, oy, fim Allgemeinen zwei Wurzeln

(5) ll(.”izs oy, oy, B) = {(B + oy + a,)? T 20,05(1 + B) ui +
+ 205050ty — 1) (a0 — 1) = J(D(i?, oy, 05, B))}[20305 ,
(6) 12(#;'2, oy, oo, ) = {(B + oy + a3)? i — 20,0,(1 + B) u o+

+ 20g0(0y — 1) (p — 1) + /(D(if, g, iz, B))} /20303
besitzt; dabei gilt

2
(7) D(2, ay, 0y, ) = (B + oy + o) )
2020’
(B + oy + o) pf — doyo,(1 + B) pf + dogoy(ory — 1) (o, — 1)
' 20202 ’

Man definiere jetzt die Zahlen A, B durch die Formeln

(8) A= (g — 1) (0 = Dfago, = (1 — 1foy) (1 — 1far,),
B = (B + 1)o,0, .
Man bezeichne ferner
Ay(w?, o0, oz, B) = A4(uf, A, B) s Aa(pf, oy, 0z, B) = Ao(uil, 4, B),
D(gi, a1, @2, B) = D(ui, 4, B) s o(S(21, 22, B)) = o(S(4, B)).
Aus den Formeln (5), (6), (7) folgen dann die Formeln

©) M(ui, 4, B) = 3ui(B — A + 1) — By} + 4 — /(D(i}, 4, B)) ,
(10) Aa(ui, A, B) = 4uj(B — A + 1)* — Bui + A + /(D(ui, 4, B)) ,
(11) D(ui, 4, B) = 3ui(B — A + 1)* {3uf(B — 4 + 1)*> — 2Bu} + 24} .

Es sei jetzt A eine gegebene Zahl und u? sei einer der Eigenwerte der Matrix B2.
Dann bildet 4,, 4, ein Paar komplex konjugierter Wurzeln, oder ist 1; = 4,, insofern

(12) D(u?, A,B) <0

gilt. Da 1pu;(B — A + 1)> 2 0 ist, gilt die Ungleichung (12) genau dann, wenn
1ui(B — A + 1)® = 0 oder $uf(B — A + 1) > 0 ist und zugleich

(13) uiB* + B[2uj(1 — A) — 4p}] + wi(1 — A)* + 44 <0

gilt. Solange A < 0 gilt, ist die Ungleichung (13) fiir jedes B von dem Intervall
(14) By, <B<B,,

erfiillt, wo

(15) Bi2=1+4+ 4 -2 J(Al - 1/u})),

(1) Bae =L+ 4+ 2 J(A4(1 - 1)
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g

gilt. Fiir 4 > 0 und beliebige Zahlen B, u? sind offensichtlich die Wurzeln A,(u?, A4, B),
A2(u2, A, B) reell.
Man betrachte jetzt den Fall

(17) B-A+1=0,
d.h.B = 4 — 1. Dann st nach (9), (10), (11)

Al = @) + i

Der Graph der Funktion (1 — p?) A + u} ist eine Gerade mit einem positiven
Richtungskoeffizient 1 — uf (da 0 < m? < u7 < M?> <1 gilt) und fir 4 =1
gilt immer (1 — pf) 4 + p7 = 1. Fir 4 < 1 gilt ferner

(L=m)A+m (=) A+u <(1-M)A+ M,
wobei |A,(m?, A, B)| = |A,(M?, 4, B)|ist, wenn

—[(1=m) A4+ m?]=(1 - M)A+ M?,

d. h.

(19) A= (M + m?)|(M? + m? - 2)
gilt. Fiir B gilt dann angesichts (17)

(20) B =2/(M* + m* - 2).

Angesichts (17), (18), (19) und (20) ist
M(M?,(M?* + m?)|(M? + m* = 2), 2/(M?+ m?—2)=
= [(1 = M?)(M? + m?)[(M? + m* — 2)] + M? =
— (0 — w2 = (2 + )],

s0 dasi’anlin_lg(S(A, B)) = (M? — m?)[[2 — (M? + m?)] gilt.

Es sei jetzt B — A + 1 & 0. Wir unterscheiden einige Fille.

I. Der Fall 4 > 0. In diesem Fall sind die Wurzeln A,(uf, A, B), A,(u7, 4, B)
fiir jede p? reell, wobei 3u7(B — A — 1)> — By} + A = 0 ist. Es gilt also nach (8)
und (10) A(u?, A, B) 2 0 und |A,(y7, A, B)| < A,(u?, A, B). Wir beweisen jetzt,
dass 1,(M?, 4, B) 2 M? fiir jedes B gilt. Diese Ungleichung ist der Ungleichung

(22) J(D(M?, 4, B)) 2 M?> — sM*(B — A + 1)> + BM*> — 4

dquivalent. Wenn die rechte Seite der Ungleichung (22) nichtpositiv ist, gilt diese
Ungleichung automatisch. Wenn

(23) M? — IM*(B— A+ 1)* + BM>* — A >0
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ist, bekommen wir nach Potenzierung und Umformung der Ungleichung (22)
die Ungleichung

(24) A(l + M?) < 2M*(B + 1).
Aus (23) folgt unmittelbar die Ungleichung
24 < 2M*(1 + B) — IM*(B + 1 — A)?
wovon (24) folgt. Es ist also
o(S(4. B)) = M?
fiir jedes Bund A > 0.
II. Es sei A = 0. Dann gilt fiir eine beliebige Zahl B
24(M?,0, B) = iM*(B + 1)> — BM? —
- J3M?*(B + 1)* {3M?*(B + 1)* — 2BM?)}) = M?,
12(M?,0,B) = {M*(B + 1)> — BM? +
+ J(MA*(B + 1)? (3M*(B + 1)* — 2BM?)}) = B*M* .
Fiir A = 0 und eine beliebige B ist also wieder
o(S(0, B)) = M*.

III. Wir befassen uns mit dem wichtigsten Fall 4 < 0. Es sei u? ein beliebiger
Eigenwert der Matrix B und die Zahl B liege im Intervall (14). Dann sind die Wur-
zeln A,(u7, A, B), A,(ui. A, B) komplex konjugiert oder identisch und es gilt

|2:(k, A, B)| = |22(pi, 4, B)| = (Bui — A)*.

Der Graph der Funktion Bu? — A der Verinderlichen B ist eine Gerade mit
dem Richtungskoeffizient u?, wobei fir B=0 Buy? — A= —A und fiir B =
= Alu} Bu? — A = 0 ist. Es gilt ferner A/u} < By,., da diese Ungleichung mit
den Ungleichungen Afu} < A + 1 — 2 J(A(L — 1/u})), 0 < [1 — A(L — 1/u])]?
aquivalent ist. Es ist also fiir B aus dem Intervall (14) By} — 4 = 0 und es gilt

(25) A(ui, A, B) = [Ay(u7, A, B)| = |2,(u7, A, B)| = Buj — 4.

a) Setzen wir nun voraus, dass

(26) — (1= (= M)t + J(1 - M) £ 4<0
und
(27) B = B,
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gilt. Es ist leicht zu beweisen, dass eine solche Zahl u? existiert, dass 0 < u? < M?
und B = B,,. = A + 1 + 2, /(A(1 — 1/u?)) ist. Dann gilt

1,(M2, 4, B) = 1,(M?, A, B, ;) =

= iM*(B,,2 — A + 1)’ — B, .M* + /(D(M?, 4, B, 2)) =

= LM (14 A~ ) + J(AG — M) = b
fiir jede A < 0 (und auch fiir (26)). Es gilt also fiir jede 4 aus dem Intervall (26)
und B aus dem Intervall (27) '

o(S(4, B)) = M? .

b) Man setze voraus, dass A im Intervall (26) und B im Intervall
(28) Biy: £ B < By

liegen. Aus der Ungleichung (26) folgt sofort, dass 0 < By, ist. Fiir eine nicht-
negative Zahl B gilt aber nach (25)

A}, 4, B) = Bu} — A < BM? — A = A(M?, 4, B) =
= |1,(M?, 4, B)|
und es gilt ferner

min  [1,(M?, A4, B)| = B;,nM* — A =
Bim2SBZBam?

= M1~ JA(L - 1M 2
(- i)

e fq - N =M )zl—m_Mz)‘
( 1+ /(1 - M? 1+ /(1 - M?)

Im Fall (26) und (28) gilt also

o(S(4, B) = (1 — (1 = MH)[(1 + /(1 - M?)).

¢) Setzen wir (26) und
(29) B < By

voraus. Ahnlicherweise, wie im Fall a) existiert eine solche Zahl p?, u> < M?, dass
B=B;:,=4+1-2/(A1 — 1/u?)) gilt. Fiir (29) gilt dann
22(M?, 4, B) = 1,(M? A4, B,,2) =

= {M?*(By,» — A + 1)> — B, .M* + 4 + /(D(M?, 4, B,,»)) =

= [+ yM* (1 = J(A(L = 1/p2)) + (4@ - M2[p?))]*,
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wobei das Vorzeichen (+), bzw. (=) im Fall 1 — \/(A(1 — 1/u?)) =2 0 bzw. 1 —
— J(A(1 = 1/u?)) < 0. gilt. Es ist also

M2, A B) = [ M (1~ (AL — 1) + (AL~ )P
fiir u* < 4/(4 — 1) und

M2, 4, B) = [JM? (1 = J(A(L — 1)) + JAQL — M)

fir A4/(4 — 1) £ p*> < M. Durch Differenzierung der Funktion A,(M?, 4, B)
nach x? stellt man fest, dass die Funktion 1,(M?, 4, B) abnehmend fiir alle u* < M?
ist. Es ist also

min (M2, A, B) = 1,(M2, A, Byyp) =

B=B;,2

= [VM* (1 = (4 - )T =
e R ) -

1+ (1 -M) M 140 —- M)

Dadurch ist bewiesen, dass auch im Fal! c)

o(S(4, B) = (1 — /(1 = M?)/(1 + /(1 — M?)

gllIt~3.inf: dhnliche Analyse fithren wir nun auch in dem Fall durch, wenn 4 im Intervall
(30) 4= —(1=-J1-M)1+ 1 - M)
liegt.
d) Es gelte zuerst (30) und (27). Im Fall a) wurde bewiesen, dass die Ungleichung
1M, A,B) 2 M? 2 (1 = J(L - M1+ (1 — M)
fiir jede negative Zahl A und also auch fiir (30) gilt. Es gilt also im Fall d)

o(S(4, B)) = (1 — /(1 = M?)[(1 + /(1 — M?)).

e) Es gelte ferner (30) und (28). Aus (30) folgt sofort, dass By < O ist. Falls
0 < B < By ist, ist A(M?, 4,B) = —4 = (1 - /(1 — M?))|(1 + /(1 — M?)),
so dass fiir (30) und 0 £ B < B, die Ungleichung o(S(4, B)) = (1 — /(1 — M?)) :
(1 + /(1 = M?)) gilt.

Es sei Byy: < B < 0. Dann ist

A(u?, A, B) = Bu? — A < Bm* — A = A(m?, A, B) = |1,(m?, 4, B)|,

so dass
min |1,(m? 4,B)|= min Bm? — A = By,pm®* — A =
Bim2?SB=<0 Bim?<BZ0
(31) =[4+1-2/A4(1 - 1/M*))]m?* — A=

= A(m* — 1) — 2m?* J(A(1 — 1/M?)) + m?
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gilt. Es gilt ferner
(32) &% [A(m? — 1) — 2m? J(4(1 — 1/M?)) + m*] =

= (m* — 1) J(A(1 — 1/M?)) — m*(1 — 1/M?).
Man kann leicht beweisen, dass fiir
(33) 1—m?> /(1 - M?

die Ableitung im Intervall (30) negativ ist, so dass der Ausdruck (31) seinen Minimal-

wert fiir
Ap = —(1 = - M)/t + (1 - M?)
annimmt. Nach der Einsetzung von 4, in (31) bekommt man nach einer Umformung
A(m? — 1) — 2m? J(A(1 — 1/M?)) + m? =
— (L= (1= M) (1= (1 + (1 — M) -
—2m* /(1 = MP)[(L + (1 — M?)) + m* =
= (1 =V = M)+ (1 - M?)).
Fiir (33), (30) und By,» < B < 0 gilt also wieder
o(S(4, B)) = (1 = /(1 = MH)[(L + (1 — M?)).
Im Fall
(34) 1—m?< J(1 - M?)
ist die Ableitung (32) negativ fir 4 < —m*(1 — M?)[M?*(1 — m?)?, positiv fiir
—m*(1 = M*)/M*(1 — m*)* < A < A, und gleich Null fiir 4 = —m*(1 — M?):

: M?*(1— m?)*. Der Ausdruck (31) nimmt also im Intervall (30) seinen Minimalwert
fir

(35) A= —m*(l — M})M*(1 — m*)>
an. Durch Einsetzung von (35) in (31) bekommt man schrittweise
(36) A(m? — 1) — 2m? J(A(1 — 1/M?)) + m? =
= [m*(1 = MM = )] -
= L2 (1 = MM = m2P)] + m? =
= m*(M? — m*)|M*(1 — m?).
Man kann leicht beweisen, dass fiir (34)
mA(M — WML — ) 5 (1= (1 = M)+ (1 — M)
gilt. Fiir (34), (30) und By, < B < 0 gilt also
o(S(4, B)) =2 m*(M?* — m?)[M*(1 — m?).
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f) Nun behandeln wir den Fall, wenn (30) und
(37) Bim: £ B £ B2

gilt. Man kann leicht beweisen, dass eine solche Zahl u2?, m? < u? < M? existiert,
dass B = By, = A + 1 — 2 J(A(L — 1/p?)) gilt. Man bezeichne

(38) L(u}, A, B) = max (|4,(u, 4, B)|, |22(1?, 4, B))) .
Falls B = By,., u* < y7, sind die Wurzeln A,(u}, A, B), A,(17, A, B) reell und es gilt
(39) Lui, 4, B) = [£ Jui (1 = J(A(L = 1/u?))) + J(AQ1 = u[w?)]?,

wobei das Vorzeichen (+), bzw. (=) fir 1 — \/(4(1 — 1/u?)) = 0 bzw. fiir
1 — J(A(L — 1/p?)) < 0 gilt. Aus (39) folgt sofort, dass fiir uj = M* und m?> <
< p* £ M? (d.h. fir By,» £ B < Byyp) die Ungleichung

(40) L(M?, 4, B) = A(1l — M?|?)

gilt (die Gleichheit gilt dabei fiir L — /(4(1 — 1/p?)) = 0).
Falls ferner p> < pf < p?, B = By, gilt, sind die Wurzeln A, ,(47, 4, B),
Ay,5(13, A, B) reell und es gilt die Ungleichung

(41) L(u?, A, B) < L(12, A, B)

mit Riicksicht darauf, dass die Funktion L(K, 4, B) (siehe (39)) fiir p* < K zu-
nehmend ist. Es ist also klar, dass im Intervall (37) die Zahl (S(A4, B)) ihren Minimal-
wert fiir dienige B = By,. annimt, fiir die gleichzeitig

(42) 1= J(A1L = 1)) = 0
gilt, so dass L(M?, 4, B) = A(m?, 4, B) ist, d. h.
(43) A(l — M?[p*) = m®By,o — A = m* (A + 1 — 2 J(A(L — 1/u?))) — 4

gilt. Aus (42) folgt sofort 4 = p?/(u> — 1) und nach Einsetzung in die Formel (43)
bekommt man nach einer Umformung

(44) pr = H(M* + m?),
so dass auch in diesen Fall die Beziehung
(19) A= (M? + m?)|(M?* + m* - 2)

gilt. Es gilt ferner
B=Bj,=A4+1-2/J(A1 - 1/p?)=4-1,

was die Beziehung (17) ist. Fiir B gilt dann die Gleichheit

(45) B =2/(M? + m* - 2).
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Im Fall 1 — m? < /(1 — M?) gilt offensichtlich die Ungleichung

(47 = [z = (M + m2)] < (1 = (1~ ML+ (L - M),

wihrend fiir 1 — m? 2 /(1 — M?) |

OO ) S O = )2 - 00 )]
g) Es bleibt der Fall iibrig, wenn (30) und

(46) B < By

gilt. Fiir jede B aus dem Intervall (46) existiert wieder eine solche Zahl %, 0 < p? <
< m? dass B= B, =A+ 1 — 2. /(A1 — 1/u?)) ist.

Man untersuche jetzt den Verlauf der Funktion 1,(M?, 4, B) der Veranderlichen B
fiir B vom Intervall (46) bei der gegebenen Zahl A aus dem Intervall (30). Angesichts
(39) gilt

1M, A, B) = [+ M2 (1= J(A(L = 1)) + J(A(1 = M),
wobei das Zeichen (+), bzw. (=) fir 1 — /(4(1 — 1/u?)) = 0 bzw.
1 — J(A(1 — 1/g?)) < 0 gilt. Fiir 1 — \/(4(1 — 1/u?)) = 0 gilt schrittweise

1% 4, B) = S [YM? (1= J(A(L = 1)) +

+ (AL - M) =

= SSIVMP (= AL = 1)+ VAl = 22 S -
— (M (L= JA(L = 142) + AL = M)

AN [V YA = 1) - YA~ )]

1t JAQL = 1)) JAQL - M) < 0,

IV (1 = JAG — 1) + YA~ M) 2 0,
IV (AL = 1]3)) — (AL~ M2}) 2 0,
(dp?/dB) = 1/(dB[dp*) = 0, A < 0 ist. Ahnlicherweise kann man beweisen, dass
(d/dB) A,(M?, A, B) < 0 auch fiir 1 — ./(A(1 — 1/u?*)) <0 gilt. Die Funktion
2,(M?, A, B) nimmt also ihren Minimalwert fiir B = B, an (siche den Fall f)).
Auf Grund der oben untersuchten Félle kommen wir zum Schluss, dass im Fall
1 —m?< /(1 = M?) der Spektralradius o(S(4, B)) seinen Minimalwert
(M? — m?)|[2 — (M? + m?)] fir A = (M? + m?)|(M* + m* —2) und B =4 —
— 1 =2/(M* + m* — 2) annimt. Aus den Beziehungen (8) folgen dann sofort
die Bezichungen (1) und (2). Im Fall 1 — m* 2 /(1 — M?) nimmt der Spektral-

da
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radius ¢(S(4, B)) seinen Minimalwert (1 — /(1 — M?))/(1 + /(1 — M?)) an;
diesen Wert kann man aber fiir festen Parameter § = —1 erreichen (siche die Arbeit
[2]).

Bemerkung. Es ist klar, dass dir untersuchte, von drei Parametern «;, «,, B ab-
hingige Methode, eigentlich von zwei Parametern A, B (siche (8)) abhingt. Wahlt

man also die Zahl o beliebig, @ =+ 0, « + 1 und legt man &, = «, folgt sofort aus (8),
dass

(47) a, = (1 — a)f[e(4 — 1) + 1]

und
(48) B={af(l =) B —(4—1)] - 1}/[a(4 - 1) + 1]

gilt. Aus dem in dieser Arbeit bewiesenen Satz folgt also, dass die betrachtete, von
drei Parametern abhingige Iterationsmethode im Fall 1 — m?* < /(1 — M?) am
schnellsten fiir

=0, oc# =1 -a)2-M —m)[21 — «) — (M?* + m?)],
B =221 = @) — (M* + m?)]

konvergiert; o ist dabei eine beliebige reelle zahl, & =+ 0, o = 1.
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Souhrn

O OPTIMALISACI KONVERGENCE JISTE SYMETRICKE ITERACNI METODY
MIROSLAV SISLER
V praci je zkoumana jistd symetricka iterani metoda pro feSeni soustavy linearnich algebraic-
kych rovnic tvaru x = Bx + b, kde B je slab& dvojcyklickd matice. Metoda zavisi na tfech

realnych parametrech. V préci je feSena otazka optimélni volby t&hto parametrd z, hlediska
rychlosti konvergence.
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