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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

OBECNE RESENI PRUBEHU ELEKTROMAGNETICKEHO POLE
V OBORECH SLOZENYCH Z DILCICH OBLASTI
S JEDNODUCHOU GEOMETRII

Bonumit. KvasiL

(Doslo dne 15. kvétna 1961.)

V praci je uveden zplsob vypoltu uspofddani elektromagnetického pole
v slozitych soustaviach, zaloZeny na stacionarnosti funkcionidlu povrchového
linearniho vodivého proudu. Jde o energetickou metodou vypoctu elektro-
magnetického pole, deplnénou kriteriem piesnosti pii srovodvani s jinymi
metodami. Srovnavaji se funkéni fady popisujici rozlozeni clektromagnetic-
kého pole.

1.

UvaZujme obor, sloZeny ze dvou dil¢ich oblasti, odd&lenych plochou S {obr. 1).
Obory V; a V, necht jsou obory s jednoduchou geometrii, to jest takové, 7e v jejich
oblasti umime vyfesit vinovou nebo Helmheltzovu rovnici s ckrajovou podminkou,
Ze na ploSe S véetné dclici plochy S,, nebo S, je teéna sloZka intensity elektrického
pole nulova. PFi tom plochy S,, a S5, jsou hraniéni soumezné plochy. Elektromagne-
tické pole v oboru V,, V, se obylejné¢ vyjadii superposici vlastnich vektorovych
funkei intensity elektrického nebo magnetického pole. Obory V,, ¥, mohou byt
bud oteviené nebo uzaviené. Plocha S je nejéastéji realisovana kovovym pla§tém,
uzavirajici obor V; a V,. UvaZzujme pravé takovy pfipad.

Je znamo z teorie elektromagnetického pole, Ze okrajové podminky na rozhrand
dvou prostiedi jsou charakterisovany vztahy [ 1]

[E;n] — [Eyn] =0,
[Hn] — [H,n] = K,

kde E, je vektor intensity elektrického pole v jednom prostiedi,

E, vektor intensity elektrického pole ve druhém prostiedi,
H, vektor intensity magnetického pole v jednom prostiedi,
H, vcktor intensity magnetického pole ve druhém prostiedi,
K vektor lincArni hustoty povrchového vodivého proudu,
n

jednotkovy vektor normaly na hraniéni piose.
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Na vodivém plasti S bude mit linearni proudova hustota K nenulovou hodnotu,
kde7to na soumezné plose S,,, lezici v bezeztratovém dielektriku, bude linearni
proudova hustota nulova:

(1) K =[Hpng;] + [Hong | =0,
kde H, je vektor intensity magnetického pole v prostoru Vi,
H, vektor intensity magnetického pole v prostoru V,,

ng, jednotkovy vektor ve sméru mormaly na ploSe S ,,
n,, jednotkovy vektor ve sméru normaly na plose S,;.

4 \% / feivka
A Si7% ¥ nespgifosti
%

Intensitu magnetického pole v oboru Vi, V, miZzeme uréit rliznym zplsobem, napi.
podle Huygens-Kottlerova vztahu. Zname-li te¢nou sloZku intensity elektrick¢ho pole
na hranicni ploSe S, ,, uvazime-li, Ze teéné slozka intensity elektrického pole na vodivé
ploge je nulova a Ze na k¥ivee nespojitosti (obr. 2) je sloZka intensity elektrického pole
do sméru te¢ny kiivky nespojitosti rovnéz nulova, plati podle Huygens-Kottlerova
vztahu [2]

/4
Si2

1 1 ;
2) Hy = L [joc[n£ ) 0, a5 + Z_j{[[nlr-:,] erad @, +
. 7T
S

+ (nyH)) grad @,} dS,

kde H, je intensita magnetického pole v oboru Vv,
S,> sty¢na plocha mezi oborem V; a V,,
S,  celkova plocha obklopujici obor ¥,
E. intensita elektrického pole na plose Sy, (ma smér rovnob&Zny s plochou
S] 2)7
&, vlnova funkce e Ry, kde R je vzdalenost mista, kde uréujeme intensitu
magnetického pole od elementu plochy S;, nebo S;.

kR
/

Pii tom predpokladame, Ze v oboru V; a ¥, neni ani proudovych ani nabojovych zdro-
ji. Vztah (2) je integralni rovnici pro intensitu magnetického pole, ktera zavisi
na velikosti tedné slozky intensity elektrického pole E, na ploSc S;,. MZeme psat
ve zkraceném tvaru

(3) H, = H,(E),
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kde H, je linearni operator funkcionalniho argumentu E_ pro ur€eni intensity magne-
tického pole v oboru V. Stejné by platilo pro obor V,

4) H, = H,(E).

Linedrni operatory ve vztazich (3) a (4) jsou uréeny integralni rovnici (2).

Dosadime-li do vztahu (1) za H, a M, piisluiné vyrazy ze vztahu (3) a (4), dosta-
neme

() K(E) = [Hy(E)np] + [Hy(E)n, ] = 0.

Pfi tom linearni proudovou hustotu na plose S, mitZeme rovnéZ pokladat za linearni
operator funkcionalniho argumentu E,. Definicnim oborem linedrniho operatoru
K(E,) je sty¢na plocha S;, = S,,.

2. SYMETRICNOST OPERATORYU K(E)

DokaZeme, 7e operator K(E,) je symetricky. To znamena, Ze musi platit v definic-
nim oboru [3]

©) j(BK(A))dS - j.(AK(B)) ds,
’ Si2 Si2

kde B je jeden funkcionalni argument operatoru K a A druhy funkcionaini argument
téhoz operatoru.

Pii tom vektory A a B jsou vektory intensity elektrického pole na ploSe Si,.
Podle Lorentzova vztahu [4] plati

j([EAHB] n)ds = J ([EgH,] n) dS,

kde E, je intensita elektrického pole, které piislusi intensita magnetického pole H,,

E; intensita elektrického pole, které prislusi intensita magnetického pole Hg.
Necht pifslusi intensii& clektrického pole E, (na Sy,) v oboru ¥, intensita magne-
tického pole H,, a v oboru ¥, intensita magnetického pole H,,. Podobn& nech(
pristusi intensité elektrického pole Eg v oboru V| intensita magnetického pole H g
a v oboru V, intensita magnetického pole H,g. Dale polozme

(6') A=E,,
K(A) = [HlA"IZ] + [HzA"u] >
B =E,,,

K(B) = [H]Bnlz] + [stnll] .
Podle Lorentzova vztahu reciprocity plati

j (EafHyam,a]) 05 = j(eA[HmnuD as

S12 Si2
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j(EB[H“nuD ds = f (Ep[H,gn,,]) dS .

812 Si2

Sectenim téchto rovnosti dostavame

f{(EB[HlAnIZ]) + (Eg[Hzany])} dS =
J” (Ea[Higni2]) + (EA[Hagms,])} dS,

Siz2

coZ po tprave a dosazeni podle (6') dava (6), c. b. d.

3. VLASTNOSTI FUNKCIONALU @ - f(ErKl'Et)) ds
S12

Urcéime vlastnosti funkcionalu

#E) = | (EK(EY ds.
Si2
Dosadime-li za K(E,) pfislusny vyraz ze vztahu (1), zjistime fysikalni smysl tohoto
funkcionalu. Po dosazeni

o(E) — J (E[Hymy,]) dS + f (E[Hn,,])ds .

S Si2

ProtoZe ny, = — 1,;, vyplyva z predeslého vztahu, Ze funkcional @(E.) je rozdilem
tokl Poyntingovych vektort tekoucich z oboru V; do oboru ¥V, a naopak. Pro
skute¢nou hodnotu intensity magnetickéhe pole H, H, a E_musi platit, Ze na plose
Sq2

H, = H,,
tedy, Ze H, je pokracovanim H,, a pak

PE)=0.

Funkcional ®(E,) miZe byt tedy mirou pfesnosti vypoctu tvaru pole v oboru V, a V,.

Dokazeme jeité stacionarnost funkcionalu &(E,) v pripadé, 7e K(E,) se rovnd nule.
Dosadme do vztahu pro ®(E.) misto E, vektor E, + oB, kde « je skalarni veli¢ina
a B libovolna vektorova funkce pfidavného clektrického pole na §,,. Pak

H(E, + 2B) = J (CE. + 2B) . K(E, + 2B))dS = J(EtK(E,')) ds +
+ J(EfK(B)) ds + J(BK(EI)) ds + 22 J(BK(B)) as .

Si2 53z
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Vzhledem k symetri¢nosti operatoru K(E.)

(1) (E, + uB) = ((E,K(Er))dS 4+ 2 [(BK(ET)) ds + o2 J'(BK(B)) as.

J
Siz2 Stz

Ur¢ime, jak se bude ménit funkcional & se zménou veliciny «. Rozvedeme piedesly
vztah v mocninovou fadu podle o a oznadime jako prvni variaci S®(E.) druhy €len
v uvedené radé, tedy vyraz
fal
SPE,) = — |, _o(E, + aB)|a.

-

G

Urlime-li prvni variaci ze vztahu (7), dostaneme

() SO(E) = 22 [ (BK(E)) dS .

Funkcional @(E ) je stacionarni tehdy, je-li jeho prvni variace rovna nule. V nafem
piipadg, jak plyne ze vztahu (§), je to pfi obecné vektorové funkei 8 tehdy, plati-li

) K(E)=0.

To znamen4, Ze funjcional ®(E,) je staciondrni tehdy, je-Ii intensita magnetického pole
v oboru ¥ funkcionalnim pokrafovanim intensity magnetického pole v oboru V,.
Pfi tom, plati-li (9), plati -

(10) DE)=0.

Vztah (10) je podminkou nutnou pro uréeni skutefné hodnoty E_, nikoliv viak posta-
¢ujici. Vedle vztahu (10) musi byt splnéna podminka staciondrnosti. Vztahu (10)
a podminky staciondrnosti pouZijeme p¥i FeSeni elektromagnetického pole ve slo-
Zité soustavé elektromagnetického prostiedi.

Ve vztahu (10) jsme pfedpokladali, Ze je tedna slozka intensity elektrického pole
funkci parametru o«. MaZeme-li vyjadfit intensitu elektrického pole a intensitu
magnetického pole jako funkci vice parametr(, které oznalime o, o5, %3, ..., O,
pak
E. = E(0y, o, ..o 0t,)

T

K(E) = Koy, g0 o.r 0,) .

Stacionarnosti funkcionalu @ p¥i skute¢né hodnoté E_ vyuzijeme k tomu, abychom
urdili neznamé parametry o, ..., o,. P¥i tom podminku staciondrnosti, totiz Ze prvni
variace funkcionalu je nulova, nahradime podminkou minima funkciondlu ¢ vzhle-
dem k parametrim o, ®,, ..., &,. Pro uréeni neznamych parametril oy, o5, ..., a,

pouZijeme tedy podminky

(1

0 %) oPp
Wy, g Py,
day doty da,

231



Funkciondl & udava rozdil Poyntigovych tokl hrani¢ni plochou S,,, tekoucich
z oboru V; do oboru V, a naopak. Pak tedy plati

o(E,) = f {([EH, ] ny) + ([EHy] moy)) S

Pii skutednych hodnotach E., H, a H, je ¢(E,) = 0. Pak, uvaZime-li, ze n,, =

= — My,

J ([E.H,]n)dS — f ([E.H,] n) ds .

Si2 Si2
V mnohych pfipadech (pfi nejhrubgich pribliZenich) mtzeme pokladat intensitu
elektrického pole na hraniéni ploSe za konstantni. Pak podminka rovnosti tokl
Poyntingovych vektord prejde v podminku rovnosti stfednich hodnot te¢né slozky
intensity magnetického pole na hraniéni plose S,

th‘ ds _JH,_, ds,

Si2 Si2

kde H_ je tetna slozka intensity magnetického pole na Sy, se strany oboru ¥,
M.,  tefna slozka intensity magnetického pole na Sy, se strany oboru V.

Predesly vztah je zvlaStnim ptipadem podminky stacionarnosti rozdilu Poyntingo-
vych toki.

Tecnou slozku intensity elektrického pole E, vyjadfujemc obvykle v uzavienych
soustavach superposici vlastnich vektorovych funkcei V; nebo V,. V tomto piipadé
miZeme pokladat za parametry o amplitudy jednotlivych vlastnich vektorovych
funkei (vidd). Podminky (11) pouzijeme pak k tomu, abychom urgili velikosti ampli-
tud jednotlivych vektorovych funkci a dispersni rovnici zkoumaného prostoru.

4. MIRA PRESNOSTI VYPOCTU FUNKCIONALU @ PODLE ENERGIE

Piesnost vypoctu funkcionalu @ se urci podle miry piibliZeni, kterd je v ruské
literatufe oznacovana jako mira pfiblizeni podle energie. Necht A je linearni opera-
tor s definiénim oborem @ (plocha, objem), u a v dva funkcionalni vektorové argu-
menty operatoru A. Pak je definovana mira pFibliZeni funkce u k funkciv vztahem [ 3]

(12) J‘(<u — vy Ay —v))dQ.

V naSem pfipad¢ je funkcionalnim argumentem operatoru K teéna slozka intensity
elektrického pole E; na sty¢né ploSe S;,. Tecnou slozku intensity elektrického pole
musime spocitat a pfi sloZitych geometrickych tvarech ji nespocitime zcela piesné,
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nybrz piiblizné. Ozna¢me pfesnou hodnotu E, a pribliznou E_,. PoloZme ve vztahu

(12)

u_ET!
v =E,,
A=K.

Pak, oznaéime-li miru piibliznosti 4%, dostaneme

A% = J(<Er - Efp> . K(Ef - E”‘)) ds.
Si2

Uvazime-li, Ze operator K je linearni a symetricky a Ze plati pro spravnou hodnotu
E. vztah (9) a (10), dostancme po tpravé

(13) 4* = J‘(Erp' K(Erp)) ds = (p(Er,ﬂ) .

Si2

Je tedy hodnota funkciondlu @ funkcionalniho argumentu, rovnajicitho se pfi-
blizné hodnoté te¢né sloZky intensity elektrického pole na Sy, kvadratem miry
ptibliZeni. Podle vztahu (13) Ize srovnavat picsnost vypoltu jednotlivych metod
avSak jen u téch, u nichZ se miZeme presvédcit o tom, jak je spinéna podminka sta-
cionarnosti.

Nechf je teéné slozka intensity elektrického pole na styéné ploSe urCend jednim
zpusoben dana jako Fourieriiv mnohoclen o n ¢lenech, tj.

1y 1
EO =¥ ¢y, .
n

kde v, je vlastni vcktorova funkce daného probiému,
C pristuing amplituda jednotlivych Elenit funkéni Fady, uréend timto zplso-
bem.

Podobné budiz
B =3 (P,

n

kde v, jsou vlastni funkce daného problému, stejné jako v pfedchozim pfipadé a

C!? prislu$né amplitudy jednotlivych &lent funkéni fady, uréené jinym zpd-
sobem.
Pak

o = (L Ky os.
Si2

o> — j (3 CPhv . K(S C2v)) ds .

St2
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Necht jsou konstanty C{V (podle prvni metody) uréeny pomoci podminky stacio-
narnosti, kterd pfechazi s urditou aproximaci v pripadé parametrického vyjadieni
v podminku minima funkcionalu. Plati tedy podle prvni metody

(j—qu:O, k=12 ...,n,
oC,
a hodnotu funkcionalu @ je minimélni.")

Jsou-li urleny konstanty C, pfi stejném poctu ¢lenlt Fourierova munoho€lenu
jakymkoli jinym zpdsobem, je hodnota funkciondlu vetsi neZ v pripadé metody,
zaloZené na stacionarnosti funkcionalu. Obecné plati, Ze pfi srovnavani metod, pii
nichZ vyjadiujeme intensitu elektrického pole na styéné ploSe Fourierovym mnoho-
¢lenem se stejnym poctem Clent avsak s jinymi koeficienty, je postacujicim kritériem
prostd hodnota funkcionalu @. Nejvice se bliZi pfesnému vyjadieni intensity elek-
trického pole na styéné plese prabéh funkcee E,, urleny podle takové metody, pfi niZ
je funkcional @ minimalni.

Pouziti predloZené metody lze rozsifit i na prostory, sloZené z vice dil¢ich oblasti.
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Pestome

OBIUMH PACYET SNEKTPOMATHUTHOLIO MOJA B OBJACTSIX,
COCTOSIHIMX U3 YACTUUHLIX OBJIACTEM
C I1POCTON I'EOMETPUEM

BOI'YMUJT KBACKUJT (Bohumil Kvasil)

B pabore omucan crnocol pacueta yNoOpsIIOYEHHOTO 3JEKTPOMATHUTHOTO HOJS
B CJIOKHBIX CHUCTEMAX, ONKPAIOLIMIICS Ha CTALWOHAPHOCTHL (PYHKUHMOHANA IOBEpX-
HOCTHOI'O JIMHEHHOrO NPOBOJAHHKOBOTO TOKA. JIeNo KacaeTcsi IHEPreTHYECKOro Me-
TOJAA /S pacyeTa MJICKTPOMArHUTHOIO NOJIS, JONOJHEHHOTO KPHTEPHEM TOYHOCTH
NPU CPABHCHHMM ¢ JAPYrMMu MeToaamu. CpapHuBaroTcesi (QyHKUHOHAJBHBIE PS/bL,
OMUCBLIBAIOILINE pacnpeesielne JIeKTPOMarHUTHOTO NoJis.

') Maximalni hodnota je vylouena, co? vyplyva bez podrobného rozboru z fysikalni povahy
problému.
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Summary

A GENERAL DETERMINATION OF THE ELECTROMAGNETIC FIELD
IN REGIONS COMPOSED Of GEOMETRICALLY SIMPLE COMPONENTS

Borunitn Kvasi

This paper is concerned with the determination of the distribution of the elcctro-
magnetic field in complicated systems, based on the stationarity of the functional
of the surface lincar conducting current. This is an energetical method of ficld
description, combined with a precision ¢riterion for a comparison with other methods.
Series of functions which describe the distribution of the electromagnetic field are
compared,
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