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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

ROZLOZENI DOBY PRVEHO PREKROCENi JEDNE HRANICE
PROCESEM UHLENBECKA

PETR MANDL
(Doslo dne 16, prosince 1960.)

V praci je studovano rozloZeni pravdépodobnosti doby, kterou potiebuje
systém, jehoZ pohyb je popsan procesem Uhlenbecka k vystupu z intervalu
(a, ©).

Proces Uhlenbecka, jehoZ jednorozmérnym pifipadem se budeme zabyvat, je spojity
ndhodovy proces Markovova typu. Proces je homogenni v ase. Jeho zékladni vlast-
nosti jsou tedy jednoznadné€ uréeny, udame-li pro kazdé ¢t > 0 a pro kaZdé reiiné
x € (— o0, o) hustotu rozloZeni pravdépodobnosti po uplynuti doby ¢ za podminky,
Ze proces nabyl v Gase t = 0 hodnoty x. Tato hustota je pro Uhlenbeck(v proces

- y—p—(x=pwe®]
FOx, y) = [2rn6*(1 — o*(1))] *ex _ ,

(52) = [20°(0 = O] Ferp — P

kde o(t) = e™#, B, 6, u jsou parametry, § > 0, ¢ > 0. V daliim budeme klasti § =
= ¢ = 1, p = 0. Pouze v zavéru ukdZeme, jak se prejde nazpét k pivodnim para-
metrim. Kdyz g(x) je hustota pocateéniho rozloZeni pravdépodobnosti, potom
hustota rozloZeni v Case t

ot y) = j a(x) FO(x, y) dx
vyhovuje diferencialni rovnici

] o* 0
(1) o= vy vt

ot dy dy
s poatedni podminkou g(v). Hustota potatetniho rozloZeni g(y) = (2n) * exp —1y?
ur&uje stacionarni proces s korela¢ni funkci exp —|1|. V tomto ptipad& jsou viechna
koneéné rozmérna rozloZeni procesu vicerozmérna normalni rozloZeni.

Uhlenbeckiiv proces je modelem fady realnych ndhodovych procesti. U nékterych

procesti je moZno vhodnost tohoto modelu vysouditi piimo z vlastnosti studovaného
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jevu. Je to v tom pfipadég, kdy se jedna o ndhodny jednorozmérny pohyb systému, na
ktery vedle ryze ndhodové slozky piisobi elasticka sila, jejiZ velikost je imérna vychyl-
ce a ma smér opacny. (Takovym systémem je napf. torsni zrcatko méficich piistroji,
viz [3].) Jindy, zejména ve stacionarnim p¥ipadg, je vhodnost Uhlenbeckova modelu
dana jeho zakladnimi vlastnostmi (normalnim rozloZenim, tvarem korelaéni funkce),
které u realného procesu mlZeme ovéfit empiricky.

Budeme se zabyvat pravdépodobnostmi, Ze hodnota procesu neklesne po dobu
délky ¢ pod danou hladinu aneb, coZ je totéz, budeme studovati distribuénf funkci
F(t, a) doby prvého vystupu z intervalu (a, o). Ze symetrie procesu vidime, Ze tim
bude také vySetfena doba prvniho piekroéeni hranice —a.

Znalost takovych pravdépodobnosti miZe byt uZiteCnou v fadé konkrétnich Gloh.
Necht na piiklad okamzZité zatiZeni n&jaké soustavy je nahodilé a je uspokojujicim
zpusobem popsano Uhlenbeckovym procesem. Prekroceni zatiZeni pies urcitou
hranici nechf znamenad poskozeni soustavy. RozloZeni doby prvého piekroceni je
tedy rozlozenim doby, po kterou soustava je bez poruchy. V tomto pfipadé para-
metrem procesu je skuteény cas.

V posledni dobé byl dr. J. HAikem Uhlenbeckv proces doporucen jako ‘model
rozloZen{ jakostniho znaku v protahlém materidlu. (To bylo také hlavnim popudem
pro tuto praci o dobach prvého piekrodeni.) Zde parametrem procesu je délkovy
rozmér, hodnotou procesu je hodnota znaku v daném misté (tloustka, odolnost proti
naméahani atd.). V takovém pfipadé pokles hodnoty znaku pod urcitou mez miiZe
znamenat, Ze vyrobek je nevyhovujici.

Pfejdéme nyni k matematické strdnce tlohy ureni distribuéni funkce F(t, a) doby
prvého vystupu z intervalu (a, oo). BudiZ u(t, y; a) feSeni rovnice (1) s podateCni
podminkou g(y) a okrajovou podminkou -

u(t,a;a) = 0.

Potom, jak znamo, u(t, y; a) dy znaéi (pro po&ateéni rozloZeni dané hustotou g(y))
pravdépodobnost jevu, Ze proces v Case t nabude hodnoty z intervalu (y, y + dy)
a 7e do téZe doby hodnota procesu neklesne pod hladinu a.

Distribucni funkce F(t, a) je tedy urdena vztahem

1 — F(1, a) :f‘u(t, y;a)dy.

a

Polozme w(t, y) = u(t, y; a) exp y*/4. Potom w(1, y) vyhovuje rovnici

s pocate¢ni podminkou g(y) exp ¥*/4 a okrajovou podminkou w(t, a) = 0.
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Budeme pfedpokladati, Ze ¢(y) = g(y) exp y*/4 je integrovatelna s kvadratem na
(a, ) (patii do I*) a vyjadiime w(z, y) pomoci rozvoje ve vlastni funkce. Viastni
funkce h(y) jsou FeSeni rovnice

2
ktera patii do I7 a splituji vztah h(a) = 0. Jak znamo (viz na pf. [1]), existuje orto-

normalni systém {h,} ; vlastnich funkci, uplny v L?. Vlastnim funkcim odpovidaji
vlastni &isla ny, spliujici 0 < n, < nyyq.

2

dyzh+(n+%—iy2)h=0,‘~

Mame tedy

o(y) :ki f

a

)

o) 1) dx ) wlt 3) = Y e j ") ) dx ()

a

Jestlize g(y) = (2n) " * exp —2y% ti. o(y) = (21) F exp —3, mame

u(t, y; a) = e T*w(t, y) = - lf S Z c””J ey (x) d h(y) =

\/ 27[ k=0
1 oo o
= e | A enao).

\/27‘; k=0 a

a

Zde jsme polozili z,(y) = h(y) exp — y*/4. Dile

3) I — F(t,a) = qu(t, y;a)dy = ~-~,l:— i e_""’(fwzk(_v) dy)z =

a \/27[";0 a

L0 ) )2
—not (ru "()Eﬁd)) + R, .

V2n

= €

Pro zbytek R, plati

“ oon e ([0 -

\/lfﬁkzl a

(oo ([}

Rovnice (2) je rovnice Weberova. Weberovy funkce, funkce parabolického vilce,
jsou FeSeni této rovnice, kterd patti do I? (pro kazdy interval (a, c0)). Jsou dany vzta-
hem (viz [4])

G2
N 2 Rt S S AR S | 1.1,
Du(.)’) - T 717" 1r“ "‘“2‘”, 2 Zy g *
1(2 —
1N Al
r=han
5 y (1 1 3.1.2
+47F77717 -ye® IF1l2~5” 20 2) }
(—3n
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kde
L oo + 1) x? ¢ (@ +n—1)x"
7 yy + 1) 2! ...(y +n—=1)n!

je konfluentni hypergeometricka funkce. Pro k cela, nezdporné json Weberovy funkce
svazany s Hermiteovymi polynomy vztahem

©) Di(y) = Hyy)e™®".
Kazdé feeni rovnice (2) patfici do I? je linearng zavislé na D,(y), tedy
h(y) = konst D, ().

Odtud plyne, Ze vlastni &isla n, jsou feSeni rovnice
(6) D,(a)=0.
Timto zpisobem bylo také charakteristické Cislo ng, jakoZto nejmensi kofen rovnice
(6), potitano.

Plati n,(a) < nya’) pro a < a’. Vztahem (5) jsou urfeny vlastni funkce pro inter-
val (— o0, 00). Mame tedy nerovnost

7 k= nf— o) < nfa),

ktera nam poslouZzi pfi odhadu zbytku.

Zabyvali jsme se numerickym rozborem pifipadu —2 = a = —5. Tento obor byl
zvolen proto, aby pfi pocate¢nim rozloZeni odpovidajicim stacionirnimu stavu byla
dostate¢né velka pravdépodobnost, Ze systém na po¢atku bude v mezich (a, o). Uda-
me piiblizné vyjadient, jak je urleno vztahem (3) a ocenime chybu. K tomu je téeba

urditi veli¢inu
. @ 2
z:(zn)-*( f 2(3) dy) .

I= (Zn)“*J L dy,

(Fola,y;x} =1+

Klademe-li

mame ze vztahu (3) a nerovnosti (4) a (7)
(3) eT™Z <1 - Flt,a) <e™Z +e (I —Z).
Integraci této nerovnosti vzhledem k ¢ v oboru (0, o) dostavame

9 ng'Z <E= tdF(t, a <n6'IZ+I——Z.
0
0

Zde E je stfedni doba, potfebna k pfekrogeni hranice a. Stfedni doba, potiebna k do-
saZeni hranice a systémem, vychazejicim z polohy x > a je rovna f,f exp %yz .
. fy exp —3s* ds dy. (Viz téZ [2].) Abychom ziskali veli¢inu E, musime tento vyraz
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integrovati pfes podatedni polohy v intervalu (a, o), které se vyskytuji s hustotou
(2n) % exp —3x%. Po zaméné pofadi integrace dostavame

1 0 «© X 2
= _:j 2 <J e s1? ds) dy.
\/271 a y

Podle tohoto vztahu byly veli¢Giny E pogitany. Ze vztahu (9) vyplyvé

T (E—1)<Z < nkE,
1—ng
Tab. 1.
—~a ng E Z~nyE| -a ng E Z ~ nyE
%
2,00 | 0,097 274 9,69 10,942 3,55 | 0,002 347 67 425,74 10,9995
2,05 | 0,089 280 10,62 10,948 3,60 | 0,001 997 08 500,52 10,9996 |
2,10 | 0,081 787 11,66 | 0,953 3,65 | 0,001 694 16 590,06 10,9997 |
| 2,15 | 0,074 777 12,82 10,958 3,70 | 0,001 433 21 697,54 10,9997
2,20 | 0,068 233 14,11 0,963 3,75 | 0,001 209 10 826,87 0,999 8
2,25 | 0,062 134 15,57 {0,967 3,80 | 0,001 01722 982,89 10,999 82
2,30 | 0,056 463 17,19 10,971 3,85 | 0,000 85344 1171,56 10,999 85
2,35 | 0,051 201 19,03 10,974 3,90 | 0,000714 05 1 400,30 10,999 88
[ 2,40 | 0,046328 ' 21,10 10,977 3,95 | 0,000 59578 1 678,30 {0,999 950
2,45 | 0,041 826 | 23,43 10,980 4,00 | 0,000495 74 2017,03 0,999 92
2,50 | 0,037 677 26,08 | 0,983 4,05 | 0,000411 36 2430,78 10,999 94 |
2,55 | 0,033 861 29,09 10,985 4,10 | 0,000 340 42 2937,42 10,999 95
2,60 | 0,030 361 32,51 | 0,987 4,15 | 0,000 280 %4 3559,37 10,999 96
2,65 | 0,027 157 36,40 | 0,989 4,20 | 0,000 23122 4324,78 10,999 97
2,70 | 0,024 233 40,86 | 0,990 4,25 | 0,000189 78 5269,10 | 0,999 97
2,75 | 0,021 571 45,97 10,992 4,30 | 0,000 155 35 6437,04 10,999 98
2,80 | 0,019153 51,83 10,993 4,35 | 0,000 126 82 7 885,21 10,999 98
2,85 | 0,016 964 58,58 | 0,994 4,40 | 0,000 103 25 9 685,32 10,999 987
‘ 2,90 1‘ 0,014 987 66,37 10,995 4,45 | 0,000 083 83 11 928,51 {0,999 290
| 2,95 | 0,003205 75,39 | 0,996 4,50 | 0,000 067 88 | 14 730,82 | 0,999 992
13,00 | 0,011 60570 85,84 10,996 2 4,55 | 0,000 054 82 18 240,39 1 0,999 994
| 3,05 | 0,01017295 97,98 ‘ 0,996 8 4,60 | 0,000044 16 | 22646,72 | 0,999 995
i 3,10 | 0,008 893 42 112,14 10,9973 |1 4,65 | 0,00003547 | 28192,80 |0,999 996
I 3,15 | 0,007 75406 128,67 10,9977 || 4,70 | 0,000 028 42 ‘ 35190,92 10,999 997
3,20 | 0,006 74248 148,03 10,998 1 4,75 | 0,00002270 | 44 043,33 | 0,999 998
3,25 | 0,005 84701 170,76 {0,998 4 4,80 | 0,000018 09 55269,41 10,999 998
3,30 | 0,005 05667 197,50 10,9987 4,85 ’ 0,000 014 38 69 541,28 0,999 999
3,35 | 0,004 361 23 229,04 10,9989 4,90 | 0,000 011 40 87 730,72 | 0,999 899
3,40 | 0,003 75112 266,34 10,999 1 4,95 | 0,000009 01 | 110 971,12 | ¢,999 999
3,45 | 0,003 217 50 310,57 10,999 2 5,00 | 0,000007 11 | 140 739,43 | 0,999 999 |
3,50 | 0,00275219 363,12 | 0,999 4
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odkud ;
m

(10) noE — (I — noE) Y, ng — ng™'1 < Z < nyE.
k=1

Jak je patrno z numerickych vysledki, tdmito vztahy je veliéina Z uréena s postalu-
jici pfesnosti. '

Hodnoty ny, E a nyE jsou uvedeny v tabulce 1. Jako veli¢inu Z by bylo spravngjsi
brati misto ngE stfed intervalu, ktery je vymezen nerovnosti (10). Tato Uprava by
méla vliv pouze na ¢ast tfimistnych hodnot. Ctyf a vicemistné hodnoty nyE udavaji
také veli¢inu Z na tentyZ pocet mist.

Odhadneme nyni chybu, které se dopustime, pouZijeme-li aproximace 1 — F(t, a) ~
~ Z e ™" pfiuréovani kvantild
distribuéni funkce F(1, a), tj.
nahradime-li hodnotu 1, spi-
fujici

1~ Fiad) =0,

hodnotou

kde H = QZ™', Q je velikost
kvantilu, Z > Q.

Obr. 1. Budeme pouZivati oznaceni,
zavedeného na obr. 1.

Ze vztahu (8) plyne, Ze je

< De ', kde D=1I-7.

Midame pribliZzné
AF'(T,a) ~ 9, F'(i,a) > nyZe ™" .
Tedy
De~? py'’
A<»——eﬁ»—_:
noZe "' Qn,
Pro relativni chybu dostavame
A DH're
{(11) Q=" < -
' i Qllog H|
7 nerovnosti (11) je moZno napf. ovéfiti, Ze pouzitim aproximace pro a = —3

miiZeme uréiti kvantil pro Q = 0,95 s relativnf chybou mensi nez 1072, pro ¢ = 0,90
s relativni chybou meniinez5.107% Proa = —4, Q0 = 0,998 je @ < 6. 107*, Tedy
aproximace dava uspokojivé hodnoty i pro velkd Q. Poznamenejime jesté, Ze je vidy
1<
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Pro Uhlenbecklv proces s libovolnymi parametry nahlédneme snadno, Ze aproxi-
mace ma tvar
F(t, a)~1-— eTnobtz |

kde veli¢iny n, a Z byly uréeny pro hodnotua’ = (a — ) o™ *.

Jsem zavazan dr. M. JiIRINovI za podporu a pomoc pfi feSeni této tlohy. Hodnoty
ng byly vypoéteny ve vypoletnim stfedisku Ustavu teorie informace a automatisace
CSAV, ostatni veli¢iny v Matematickém ustavu CSAV.
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Pesrome

O PACHOPEJAEJIEHUW BPEMEHU IEPBOTO IEPEXOJA O4HOM
I'PAHUIIBI [TPOLHECCOM VJIEHBEKA

METP MAHJUT (Petr Mandl)

OpnuomepHsblil npouece YacHOeka — 3TO CiaydaiiHblid MapKoBCkuit npouecc. Qi
CTALHOHAPHOT 0 HAYAJILHOIO PACTIPEACJICHUS 3TOT IIPOLECC pacipe/iesiecH HOPpMATLHo
C KOPPCASUHOHHOR (yHkuuen exp — f|{]. B pabote nana tabliuua, KOTODPAST MOXKET
CHYKUTH U1 MojcueTa BepositHocTi P(f, A) sIBJICHHUS, 4TO B MHTEPBANC BPCMEHH
JUIMHBL { HUKOT/IA 3HaYeHHe Npouecca He OYAeT MEHbIIe 3aJaHHOTO 3HAUYCHHS A.

HNmeem ¢ xopoiuuMm 1ipudimkeHueM

P(t, A) ~ Ze™ ™M
re 3HAYEHUS 11, U Z B3ATHl B TAbJNUE B TOW CTPOKE, KOTOPAas COOTBETCTBYET a ==
= (A — p)o~". 3nech 1 — MATEMATHYCCKOE OKHAAHHE M ¢° — JIACTIEPCHS CTALIO=
HAPHOTO pacapescicHus. [Tpubikene UId BEPOATHOCTH TOrO, YTO 3HAUCHUE PO~

uececa 6yfl€T B TCYCHHUC 3AJIAHHOIO BPEMCHH TIOJ JIAHHOM rpaHmJ,eﬁ nojyvacrcs
H3 CHMMCTPHU.
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Zusammenfassung

UBER DIE VERTEILUNG DER ZEIT, WELCHE DER UHLENBECKSCHE
PROZESS ZUR UBERSCHREITUNG EINER GRENZE BRAUCHT

PETR MANDL

Der eindimensionale Uhlenbecksche Prozel3 ist ein zufilliger Markowscher
Prozef. Fiir die stationéire Anfangsverteilung ist dieser Prozel3 normalverteilt mit der
Korrelationsfunktion exp — ﬁ[t]. In der vorgelegten Arbeit wird eine Tafel angegeben,
die zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(t, A) des Erreignisses, daB im Zeitinter-
valle der Linge t der Wert des Prozesses niemals unter eine gegebene Grenze A sinkt,
benutzt werden kann.

Man hat mit guter Anndherung
P(1, A) ~ Ze™"b

wobei die Werte nound Zausderzua = (4 — u)d"l entsprechenden Reihe der Tafel
genommen sind. Hier ist g der Erwartungswert und ¢ die Streuung der stationiiren
Verteilung. Die Anndherung fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl der Wert des Prozesses
wihrend der gegebenen Zeit ungebrochen unter einer gegebenen Grenze bleibt
bekommt man aus der Symmetrie.

Adresa autora: Petr Mandl C. Sc., Ustav teorie informace a automatisace CSAV, Praha 2,
VySehradska 49.
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