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SVAZEK 7 (1962) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSL01 

NAPJATOST A DEFORMACE HOMOGENNÍHO POLOPROSTORU TRANS-
VERSÁLNĚ ISOTROPNÍHO PŘI ROVNOMĚRNÉM ZATÍŽENÍ POVRCHU 

V OBDÉLNÍKOVÉ PLOŠE 

VRATISLAV KAFKA 

(Došlo dne 26. listopadu 1960.) 

V práci jsou odvozeny vzorce pro výpočet napětí a deformace v polo­
prostoru, v němž modul pružnosti ve svislém směru se liší od modulu pružnosti 
ve směru vodorovném. Je uvažováno rovnoměrné zatížení povrchu v obdél­
níkové ploše, které lze považovat z praktického hlediska za nejdůležitější typ 
zatížení. Přes dosti složité a pracné odvození vycházejí výsledné formule zcela 
jednoduché. 

1. ÚVOD 

V současné době se rychle vyvíjí teorie pružnosti anisotropních prostředí s různými 
typy anisotropie. Bylo vyřešeno mnoho rovinných úloh v této oblasti, v naší literatuře 
jsou to např. práce [1], [2], [3], z cizí literatury je to především souborné dílo 
S. G. LECHNICKÉHO [4], V uvedených pracech, jakož i v přehledu prací z tohoto oboru 
v SSSR od M. M. FRIDMANA [5] je uvedeno mnoho dalších odkazů. 

Úlohy prostorové byly řešeny hlavně pro zvláštní typ anisotropie, který bývá ozna­
čován jako transversální isotropie neb orthotropie s rovinou isotropie nebo hexa-
gonální aelotropie. Prostorové prostředí tohoto typu je charakterisováno pěti nezá­
vislými konstantami a jeho matematický model je popsán v další kapitole. Důvodem 
proč je věnována pozornost hlavně tomuto typu, je především ta okolnost, že při 
osově symetrických okrajových podmínkách (když je osa symetrie kolmá na rovinu 
isotropie a těleso je též osově symetrické) zůstává napjatost i deformace osově sy­
metrická, což velmi usnadňuje matematickou analysu. Tento typ však též dobře 
vystihuje mnoho skutečných materiálů. Některé úlohy pro poloprostor uvedeného 
typu (rovina isotropie vodorovná) jsou řešeny v knize S. G. LECHNICKÉHO [6]. Je to 
problém normální soustředěné síly na povrchu poloprostoru a problém svislé šachty 
kruhového průřezu při zatížení vlastní vahou masivu. V práci [7] H. A. ELLIOT podává 
obecné řešení osově symetrických úloh a zvláště uvádí řešení pro sílu a moment 
v nekonečném prostoru. Práce [8] téhož autora obsahuje řešení pro poloprostor 
zatížený tuhým konickým razníkem, razníkem ve tvaru koule a ve tvaru kruhového 
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válce. Dále je zde řešena úloha Griffithovy teorie porušení — napětí okolo malé kru­
hové trhliny (vše osově symetrické). R. T. SHIELD V práci [9] uvádí řešení pro eliptic­
kou trhlinu a eliptický razník a pro soustředěnou sílu uvnitř poloprostoru, normálnou 
k povrchu, v určité vzdálenosti pod povrchem. 

V naší práci je řešena úloha rovnoměrného obdélníkového zatížení na povrchu. 
Je to úloha s praktického hlediska důležitá. Teoreticky je jednoduchá, neboť spočívá 
ve dvojnásobné integraci výrazů, které platí pro soustředěné břemeno. Je však pozoru­
hodné, že přes složité a pracné matematické postupy, které uvádějí v pochybnost 
o významu obecného řešení, jsou výsledné formule jednoduché, v některých případech 
i jednodušší, než stejné výrazy pro prostředí isotropní (např. vzorec pro normálně 
napětí ve svislém směru). Limitním přechodem dostáváme vzorce pro prostředí iso­
tropní. 

Praktický význam odvozeného řešení je jednak v přímé aplikaci na materiály makro­
skopicky homogenní s různým modulem pružnosti ve směru vodorovném a svislém a 
jednak v aplikaci na výpočet napětí v podloží vrstevnatém při vodorovných vrstvách. 
Jednoduchá metoda takového výpočtu je uvedena v pracech [10] a [11], přesnější 
metoda v práci [12]. 

2. OBECNÉ Ř E Š E N Í 

Nechť v poloprostoru, na jehož povrchu x, y je orientován souřadný systém podle 
obr. 1, platí následující vztahy mezi složkami tensoru napětí a deformace 

(1) er = axíar + aí2a(p + al3az, 

£<p = «120"r + «l lO"„ + al3^z • 
sz = al3(ar + a(p) + a33az, 

y<pz — a44X<pz i 

yrz = a44zrz , 

yrtp = 2 ( a n - ai2)xr(p, 

kde a značí normálně napětí, x smykové napětí, e poměrné prodloužení, y poměrné 
posunutí. Index r značí vodorovný směr nejkratší spojnice vyšetřovaného bodu 
s osou z, index q> vodorovný směr kolmý na směr r, index z směr svislý. Kladné směry 
jsou vyznačeny na obr. 1. 

Zavedeme dále technické konstanty: 

E! — modul pružnosti ve vodorovném směru, 
E2 — modul pružnosti ve svislém směru, 
vx — Poissonovo číslo pro dva vodorovné směry k sobě kolmé, 
v2 — Poissonovo číslo udávající vliv normálného napětí ve svislé směru na poměrné 

prodloužení ve směru vodorovném, 
G! — smykový modul pro dvojici kolmých vodorovných směrů, 
G2 — smykový modul pro dvojici směru svislé a vodorovného. 
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Potom platí vztahy 

(2) ÜIЪ = -

ЬA G 

1 „. \ 2(1 + vx) 1 
« 3 3 = ~ r , 2(au - al2)--±-— = — . 

E2 Ei Gx 

Modul Gx není tedy nezávislý a technických konstant je ovšem zase pět. 

Je-li rovina x, y povrchem poloprostoru, který mimo uvedený zobecněný Hookův 
zákon splňuje předpoklady pružného kontinua, platí pro rozdělení napětí od soustře­
děné síly podle obr. 1 následující vztahy, odvozené S. G. 
LECHNICKÝM V práci [6] 

p 
(3) <-r - ~[z(kji - k2f2 + / > . - l2q>2) + pli], 

2n 
p 

a<P = ~lZ(- mJl + m2 j2 ~ h<Pl + h<Pl) ~ l4] , 
2TÍ 

<rz . * _ _ _ _ _ _ ( / , _ / . ) , 
2TÍ S2 — sx 

т„ =£ .__!___( / . - /ON/V + J-1). 
2ҡ s2 — sx 

Obr. 1. 

kde značí kh lh mh /., st konstanty závislé na materiálu, /,-, (pu \j/ funkce souřadnic: 

1 
fi -= 

<PІ = 

Ф = 

kx = 

fc, = 

(x2 + y2 + s2z2) 

І 

2_2\3/2 ' 

(x2 + y2)(x2 + y2 + s2z2)^2 

1 

x2 + y 

u = 

(S2 ~ St)yfi 

*L_^ 
{s2 - sjy/d 

te\pl 

s2 - sx ' 

ASjPi 

S, — Si 
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_ s i g 2 V

/ d 

(s2 - Sl)(ac - d) 

m2= ^W_ 
(s2 - SÍXÍIC? - d) 

Konstanty a, ř>, c, d, sl, s2, p 1 ? p2, gu g2, X, n jsou definovány podle práce [6] při 
stejném označení: 

n - _13__j ~ fl12) _ - V 2 0 + Vl) F 
íí — — — — £ J 2 , 

flllfl33 - Al3 £ 2 - V2Ei 

_ _1___3 + _ _ ) ~ fll2fl33 _ (V1E2 + Vfgl) G2 ~ V 2 £ l £ 2 

flllfl33 - fll3 (£2 ~ V 2 E i )G 2 
_ fli3(fln ~ flia) + Allfl44 _ E2 ~ v2(t + Vl) G2 L2 

flllfl33 ~ fl?3 
2 „2 1 „2 _2 

C = 
ÖЦÖЗЗ - fl?з £2 - v2Et G 

d = a H ~ ^12 _ j ~ Vl 

Allfl33 - Al3 ^2 - V2Ei E! 

\a + c + ^[(a + c)2 - 4d] 

2d 

fl + c ~ V [(a + cf ~ Ad~\ 
2d 

pl = 1 - as]'• , 

p2 = 1 - as2
2, 

9\ = Pi(-> - A _ ) , 

02 = P2(& ~ as]),-

A _ ( f r - 1 ) v ^ _ l - v ^ 

ac ~ d id 

„ . (» - 'X- + 7 - ) . _ _ . (B + j2j. 
ac — d d 

Z definice st, s2 je patrno, že 

(4) rf-^, « + c - ± + ± . 
S l s 2 S l ft2 

Pro náš účel potřebujeme vyjádřit složky tensoru napětí pro orthogonální souřadni­
covou soustavu. 

Vzorce (3) platí tehdy, je-li působiště soustředěné síly v počátku souřadnicové sou­
stavy podle obr. 1. 

Budeme nyní uvažovat souřadnicovou soustavu £, rj, £ podle obr. 2, v jejímž po­

čátku působí síla P — q . d<ž; ár\. 
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Napjatost v bodě M, v němž Z, == x, Y\ = y, Z, = z, bude dána vzorci (3). Na povrch 
poloprostoru nad vyšetřovaný bod M položíme počátek nové souřadnicové soustavy 
x, y, z podle obr. 2. Protože o4 = ox, on = oy atd., můžeme psát: 

c* = ł("r + <v> + ł K - <v) 

ff. = i(ff, + er„) - ł(<r, - <т„) ì ÍL , / V 

= K-<v) x_y 

x 2 + j / 2 ' 

JCZ rz 

т,„ = т„ 

vчv + 7) 
У 

v V + >2) 
cг, = ö" , , 

Obr. 2. 

Dále dosadíme za ar, o^, oz a rrz podle vzorců (3), položíme P = q dč, dr\ = q dx dy 
a provedeme dvojnásobnou integraci v mezích xx, x2, yu y2. Tak dostaneme výsledné 
formule pro napětí od rovnoměrného zatížení v obdélníku podle obr. 2. 

Integrály se dají všechny vyjádřit v uzavřených a jednoduchých tvarech: 

L dx dy = -L Y l ( - i y + t arctg •- - *'** — , 
*, , , , . stz j = i k = i s ( z v ( * j + yk + «i z ) 

2. 
x2 /\V2 v 2 _ .,2 1 2 2 

J / . . d x d ^ + j E I ( - i ) ' " 1 

S
Ó.ZÓ j = l f c = l ,J>^2 + /' 

Xj a r c t g s řzл 

W Ҝ + >2 + ^ 2 ) 

— yk arctg 
S i Z * 7 

W « + yl + s2z2)J ' 

^

x2 pyi 2 _ 2 i 2 2 r 

V ^ v ^ d ^ ^ x Z(-iy+fcj^2arctg- 2

S'"X

2 — -
x, J y i * 2 + y 2sfz3 A ^ i L W K + >* + s*z ) 

— Xj a r c t g 
sčУk 

4. 

+ arctg 

*- CУ2 x2 _ ^ 

W W + >2 + ^ 2 ) 
W ( * j 2 + >fc + s2z2) 

S.-ZXj 

- s2z2 arctg 
SiZУk 

W M + >2 + ^ 2 ) 
+ 

Jdxdy= -Y, X;(-iy + fcarctg^, 
x z + y j = i fc=i x ; 

c./ 
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5- i" r-^-hdxdy = -{-2H (~l)j+k\s/(x2 + yl + sh2) -
J - J * * +y 2s2z2

J-=ife=i L 

_ _? + j _ i n V _ _ + >** + s ' z 2 ) + 5 ' z l 
2s;z V ( x 2 + y2 + s2z2) - s ř z j ' 

6. r r^-^dxdy=-L i i (-iy+k[- v « + ^ + ^ + 
J - J , , ^ +.V 4s2z2;=i*=i L 

+ *? + ,v2 + 2 s 2 z 2
l n N / ( x 2 + y2 + s2z2) + s,z~j 

2s;z ^(x) + y2
k + s2z2) - s ; z j ' 

7- í" P"aT-i * d* dj; = " I ^ Ž ( - l ) J " " ta (*} + y fc
2), 

J _ J w * + y 4j=ik=i 

, r rx / ,d ,d ,=- i£ £(-! ) - .„^i -4_4í!Lt__ 
J_i J,i 2 2 2 i = i f c =i V(* 2 + >"2 + s2z2) - yk 

= - i i (-iy+ft in _>_ + v« + ̂ 2 + S2-2H , 
9. r r ^ a x ^ - 1 - Í i i ( - - r * m f f i + 1 + * _ ? + * -

J , J - . 2,t_»__ 7(xJ + y2 + s2z2) - x, 

- - i i (-!)J'+fe ln [*; + VW + v2 + ^ 2 ) ] • 
j = i f c = i 

Dosazením hodnot integrálů dostáváme výsledné formule pro napětí v transver-
sálně isotropním poloprostoru při rovnoměrném obdélníkovém zatížení na povrchu. 

Získané výrazy jsou dále upraveny za použití rovností (4) a následujících vztahů, 
jejichž platnost lze snadno odvodit z definic: 
a) ki + irii = li, 
b) _ . - _ ! + _ _ _ _ _ _ • _ , 

S 2 S x S 2 Si 

c) Í Í (- iy + f c farctg *'*- — + arctg - ^ . -
A __, V W f á + y2 + s2z2) x jV

y(x2 + y2 + s2z2) 
= Í Í (- iy + fc arctg j W ^ 2 + yk + g 2 z 2 ) , 

j = l i = l SjZXj-

d) £ £ (-1)'+' arctg *** — - £ £ ( - W u c t g - -
, /=ik=i W ( X J + yk + s í z ) / = - - - • - \ Xj 

- a r c t g ^ 
x2 + s2z2 + Sizj(x2 + y2

k + s2z2)J ' 

z) ì ì ( - i y + fcarctg-±^Mjl_І_l____ _ 
. = 1 * = 1 SjZXj 

2 2 

" Z i ( - i y + f c f a r c t g ^ + a r c t g - i -ffi . 2 — V 
-•=- --- V *_ ^ + s-z2 + s i Z x /(x 2 + y2 + s2z2)/ 
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(5a) 

D o s t á v á m e tak následující výsledky: 

2 2 2 i - . - -U , 1 1 I ( - l ) ! + ' + ' - ( * , - - , _ -
471 I i=i j=\ fe=l S; l_ 

- (fc. + m;) (arctg SiZУk

2 _ 

V W(*î + Уk + *ïz2) 
+ 2џІ І (-iУ+fearctgЫ-= 

j = l f c = l x ,J 

ctg 

+ arctg 

XjУk 

S i ^ Ҝ + УІ + śñ 
Уksjjxj +УÌ + Źz2) 

S:ZXl )] + 

(5) 
Xjyk ~ Í Í Í(-iy+y+ft-fmiarctg- — 

2TT Í = I J = I fe=i s A yl + s-z + sizsJ(x) + y2 + s 2 z 2 ) 

— fc; a rctg 

Si 

х]Ук 

xj + s^ + s^tf + yl + s2^))' 

(6a) oy=-j- \î Í Í ( - i y + ^ i r ( / < i - m í ) a r c t g - 7 r ^ 2 
4TÍ [Í=I j = i fc = i s ; L s,.zN/(x, + K + s f z ) 

XjYfe 

+ (kt + m ř)( s.-Yk 

V & r c s W W + ^2 + s 2 z 2 ) + 

+ arctg Wtø + _á +^2) - 2 / z І І ( - i У + f t a r c t g 
j ' = l f e = l X ; 

(6) = +f I í £(-!)' 
271 i = l j = l fe=l 

x ( m ; a rc tg 

1 
— x 

ХуЛ 

— fc; a rctg 

x2 + s2z2 + s W И + УІ + Śñ 
XjУk 

yl + s\ŕ + Siz\j(x) + y\ + s2z2)' 

( 7 ) _-_ _ « _ _ £ _ £ _ _ _ - " _ ( - l ) ř + i + fc 

2л s2 — sx І = I j = i fe=i 
arctg *_0-

5, W(*5 + y„ + s?z2) ' 

(8) t_ = - f . - i _ - £ £ £ (-_)'•'« lo [x, + V « + Л

2 + s2:2)] , 
ІTÍ S2 — S j i = l j ' = l fc=l 

(9) 
S i S -

2 2 2 

2% S 2 — S^ i = l j = l fe=l 

2 2 2 

I I I (-1)'+J+ ' ln [л + sHўS + УІ + Śňl , 

(10) i , = - f I I I (__)'•.«-_--- ta [s,z + V(x2 + A + sU2)] . 
2TT Í = I y=i fe = i s ; 

Mnohoznačná funkce arctg se rozumí v hlavním intervalu ( —TT/2, +TT/2). 

Dále provedeme ještě výpočet deformace. Nejdůležitější a pro výpočet nejjednodušší 
je vertikální posunutí. 
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Ze třetí rovnice (1) dostaneme 

/ ^ \ dw , X 
(11) E2 = — = a13(ar + av) + a33az. 

dz 
Z toho — s přihlédnutím k fysikálním podmínkám — 

(12) w = [a13(ar + av) + a3 3<rz] dz , 
J 00 

kde w značí posunutí bodu ve svislém směru proti stavu před zatížením. 
Součet normálných napětí pro tři kolmé směry je invariantní, tedy 

(13) ar + a9 + az = ax + ay + az . 

Jest tedy ar + o^ = ax + ay a pro w dostáváme z rovnic (5a), (6a), (7) 

(14) w = - -i £ £ £ (-iy+i+fe(^13 ^ - ^ - - ^ - ^ - ^ 
2TI Í = I j=i*=i V s ; s« s2 ~ sj 

•rctg - ^ — d z . 
s ^ x 2 + >>2 + s2z2) 

Výpočtem integrálu dostáváme 

Xj-yk 

SizJ(x) + y\ + s2z2) ' '° stZy/(x2j + y\ + s2z2) 
I arctg - XJy\ — dz = zarctg 

- ü t i ln \ / ( x 2 + ^ + sf^ 2) + xj _Xj_ln J{x) + yl + s2z2) + yk 

2Si J(x) + y2
k + s 2z 2) - xj 2Si J(x) + y2 + s2z2) - yk ' 

Při dosazení do (14) můžeme výraz ještě zjednodušit, neboť 

y y ( ^ + - 1 * in VW + -^ + g 2 z 2 ) + XJ _ 
Á * ^ i • 2s; V W + ^ + s 2 z 2 ) - ^ -

2 2 

I I 
j = l f e = l 

= I Z ( - I Г ' - І П Þ . + >/W + JÍ + . M ] 

a podobně 
V V ( lV+fc -j in - Л f l + ^ + ^ 2 ' ) + Уk -

A * = i ' 2s(. s/(x) + y2

k + s2z2) - Уk 

2 2 x, 
= Z I ( - l y ^ m [>, + vw + yl + «^2)] • 

J = l fc=l S ; 

Konečný tvar pro svislé posunutí w je tedy následující 

(15) *-±ÍÍÍ i-iy^yjajk, - m,) - a„-H±-~\ . 
27T i = l i = l ft=l Sř [_

 s2 — s l J 
• o * in [*; + VW + yl + s ' z 2 ) ] + * ; l n bk + VW + yl +* 2 z 2 ) ] 

^,Tt — st-z arctg 
*ІZ V t ø + УÌ + s2z2)í " 
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3. ZVLÁŠTNÍ PŘÍPADY 

1) P o l o p r o s t o r n e s t l a č i t e l n ý 

Jestliže mají být odvozené výsledky aplikovány při výpočtu napjatosti v polo­
prostoru vrstevnatém, vypočítáme všech pět materiálových konstant z modulů iso­
tropních vrstev a jejich geometrických poměrů (literatura [10], [11], [12]). 

Jedná-li se však o aplikaci přímo na materiály makroskopicky homogenní, bude 
prakticky obtížné stanovit na neporušených vzorcích všech pět konstant. Bude proto 
třeba buď některé konstanty odhadnout, nebo přijmout jednodušší matematický 
model — prostředí nestlačitelné (např. celá práce J. WUNSCHE „Tuhý základ a pružný 
poloprostor" je vybudována na tomto předpokladu, ovšem pro prostředí isotropní). 

Podmínky nestlačitelnosti budou mít v našem případě následující formu 

(16) er + sv + ez = 0 , 

Dosazením z rovnic (1) do (16) dostaneme 

(17) (<7r + _•„)(-»__ + a12 + aí3) + a z (2o 1 3 + a33) = 0 . 

Aby rovnice (17) byla splněna pro libovolné or, atjj, o2 musí platit 

(18) aít + al2 + aí3 = 0 , 

(19) 2 a ] 3 + a 3 3 = 0 . 

Jestliže stanovíme moduly pružnosti Er a E2 pro svislý a vodorovný směr a smy­
kový modul G2 pro dvojici směru svislého a vodorovného, dostáváme podle rovnic 
(2), (18) a (19) 

1 «33 1 
« n = ~ » «13 = ~ = - — T ' 

E! 2 2£2 

1 a33 1 1 
a33 = — , o1 2 = - axl H - — + , 

E2 2 £\ 2E2 

(20) 

« 4 4 = — . 
G2 

Pro další konstanty pak dostáváme 

(21) a - - 1 , 
L __ i _ 2 < з 4 4 i _ 2 L J E 2 

4 a n - ŰЗЗ G2(4E2 - E J 

c = - 1 + — _ _ _ _ I _ t _ - _ i + 
4 f l n a 3 3 - <7̂ 3 G2(4E2 - EtY 

d = + 1 , 

A t - 0 , 

A = - ^ = £ l . 
2«n 2£2 

Ostatní konstanty a celý další výpočet je stejný jako v obecném případě. 
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2) N a p j a t o s t a d e f o r m a c e na p o v r c h u 

Na povrchu poloprostoru, tj. pro z = 0, se vzorce podstatně zjednoduší. V někte­
rých výrazech záleží na tom, je-li vyšetřovaný bod uvnitř obdélníka zatížení nebo vně. 

Označíme-li výrazy, platící uvnitř zatežovacího obdélníka, indexem u, a výrazy pla­
tící vně indexem v, dostáváme limitními přechody tyto výsledky: 

/m m ,, 2 2 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 
(30) 

Ҝ), = « f - i - - ! - f Z £ (-,)-'arctg^), 
\ s2 st 2 я j = u = i . XjJ 

K). =-<l^-ì І HГ'arctg=\ 
2тij=lk=X Xj 

(»,). = »(- -̂  + -' + f І І (-lГ'arctg=í), 
\ s2 ŝ  2TІJ = IÍC=I x_-/ 

W » ч f ï K - l Г - a r c t g й . 
2nj=\k=\ Xj 

Mu = - q-

M, =o, 

(v)« = ( тД = °» 
(т г *) u = ( т z x ) Ľ = 0 , 

(т J- = (т J. = - f * І £ (" 1У+* Ш W + ЗÍ)" 
4 я j = i f c = i 

Pro vertikální posunutí na povrchu dostáváme 

2 2 2 
1 ( —l\i + J + k 1 (зi) w - f Ż f ( - i Г ' + t í 

271 í = l y = i Л = l 

öiз(l<ř - mt) ~ a3 3 — 

' l j 

x fo ln [xj + V ( x 2 + j; 2 )] + xy ln [yk + V ( x 2 + y2
k)]} . 

4. L I M I T N Í P Ř E C H O D Y A P O Z N Á M K Y K E V Z O R C Ů M P R O P R O S T Ř E D Í 
I S O T R O P N Í 

Pro isotropní prostředí platí 

(32) " i i ~ űзз = - -
E 

ûiî = вiя = 

Я44 = 2 ( ű n - a 1 2 ) = -~ 
2(1 + v) = 1_ 

£ G 
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Pro další konstanty z toho dostáváme 

s2 

(33) a - b = —• , fcx = — ^ — , 
1 — V s2 — s l 

2 - v ,.2 

c = . k2 = -1 — V S2 — Si 

rf = 1 ' TO! = V — ^ — ( 1 - V + VS2)(1 - S2) , 

s2 - H 

m2 = v — á — ( 1 - v + vsJXl - s 2 ) . 
S 2 — Si 

Pro sx a s2 dostáváme s t = s2 = 1, tím však vznikají ve všech vzorcích neurčité 
výrazy a je proto třeba vypočítat limity. 

Provedeme limitní přechod pro dva nejdůležitější výrazy: napětí <JZ — vzorec (7) 
a vertikální posunutí — vzorec (15). 

Do vzorce (7) dosadíme s 2 = 1 a odvodíme formuli, která vznikne, blíží-li se st 

stejné hodnotě. Pro isotropní prostředí tak dostaneme 

(34) (o,), = lim ± Í Í ( - i y « - J - - L arctg 2 ^ -
íi-i 2TTÍ=\ fc=i 1 - Si \ z V W + ^ + z ) 

^ ďfc 
- arctg W W + ^ 2 + SiZ2) 

2 2 
5Ľ V V ť_lV+* arctg = - f I K-i) 

ŁTÍ j = 1 k = 1 

+ ^да + 

V M + ^2 + ^2) 

(x2 + z 2 ) x / ( x 2 + yl + z 2) W + z 2 ) v / ( x 2 + v2 + 

Tvar (34) je konečný a zdá se být pro výpočet nejvhodnější. Jednoduchou úpravou 
se dá převést na tvar, uvedený v Technickém průvodci 3 (5. vydání), str. 519 — vzorec 
(573), kde jsou sumace rozepsány a zavedeny ještě další symboly. 

Poněkud obtížnější je limitní přechod u vertikálního posunutí. 

Vzorec (15) zapíšeme následujícím způsobem 

w = ± i i (-iy»[(a i,^± - "^.-^-
2nj=ik=i | \ s2 s2 s2 — S! 

s, s, s , - s 

Význam 0 2 , (9, je zřejmý z porovnání. 
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Dosadíme-li výrazy (32) a (33) a položíme s2 — 1, dostaneme 

k0 — ni-, a^T. s, v + st _ — ir_ aъъ s , 
д 1 3 . 

s 2 s 2 s 2 — s. £ ( l - - 0 ' 
1 fcl - ^ l _ _ _ _ _ 2 

S 2 S , S 2 — S^ E(l — Sj) 

_ v + v2 _ V2S2 _ 

S l 

Pro vertikální posunutí v isotropním poloprostoru pak dostáváme 
7 9 

_ (w); = lim 1 1 (-iг*-s i - * l 2 7 T E ( l — S 1 ) j = l f c = l 

(v + s O ^ o - í - v + v 2 - y - s J - i V l 

kde symbolem <90 se rozumí funkce, která vznikne z 02 dosazením s2 _= 1 nebo z (9,. 
dosazením S! _= 1. 

Dále použitím 1'Hospitalova pravidla 

W I _ I Í _ _ J L _ i (-iy+-
_ i - l 2 7 l L j = l f c = l 

- 2v2
5l + - ) . 

- v + v2 - v2s2 - n___i 
>J 5SÍ J 

Derivací dostaneme (viz vzorec (15)) 

~A = ~ \yk ln [x, + y/(x] + >'fc
2 + s2z2)] + Xj In [_ A + J{x) + >>2 + s2z2)] -

osx os_ { 
x ,Tfc . 

- - i * arctg 2
 J " - _ — l = 

W(*í + JÍ + & )J 
>>2 + s2z2 .x2 + s2z2 Z a Г° g s ^ V í x 2 + .v2 + s\z2) 

Protože platí 

I X(-iУ + fc-2-_V2=0' 
i=ifc=i vfc + sfz2 

2 2 2 

I ÏHГ-ŕîЦï-o, 
)=1fc=l Xj + s z platí rovnost 

2 2 2 2 Яí9 2 2 

I L M Г f c V = - I I(-i) j + f e z Ł 
j - l fc=l O S , , / _ l fc=l 

Můžeme tedy dále psát 

05) („),---_-_ i ( - i r 
27TL j = l fc=l 

arctg 

2(1 - v2) <90 

x ^ k 

S j z V W + .vfc
2 + slz2) 
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- (1 + v) z arctg JTT^h rixl = 

W W + ^ + siz )J 
= 4 v ^ I í (-iy+* j * - v) [y* m (*, + V « + A + -2)) + 

27IL j = l * = l l 
+ *y In (.V, + V W + JÍ + - 2 » ] + (2v - 1) z arctg _ xf\ ^ 3 • 

-VW + ̂  + z )J 
Poslední tvar souhlasí až na součinitele při funkci arctg se vzorcem uvedeným 

v technickém průvodci 3 (5. vydání — str. 520 — vzorec (574)). Ve zmíněném vzorci 
je chyba, což je evidentní z porovnání rozměrů jednotlivých sčítanců. Správně je tento 
vzorec uveden ve čtvrtém vydání technického průvodce, avšak v jiném, zbytečně slo­
žitém tvaru. (Dá se převést na náš tvar (35).) 

Při této příležitosti bych se rád zmínil o vzorcích pro napjatost v isotropní polo­
r o v i n ě při trojúhelníkovém zatížení okraje. Bývají udávány též ve zbytečně složitém 
tvaru (viz např. citovaný TP3 — 5. vyd., str. 5.1.2). Součet některých vyřazuje iden­
ticky roven nule a místo výrazů v citované knize uvedených možno psát 

vx = - ^ - Z 

2жl 

q±z 

. , COS ф , - . 9 / - . - \ 

4 Ig L — 2 sin ę2 — (2a — sin 2<p2) tg ф. 
cos (p2 

v2 = — [2 sin2 (p2 — (2a + sin 2q>2) tgcp^ , 
2nl 

xxz = — - — [2a — sin 2<p2 + 2 tg cpi cos2 <p2] . 
2izl 
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Р е з ю м е 

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ И ДЕФОРМАЦИЯ 

ОДНОРОДНОГО ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО 

ПОЛУПРОСТРАНСТВА С ПОВЕРХНОСТЬЮ, ЗАГРУЖЕННОЙ 

РАВНОМЕРНО ПО ПРЯМОУГОЛЬНИКУ 

ВРАТИСЛАВ КАФКА (УгаШау Катка) 

В нашей работе выведены формулы для расчета компонент напряжения 
и деформации [(5)—(10), (15)] в полупространстве, где модули упругости в вер­
тикальном и в горизонтальном направлениях отличаются друг от друга. 
Выбранный тип нагрузки является с практической точки зрения самым важным 
— из него можно составлять весьма различные формы нагрузки. Интересно, 

что вопреки довольно сложным выражениям в изложении (в нашей работе все 
только сжато обозначено) окончательные формулы являются совсем просты­
ми, для компоненты гт2 проще, чем в случае изотропного полупространства 
[сравни (7) и (34)]. 

Показаны предельные переходы, в результате которых получаются извест­
ные формулы для изотропной среды. 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

DER SPANNUNGSZUSTAND U N D DIE VERFORMUNG IM HOMOGENEN 

TRANSVERSAL-ISOTROPEN HALBRAUM BEI EINER GLEICHMÄSSIG 
VERTEILTEN RECHTECKIGEN BELASTUNG DER OBERFLÄCHE 

VRATISLAV KAFKA 

Es werden Formeln ((5)— (10), (15)) für die Berechnung des Spannungszustandes 
und der Verformung eines Halbraumes abgeleitet, dessen Elastizitätsmodul in der 
senkrechten und in der waagrechten Richtung verschieden ist. Der gewählte Typ der 
Belastung ist, vom praktischen Standpunkt gesehen, für den wichtigsten gehalten — 
durch die Zusammensetzung kann man die Belastungsarten der verschiedensten 
Formen berechnen. Es ist interessant, das trotz den ziemlich verwickelten Ausdrücken 
bei der Ableitung (in unserem Artikel wegen der Kürze nur angedeutet) die End­
formeln ganz einfach, für die Spannungskomponente az noch einfacher, als im iso­
tropen Halbraum (vergl. (7) und (34)) resultieren. 

Es werden die Grenzvorgänge gezeigt, mittels deren man die bekannten Formeln für 
das isotrope Medium erhält. 

Adresa autora: Ing. Vratislav Kafka C. Sc , Üstav tcoreticke a aplikovane mechaniky CSAV, 
Praha 2, Vysehradska 49. 
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