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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY ¢isLo 1

NAPJATOST A DEFORMACE HOMOGENNI{HO POLOPROSTORU TRANS-
VERSALNE ISOTROPNIHO PRI ROVNOMERNEM ZATIZENI POVRCHU
V OBDELNIKOVE PLOSE

VRATISLAV KAFKA

(Doslo dne 26. listopadu 1960.)

V praci jsou odvozeny vzorce pro vypocet napéti a deformace v polo-
prostoru, v némZ modul pruznosti ve svislém sméru se 1i$i od modulu pruznosti
ve sméru vodorovném. Je uvazovano rovnomérné zatizeni povrchu v obdél-
nikové plo$e, které lze povaZovat z praktického hlediska za nejdulezitéjsi typ
zatiZeni. Pies dosti sloZité a pracné odvozeni vychdzeji vysledné formule zcela
jednoduché,

1. UVOD

V soucasné dobé se rychle vyviji teorie pruznosti anisotropnich prostiedi s riiznymi
typy anisotropie. Bylo vyfeseno mnoho rovinnych tloh v této oblasti, v nasi literatufe
jsou to napf. prace [1], [2], [3], z cizi literatury je to pfedev§im souborné dilo
S. G. LECUNICKEHO [4]. V uvedenych pracech, jakoZ i v piehledu praciztohoto oboru
v SSSR od M. M. FRIDMANA [5] je uvedeno mnoho dalich odkazé.

Ulohy prostorové byly feSeny hlavné pro zvla§tni typ anisotropie, ktery byva ozna-
¢ovan jako transversdlni isotropie neb orthotropie s rovinou isotropie nebo hexa-
gonalni aelotropie. Prostorové prostiedi tohoto typu je charakterisovano péti neza-
vislymi konstantami a jeho matematicky model je popsan v dalsi kapitole. Diivodem
pro¢ je vénovana pozornost hlavné tomuto typu, je pfedevsim ta okolnost, Ze pfi
osové symetrickych okrajovych podminkach (kdyZ je osa symetrie kolma na rovinu
isotropie a téleso je téZ osov& symetrické) zGstava napjatost i deformace osové sy-
metrick4, coZ velmi usnadiiuje matematickou analysu. Tento typ vSak téZ dobie
vystihuje mnoho skutecnych materialid. Nékteré ulohy pro poloprostor uvedeného
typu (rovina isotropie vodorovna) jsou FeSeny v knize S. G. LECHNICKEHO [6]. Je to
problém normalni soustfedéné sily na povrchu poloprostoru a problém svislé Sachty
kruhového prifezu pii zatiZeni vlastni vahou masivu. V praci [ 7] H. A. ELLIOT podava
obecné feSeni osové symetrickych uloh a zvla§té uvadi fefeni pro silu a .moment
v nekone¢ném prostoru. Prace [8] téhoZ autora obsahuje FeSeni pro poloprostor
zatizeny tuhym konickym raznikem, raznikem ve tvaru koule a ve tvaru kruhového
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valce. Dale je zde fesena iloha Griffithovy teorie poruSeni — napéti okolo malé kru-
hové trhliny (vie osové symetrické). R. T. SHIELD v praci [9] uvadi feSeni pro eliptic-
kou trhiinu a elipticky raznik a pro soustfedénou silu uvnitf poloprostoru, normalnou
k povrchu, v uréité vzdalenosti pod povrchem.

V nasi praci je feSena uloha rovnomérného obdélnikového zatiZeni na povrchu.
Je to 1loha s praktického hlediska diileZita. Teoreticky je jednoducha, nebot spociva
ve dvojnasobné integraci vyrazl, které plati pro soustfedéné biemeno. Je vSak pozoru-
hodné, Ze pies slozité a pracné matematické postupy, které uvadeji v pochybnost
o vyznamu obecného feseni, jsou vysledné formule jednoduché, v nékterych pfipadech
i jednodus§i, nez stejné vyrazy pro prostfedi isotropni (napf. vzorec pro normalné
napéti ve svislém sméru). Limitnim pfechodem dostdvAme vzorce pro prostiedi iso-
tropni.

Prakticky vyznam odvozeného feseni je jednak v pfimé aplikaci na materialy makro-
skopicky homogenni s riznym modulem pruZnosti ve sméru vodorovném a svislém a
jednak v aplikaci na vypocet napéti v podloZi vrstevnatém pii vodorovnych vrstvach.
Jednoducha metoda takového vypoétu je uvedena v pracech [10] a [11], pFesn&jsi
metoda v praci [12].

2. OBECNE RESENI

Necht v poloprostoru, na jehoZ povrchu x, y je orientovan soufadny systém podle
obr. 1, plati nasledujici vztahy mezi sloZkami tensoru napéti a deformace

(1) & = 41,0, + alZO-(p + (30, ,
&, = 130, + a,,0, + a,30,,
& = 013(0', + U(p) + a330—z 3

‘yrp‘z = a44r(pz s
Vrz 447,z
Yo = 211 = a12) Ty,

kde o znac¢i normalné napéti, = smykové napéti, ¢ pomérné prodlouZeni, y pomé&rné
posunuti. Index r znaci vodorovny smér nejkrat$i spojnice vySetfovaného bodu
s osou z, index ¢ vodorovny smér kolmy na smér r, index z smér svisly. Kladné sméry
jsou vyznadeny na obr. 1.

Zavedeme dale technické konstanty:

E, — modul pruznosti ve vodorovném sméru,

E, — modul pruZnosti ve svislém smeéru,

v, — Poissonovo &islo pro dva vodorovné sméry k sobé kolmé,

v, — Poissonovo ¢islo udavajici vliv normalného napéti ve svislé sméru na pomérné
prodlouZeni ve sméru vodorovném,

G, — smykovy modul pro dvojici kolmych vodorovnych smérd,

G, — smykovy modul pro dvojici sméru svislé a vodorovného.
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Potom plati vztahy

1 V.
2 a;, =—, a3 = — —=,
(2) T 3 L,
2 1
a = — =, a =
12 El 44 GZ
1 201 +v) 1
yz = —, Nay — aqp) = —= = —,
33 E‘,_ ( 11 12) E1 Gl

Modul G, neni tedy nezavisly a technickych konstant je oviem zase pét.

- Je-li rovina x, y povrchem poloprostoru, ktery mimo uvedeny zobecnény Hookiv
zdkon spifiuje piedpoklady pruzného kontinua, plati pro rozdéleni napéti od soustie-
déné sily podle obr. 1 néasledujici vztahy, odvozené S. G.
LECHNICKYM v préci [6]

P
(3) o, = E; [Z(k1f1 — kyof, + Lo — lz(/’z) + l‘lﬁ]’

P
o, = —[z(— mfy + myf, = Lo, + Lpy) — wh],

b

g, =
S, — 8y

-“-S*lfz—z(fz *fl),

(- )V, Obr. 1.

Sz — 5y

T =

rz

2n
P
n
P
2n

kde znadi ki, I;, m;, p, s; konstanty zavislé na materialu, f;, ¢;, ¥ funkce soufadnic:

_ 1
i = (x* + y* + s222)¥%’
_ 1
R T Lo
1
v o= x‘ZT;‘Z »
k, = —«————*S% R
(52 = s1)V/d
k, = ‘*—‘i— ’
(s, — s1)/d
I Jﬁiﬂl,_,
5, — 8
1, __%5§P1__ .
S2 = 51
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= 51921/d
(52 — sy)(ac — d)
My = S%!h\/a R

(32 — sy)(ac — d)

Konstanty a, b, ¢, d, sy, S35, P1, P2» 915> 92> 4, 1 jsou definovany podle prace [6] pii
stejném oznadeni:

5

my

o = Gl —an) = vtk v)
ayaz; — aiy E;, — viE,
b = ay3(ars + asq) — a12ds; . (_V&Ez + V§E1) G, — v,EE,
apidszs — 0%3 (Ez - V§E1) G, ’
¢ = as3(ay, — ayy) + ay1das _E;, - oL+ vy) GZ_EZ
aj a3z — aiy E, — viE, G, ,
d = ai, — ai _ - E;

dy1d33 — a%s E, — ngl E, ’
R /\/a +c+ \,/'[v(airc)z — 4dj
' 2d ’

S, =Ja+cv/[(a+c)2—4d]’

2d
pr=1- asf R
pa=1— ast,
g1 = pi(b — as3),
92 = pa(b — asi)
_ (-1 \/Z _l=-m
ac—d Jd ’

RSN I ECIN )

Z definice s, s, je patrno, Ze

(4) d:'TIE’ a+c=11+71--.
S182

Pro nag ucel potfebujeme vyjadftit sloZky tensoru napéti pro orthogonalni soufadni-
covou soustavu.

Vzorce (3) plati tehdy, je-li pisobisté soustiedéné sily v pocatku soufadnicové sou-
stavy podle obr. 1.

Budeme nyni uvaZovat soufadnicovou soustavu &, 1, §{ podle obr. 2, v jejimZ po-
¢atku pisobi sila P = ¢ . d& dn.
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Napjatost v bod& M, v némZ ¢ = x,n = y, { = z, bude dana vzorci (3). Na povrch
poloprostoru nad vySetfovany bod M poloZime pocatek nové soufadnicové soustavy
x, ¥, z podle obr. 2. ProtoZe o, = o, g, = 0, atd., mlZeme psat:

X2 - y?

Ox = "i'(ar + va) + %(Ur - O-w)

')'Cz + 2 ’
x? — p?
o, = Yo, + 0,) = 3o, — 0,) 25
xX° +y .?
- Xy
Ty = (0. = 0,) m ’
X
Txg = Tpp —o—————=>»
_\/(xz + y"‘) f‘
y |
Ty = Tpp — .
NICEER) y 1z | P
6.=0 if

z

Déle dosadime za ¢, 0,, 0, a 7, podle vzorcii (3) poloZime P = g dé dyp = g dx dy
a provedeme dvojnasobnou integraci v mezich x,, X5, yy, y,. Tak dostaneme vysledné
formule pro napéti od rovnomérného zatiZeni v obdélniku podle obr. 2.

Integraly se daji vSechny vyjadfit v uzavienych a jednoduchych tvarech:

X2 *y2 2 2 .
1. J J\ f,d)(d_})**L z Z (“1)j+karctg XYk

- 2 2 2 ’
$;Z j=1k=1 sizy/ (X7 + yi + 57 27)

2 (T ravay =y Y (cop P arcge
N I LIS AR E = ! xn/(xF + E + 5127

yZ arctg SEX ]
- Yk o T P B
v/ (5 + Vi + iz

X2 [*y2 XZ _ yZ 1
3. @;dxdy = ——
J J‘ x2 + y? ’ d 25323

Xt V)1 i

1w
[InglS

-

(—1y** [v,f arctg— 2%
1

k N TS

— x? arctg SiZVk _ s,?zz (arctg , SiZV T
' X/ (xF 4+ v+ si2?) X/ (x5 + yi + siz?)
2 2, 2.2
+ arctg Yo/ 00 0k 57 ))}

S$iZX;

X2 *y2 W2 2 2 2
4, J j X "—7-z//dxdy= =3 Y (—1y** arctg&,
i1 X;

2 2
Xy y|~x +y k=1 j
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5Jnr ﬂhy—u—ZZ(IW{ Y+h+gﬁ_

x“y‘x + j=1k=1

_ _?Cj j‘lx;%_ln\/(x + yk + s5; 22) + 8,z
2z NJ(xE A+ yE 5P — sz

o [ ety = S 3 3 ] - Ve )

nynk+y ;J""1

+x + yi 4 25222 In \/(x +yk+922)+sz
25,z \/(x +yk + s22%) — sz |

X 4iT1k=1

8. szj‘yzxfidxdy= - Z Z( 1)**In NGRS RS

" 2505 V)
2 2
ZZ(AW“ﬂn+ﬂﬁ+ﬁ+ﬁﬂL

9. J‘”J'“ viidxdy = — = z Z ( 1)f+k]n\/(x12' + J’: + 5?22) + x; _

. 2 /5161 V&G v+ siz?) - x;
2
zzpﬁMmm+JM+ﬁ+ﬁm.
Jj=1k=1
Dosazenim hodnot integrali dostavame vysledné formule pro napéti v transver-
salng isotropnim poloprostoru pfi rovhomérném obdélnikovém zatiZeni na povrchu.
Ziskané vyrazy jsou déle upraveny za pouZiti rovnosti (4) a nasledujicich vztah,
jejichZ platnost lze snadno odvodit z definic:

7. J‘“J‘n__z‘_‘_ Ydxdy = — = 2 Z (—1Y/**In(x] + 3

a) k;+ m; =1,

ky ki  my my

b -4+,
S2 Sy S5 51
2 2
c — 1)+ arctg X; Vi + arctg ‘ SiZVk ) _
) j=1 kZ1( ) ( SiZ\/(x + yk + 83 2z ) xj\/’(x? + y,% + S%ZZ)
2 2 ]
= Z Z ("“l)jﬂc arctg yk\/(xj -+ yk + s; Z )
jetk=1 s%,;
2 2
d 1Y "% arctg SiZYy 1 (arctg e
) ,Z; kzl( ) j\/(x? + yk + S z ) le kzl( ) xj
— arctg XYk ’
x7 + stz + sz (x] + yi o+ siz?)
2 2 ) > 2 R
E:) Z z ( )jﬂc arctg yk\/(xj + yi + siz ) _
JT1k=1 si2%;
2
1y " (arctg ¥ + arct XV
lekzl( ( g X gyf+sfz2+s,.z\/(le.+y +SZ)
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Dostavame tak nasledujici vysledky:

(52) o, = - ﬂ_{z Y2 (=)t [(k — ;) arctg XYk

4n =1 S E=1 siz/(x7 + v + stz?) B
N N R
— (k; + m)) (arctg SiZ i + arctg 2RV (xj + i +siz )>] +
J\/(x + 1k + 57 ‘.2) 5;ZX;
+ 2u Z Z (- 1)’“‘ dltlg}k} =
j=1K=1 ;

=433 vyt ( jarctg————— U

27’[:111k1 VR4 52z +sz\/(‘< +y+3'22)

XiVk
— k; arctg e
X7+ siz? + sz (xF + v+ sz 2)>

(6a) o, = — _{ Yy oyt [(’w — m;)arctg il

+
i (=1 j=1k=1 5, ﬁz\/(x_% + yi + siz%)

SiZVk
- (k- + m;) (arctg
' ' x; /(x5 + yi 4 siz )

(x4 y 2 ) ,
+ arctg TkY ( + g + stz )>] — 2u Z Z (—1) **arctg }"} =
Xj

Sinj j=1k=1

© =+L% 3 v L

27 i=1 j=1 k=1

XV

X | m; arctg -
( x?+s?22+s,~z\/(xf-+yk+vz)

XV
— k; arctg Sk
L yE 4122 4 sz (33 + yE o+ siz?)]

M) o =4 23 5y by

o sz—.sl; 1 /=1k=1 s; sz\/(x +yk+q222)

®) 1. = _ 4 5% Z Z Z( 1) [x; \/(x + oy + 5229,

2n s, — §;i=1j=1kK=1

2 2 2
) tw=—L. 2T ST () Ry, + /(5 4 0E + 222,

2n s, — Spi=1j=1k=1
2 2

(10) 1y = = L3 ¥ ¥ (=0 R M [z 1 02+ 2],

211111(] §;

Mnohoznac¢na funkce arctg se rozumi v hlavnim intervalu (—n/2, +7/2).

Dale provedeme jesté vypocet deformace. NejdiileZitéjsi a pro vypocet nejjednodussi
je vertikalni posunuti.
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Ze tfeti rovnice (1) dostaneme

(11) o, = = a,s(o, + 0,) + as30,.
0z
Z toho — s pfihlédnutim k fysikalnim podminkam —
(12) w =J [a13(0', + crq,) + a330'z] dz,

kde w znadi posunuti bodu ve svislém sméru proti stavu pfed zatiZenim.
Soudet normalnych napéti pro tfi kolmé sméry je invariantni, tedy

(]3) 6, +0,+ 06, =0,+0,+ 0.
Jesttedy o, + 0, = o, + 6, a pro w dostavame z rovnic (5a), (6a), (7)
2 2 2 .
14 w=--Lyyy (“1)i+j+k(als i —mi _az; s )
2m =1 j=1k=1 55 S §3 — §

| arctg Xy d
" siz/ (X7 + yi + siz?)

Vypoétem integralu dostdvame

10. J arclg xjyl‘z ~—-dz = z arctg XY -
" sizi/ (X7 + v + 5;2%) siz/(x3 + yi + siz?)

_Xkln\/(xf-+y,f+s,-zzz)+xj_ ,1\/(x +Vk+szz)+yk

25, (32 + yp + st2?) — x; si (] 4+ yE+siz?) =y,

Pt dosazeni do (14) muizZeme vyraz jesté zjednodusit, nebot

2

Z Z ( )JH(&[I]\/(XJ%—FM% + 5322)4‘3(1

=1 k=1 2s; J(x3F+ yi 4 st - x;
2 2
= ¥ X (0 [+ V0 4 2+ 8]
j=1k=1 S;

a podobné
’ i i ( 1)j+k£1; In V/(x? + }l% + S?ZZ) + Vi —
=1 2s; (X3 + yi 4+ siz?) —
2
= ¥ X (=0 [+ G+ 2+ st
i S

i

Kone€ny tvar pro svislé posunuti w je tedy nasledujici

22 ; 1 8§,
(15 w=23 73 3 Umkﬂﬁ p%3ﬁﬁ'
2ni=1 j=1 k=1 57 S, — 8y
.{ykln [x; + V(3 + yi + s 2]+ x;In [y + JGF + i+ sizH)] —
X;Vi
— s;z arctg 4 }
siz\,/(sz-+yk+sz)



3. ZVLASTNI PRiPADY
1) Poloprostor nestlacitelny

JestliZe maji byt odvozené vysledky aplikovany pfi vypoCtu napjatosti v polo-
prostoru vrstevnatém, vypocitame vSech pét materidlovych konstant z moduld iso-
tropnich vrstev a jejich geometrickych poméra (literatura [10], [11], [12]).

Jedna-li se vSak o aplikaci pfimo na materialy makroskopicky homogenni, bude
prakticky obtiZzné stanovit na neporusenych vzorcich vSech pét konstant. Bude proto
tteba bud nékteré konstanty odhadnout, nebo pFijmout jednodus§i matematicky
model — prostfedi nestlagitelné (napf. cela prace J. WONSCHE ,, Tuhy zdklad a prusny
poloprostor je vybudovana na tomto pfedpokladu, ov§em pro prostfedi isotropni).

Podminky nestlacitelnosti budou mit v naSem pfipadé nasledujici formu

(16) g +é&,+e =0.
Dosazenim z rovnic (1) do (16) dostaneme
(17) (o, + o )Nay, + ayz + ays) + 0. (2a,3 + a33) = 0.
Aby rovnice (17) byla splnéna pro libovolné a,, o, o, musi platit
(18) dyp + Ay +agy =0,
(19) 2a45 + d33 = 0.

JestliZe stanovime moduly pruZnosti E; a E, pro svisly a vodorovny smér a smy-
kovy modul G, pro dvojici sméru svislého a vodorovného, dostavame podle rovnic

(2), (18) a (19)

1 a3 1
20 dyg = —=, dy3 = — —— = — ——,
(20 "oEs " 2 2E,
ays 1
Ayy = —, alzz_a11+_=-—j'+ﬁ9
2 2 E, 2E,
1
Aag = —
2
Pro dalsi konstanty pak dostivame
(21) a=-—1,
b=1— 2044 — 2E(E,
4ayy — asy G2(4E2 - 131)
e g Mndes o 4ES
dayyazy — ass Gz(4Ez - El)
d=+1,
n=0,
PR ERN
2a,, 2E,

Ostatni konstanty a cely dalsi vypocet je stejny jako v obecném ptipadé.
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2) Napjatost a deformace na povrchu

Na povrchu poloprostoru, tj. pro z = 0, se vzorce podstatné zjednodusi. V nékte-
rych vyrazech zaleZi na tom, je-li vyetfovany bod uvniti obdélnika zatiZeni nebo vné.

Oznadime-li vyrazy, platici uvnitf zatéZovaciho obdélnika, indexem u, a vyrazy pla-
tici vné indexem v, dostdvame limitnimi prechody tyto vysledky:

(22) (o0 = q(— MBS () _)

Sy §q 2m =1 k=1 X;
p &2 ) y
(23) (Gx)v =—q— Z Z (_]).I+k arctgf’f,
2n j=1 k=1 X;
a 2 2 _ ’
(24) (6, = q(— ks + ] + 1 S ¥ (—1)Y**arctg “),
S Sy 2mj=i1k=1 X;
2 2 ) y
(25) (@) =a=Y ¥ (—1) " arctg **,
’ 2n =1 k=1 X;
(26) (02)14 = -4,
(27) (az)u =0,

(28) (T = (1,2)s = 0,
(29) (Tod = (72x)e = 0,

(30) (ol = (ol = = L u % 5 (<1 Gad o s).

4 j=1k=1

v

Pro vertikalni posunuti na povrchu dostavame

P G . 5182
) W=l XSS G0 e m) s

i=1j=1k=1 i Sy — 8y

x {yeIn[x; + /(x7 + yD)] + x;In [y + V(7 + yD]} -

4, LIMITNI PRECHODY A POZNAMKY KE VZORCUM PRO PROSTREDI

ISOTROPNI
Pro isotropni prostredi plati
(32) !

a == = .- 5

11 3370

v

a = q = - —,

12 13 E

2(1 +v)

gq = 2((1“ — alz) s S e

46



Pro dal3i konstanty z toho dostavame

) .2
33 a=bh=— " ke, = -—1
( ) > 1
= S2— 8
2
¢ =27 v ky = -2
1L —v Sy — 8
2
d::], mlzv""s'l"_(l'“V+\52)(1——Sl)
S, — &
SZ
my=v—"2—(1 v+ i)l - s3).
Sy, — 8¢

Pro s; a s, dostivame s, = s, = 1, tim v3ak vznikaji ve vSech vzorcich neurcité
vyrazy a je proto tfeba vypoditat limity.

Provedeme limitni pfechod pro dva nejdileZit&jsi vyrazy: napéti o, — vzorec (7)
a vertikalni posunuti — vzorec (15).

Do vzorce (7) dosadime s, = 1 a odvodime formuli, ktera vznikne, bliZi-li se s,
stejné hodnoté. Pro isotropni prostfedi tak dostaneme

(G4 (o) = llm L Z 2 (- J)’+k~~*<sl arctg Xk

= -5y NGRS ETS

XV
— arctg — =
sz (X} + vi + s222)>

LYy (- et

ool 4 SR
271:,—1k 1 + v +z )
X XYz

NN R MR T N AT +2)}

Tvar (34) je kone¢ny a zda se byt pro vypodet nejvhodnéjsi. Jednoduchou tpravou
se d4 pfevést na tvar, uvedeny v Technickém privodci 3 (5. vydani), str. 519 — vzorec
(573), kde jsou sumace rozepsany a zavedeny jesté dalsi symboly.

Ponékud obtizngjsi je limitni pfechod u vertikalniho posunuti.
Vzorec (15) zapiSeme nésledujicim zptisobem

W = q z ( 1)1+k[( I\’) ;J& - 4733 . ‘_fg‘l;_> 92 .

2n j=1k=1 2 S, 83 — 5

ky —m a 5
1 1 33 2 -
I R el KOS B
51 Sy Sy — 8y

Vyznam ©,, O, je ziejmy z porovnani.




Dosadime-li vyrazy (32) a (33) a polozime s, = 1, dostaneme

ky —m,  as; 54 v+ s
a13 T LT T - I
53 S, S3 — 8 E(1 — 5))
ky — m, EK] S2 _ 1 2 2.2
dyy — ot — 22 = — v+ v* = v —
2
s3 st s, — 8, E(1 —sy) 5

Pro vertikalni posunuti v isotropnim poloprostoru pak dostavame
2 2

9q
w); = lim ——-——
()i = 1~12nE(1—s1)J§1k 1(

1
.I:—— (v +5) 0y — (— v+ v? — vl — '-—>@1:|,
1

kde symbolem @, se rozumi funkce, kterd vznikne z @, dosazenim s, = 1 nebo z O,

—1y*.

dosazenim s; = 1.
Dale pouZitim l’Hospitalova pravidla

o) = tim = L5 5 (1] 00— (< 2+ K)o -

s11
1\ o0
- —v+v2~fvzs%—-f—1-.
s,/ 0sy

Derivaci dostaneme (viz vzorec (15))

(0] 0
o {y"'“[* + O+ i+ st i [+ VG R+ si2Y)] -

0s, Sy

Il

XYk 1
— 5§,z arctg e - =
Sz /(x2< + yi+ szz)/(
2
512 s;2° XYk
= — o 4 ————— — z arctg - .
yi+siz? X+ siz? 51z (X + yi + si2%)

ProtoZe plati

i i __1 itk 5'12“ _ O
i=1k=1 y,, + sl,. ’
2 2 . 572
LEE =0
plati rovnost
2 2
)y Tk 0@1 = — 1) Itk 7 arct XiYk
== — g N
le kz'x s, 1;1 kzl siz/(x] + v + s72%)
MizZeme tedy dale psat
2 2
q & -
09 (=~ L X3 ) -2 -, -
=
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XV
— (1 + v) zarct - =
( ) & slz\/(sz. + yE + sfzz):l

S0 S 5yl ) Dy + V6 0 7)) +
n L

Jj=1lk=1

+ x;In(ye + /(xF + v+ 2Y))] + (2v = 1) zarct ———M——}
s (e + G+ v NI+ ( ) gz\/(xf+y,f+zz).

Posledni tvar souhlasi aZ na soucinitele p¥i funkci arctg se vzorcem uvedenym
v technickém priivodci 3 (5. vydani — str. 520 — vzorec (574)). Ve zmin&ném vzorci
je chyba, coZ je evidentni z porovnani rozméri jednotlivych s¢itancil. Spravné je tento
vzorec uveden ve ¢tvrtém vydani technického privodce, av§ak v jiném, zbyteéné slo-
Zitém tvaru. (D4 se pievést na nas tvar (35).)

Pri této pfileZitosti bych se rad zminil o vzorcich pro napjatost v isotropni polo-
roving pfi trojuhelnikovém zatiZeni okraje. Byvaji udavany téz ve zbytecné sloZitém
tvaru (viz napf. citovany TP3 — 5. vyd., str, 512). Soudet n&kterych vyrazi je iden-
ticky roven nule a misto vyrazil v citované knize uvedenych moZno psat

[1]
[2]
31

[4]
(51

(el
(71

[8

[9

—

[10]
[t1]

{12]

v, = — Dzl y Ig COSPL _ 9 gin? ¢, — (20 — sin 20,) tg ¢, |,
2nl cos @,
T .
v, = — =t [2sin? @, — (200 + sin 2¢,) tg ¢, ],
2nl
_ q,Z . )
Ty = — onl [20 — sin 2¢, + 2tg ¢, cos® @,].
n
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Pe3ome

HAITPSI)KEHHOE COCTOSHUE U NEQOPMALINSA
OJIHOPOJHOTO TPAHCBEPCAJIbHO-U30OTPOIIHOIO
MOJIVIIPOCTPAHCTBA C MOBEPXHOCTBIO, 3AI'PYXEHHOM
PABHOMEPHO IO TIPSMOVIOJILHUKY

BPATHUCJIAB KADKA (Vratislav Kafka)

B naweii paborTe BouiBeacHbI (GOPMYABI I8 pacyeTa KOMIOHCHT HATIPsKEHHsE
u nedopmanui [(5)—(10), (15)] B nonynpocTpaKcTBe, Il MOAYIH YIPYTOCTH B Bep-
THKAJLHOM M B TOPHU3OHTANLHOM HAMpPABIEHMAX OTJIMMAlOTCA APYr OT ApYyra.
BLIGPaHHbIil THI HArpy3KH SBJISETCS C TIPAKTHYECKONM TOUKM 3PEHUs CAMBIM BAXHBIM
— M3 HEro MOKHO COCTABJSTH BECbMa paziiuuHbie (POpPMBI Harpysku. UnTepecHo,
4TO BONPECKU JOBOILHO CJIOXHBIM BI)]D&)KCHM}]M B U3JIOKEHUH (B Haweil pa6OTC BCC
TONLKO CKATO 0BO3HAYEHO) OKOHYATEIbHbIE (OPMYJTB ABISIOTCSI COBCEM MPOCTHI-
MU, [ KOMAOHEHTBI ¢, MPOUIC, YeM B Cy4de W30TPOMHOIO MOJYIPOCTPaHCTRA
[cpaenu (7) u (34)].

TMokasanbl NpefeiibHBIE NEPEXO/bI, B PE3YNLTATE KOTOPBIX MMONYYAIOTCS W3BECT-
Hble OPMYJIBI AN U3OTPOTIHOH CPCabl.

Zusammenfassung

DER SPANNUNGSZUSTAND UND DIE VERFORMUNG IM HOMOGENEN
TRANSVERSAL-ISOTROPEN HALBRAUM BEI EINER GLEICHMASSIG
VERTEILTEN RECHTECKIGEN BELASTUNG DER OBERFLACHE

VRATISLAV KAFKA

Es werden Formeln ((5)—(10), (15)) fiir die Berechnung des Spannungszustandes
und der Verformung eines Halbraumes abgeleitet, dessen Elastizitdtsmodul in der
senkrechten und in der waagrechten Richtung verschieden ist. Der gewihlte Typ der
Belastung ist, vom praktischen Standpunkt gesehen, fiir den wichtigsten gehalten —
durch die Zusammensetzung kann man die Belastungsarten der verschiedensten
Formen berechnen. Es ist interessant, das trotz den ziemlich verwickelten Ausdriicken
bei der Ableitung (in unserem Artikel wegen der Kiirze nur angedeutet) die End-
formeln ganz einfach, fiir die Spannungskomponente o, noch einfacher, als im iso-
tropen Halbraum (vergl. (7) und (34)) resultieren.

Es werden die Grenzvorgidnge gezeigt, mittels deren man die bekannten Formeln fur
das 1sotrope Medium erhilt.

Adresa autora: Ing. Vratislav Kafka C. Sc., Ustav teoretické a aplikované mechaniky CSAV,
Praha 2, Vysehradska 49.
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