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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

METODY MONTE CARLO

VAcLAv DuPAC

(Doslo dne 16. ledna 1961.)

Clanek je tivodem do teorie a aplikaci metod Monte Carlo. V odstavcich
1—4 je vysvétlen prakticky vyznam metod Monte Carlo na pfikladech z ope-
raéniho vyzkumu, fyziky, matematické statistiky a numerické matematiky.
V odstavcei 5 jsou formuloviny obecné principy metod Monte Carlo a je vylo-
Zena technika korelovaného vybéru a vybéru podle duleZitosti. V odstavci 6
je popsana konstrukce ndhodnych vybérd z predepsaného rozloZeni metodou
pfimou a metodou von Neumannovou. V odstavci 7 je vyloZena kongruenéni
metoda vytvateni pseudondhodnych &isel a jsou uvedeny nékteré viastnosti
téchto Cisel. ’

Drfive neZ piistoupime k formulaci obecnych principli metod Monte Carlo, vyjme-
nujeme si hlavni oblasti, v nichZ se metody Monte Carlo aplikuji; z kaZdé této oblasti
si podrobnéji probereme jeden nebo dva priklady.

1. OPERACNI VYZKUM

H. G. Jongs a A. M. LEE [1] se zabyvaji ztratovymi &asy v ocelarnach.
Uvadgji pro urcity typ siemens-martinskych peci konkrétni udaje: vsazka peci
obsahuje asi 80 t Srotu; sloZeni §rotu kolisa ve vaze 1 tvaru jednotlivych kust a zpi-
sobuje kolisani vsazeci doby ¢ kolem stfedni hodnoty 4»41'- hod.; doba jednoho cyklu n,
ktery zahrnuje vsazeni, tavbu, zuslech{ovani, liti a dpravu pecni ptdy, je rovnéz
variabilni, zejména nasledkem chemické nestejnorodosti rotu, a kolisi kolem
stfedn{ hodnoty 10; hod. SdruZené rozloZeni ndhodnych velicin & a 5 lze povazovat
za dvojrozmérné normalni rozloZeni o znamych parametrech.

Modelujme provoz ocelarny o Sesti siemens-martinskych pecich tak, Ze provoz
kazdé peci znizornime posloupnosti dvojic vyb&rovych hodnot (x;, y;), kterych
nabyvaji ndhodné veli¢iny (&, n) — obr. 1.

Otazku, jak konstruovat vybérové hodnoty ndhodnych veli¢in s pfedepsanym roz-
loZenim, odkladame v tomto pfikladé i v nasledujicich ptikladech do odstavce 6.

Model provozu, zndzornény na obr. 1, obsahuje nerealny predpoklad, Ze kazda
pec ma k dispozict vlastni pomocnou soupravu, zejména vlastni vsazeci stroj. Necht



viak ocelarna o Sesti SM-pecich ma k dispozici jen tfi vsazeci stroje. Pak miize dojit
k situaci, kdy se piekryvaji vsazeci doby &tyf nebo vice peci; tehdy nastane zdrZeni
provozu. Autofi aproximuji zavislost zdrZeni na dob¢ piekryti takto: zdrZeni je
u viech peci, u kterych nastalo, rovno ;— hodinég, prekryvaji-li se vsazeci doby o vice
nez lé hod.; jinak je Ize zanedbat. Nyni je moZno na modelu studovat napf. jakého
zvy8eni produkce se dosdhne zatazenim dal§iho vsazeciho stroje; autoii se vSak
podrobné zabyvaji jinou otazkou: zda Ize redukovat ztrdtové Casy n&jakym zplisobem,
ktery nevyzaduje investic, ani zvygenych nakladid. Vyrobni zku§enosti i modelovant
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Obr. 1.

totiZ ukazuji, Ze ptekryvan{ operaci, jednou nastalé, ma tendenci opakovat se jesté
nékolik dni; jen pozvolna se provoz peci ,,oddéluje’. Oddéleny provoz trva opét
n&kolik dni, dokud se operace nezalnou znovu prekryvat. Autofi doporucuji zkratit
,,obdobi pfekryvani‘‘ tim, Ze u jedné z peci, u kterych se operace pfekryvaji, se doba
cyklu zkrati asi o 1 hod. (napf. vyrobou oceli jednodussi specifikace) a u jiné z t&chto
peci se doba cyklu prodlouZi-o 1 hod. (napf. pouZitim mén& kvalitniho §rotu). Na
modelu pak autofi studuji, jak se tyto zasahy do vyroby projevi v prib&hu dlouhého
obdobi; zjisluji zejména, Ze popsany zasah bude tfeba provést primérné jednou za
2; dne a Ze se tak dosahne zvySeni produkce v priméru o 2,3% (posledni hodnota
je pongkud podcenéna, nebot autofi vychazeji z pesimistického predpokladu, Ze
z Sesti peci bude stale jedna v opravé; modeluji tedy vlastné provoz péti peci, zato
vak bezporuchovy).

Jako daldi priklad uvedme tulohu, kterou studuje W. N. JEssop [2]: Podnik
hodla vybudovat provoz skladajici se ze dvou peci, kazda o t¥ech piedehfivacich;
obé peci vytapéji jedinou vypalovaci pec. Pec je vyfazena z provozu, je-li vyfazen
kterykoliv jeji predehfivak; v tom pripadé se provadi oprava celé peci, tj. viech
tfi predehfivakd. Doba opravy peci je konstantni — 20 dnfi; béhem této doby staci
druha pec udrZet vypalovaci pec v provozu; selZe-li i druha pec béhem této doby,
je cely objekt vyfazen z provozu. Je znamo empirické rozloZeni doby Zivota pfede-
hiivaku, tj. jeho nepfetrzitého provozu. Autor hleda odpovéd na otizku, jaka je
pravdépodobnost jednoho nebo vice vyfazeni celého objektu b&hem Sestimésiniho
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provozu. Uloha se fe$i modelovanim: vytvafeji se vybérové hodnoty doby Zivota
predehiivakd a ty se sdruZuji v trojice; nejmensi hodnoty z kazdé trojice predstavuji
vybérové hodnoty Zivota peci (napk. x;, X,, ... pro prvni pec, yi, y,, ... pro druhou
pec). Provoz obou peci za delsi Sasové obdobi se znazorni na Zasové ose (obr. 2):
Prekryti intervallt opravy je na obr. 2 znazornéno hvézdi¢kou na asové ose a znadi
vyfazeni celého objektu z provozu. Z dostateéné dlouhého modelu se pak ziska
empirické rozloZeni dob mezi dvéma po sobé nasledujicimi vyfazenimi cel¢ho pro-
vozu. Autor citovaného &lanku modeloval tak dlouho, aZz dostal 400 vybérovych
hodnot tohoto rozloZeni; zjistil, Ze se dobfe shoduje s exponencidlnim rozloZenim

X 20 X |20 X 20
e S S A
1 ' r T !

. 20
o2 o 20 b4 R
2 M ¢ + | + L
| |
0 | | t
| i
Obr. 2.

o stfedni hodnoté p = 570 dni. Odtud pak vyplyva, Ze podet vyfazeni béhem doby T

lze povaZovat za ndhodnou veli¢inu s Poissonovym rozloZenim o parametru T/u.

Pro T = 180 dni jest Py = 0,729, P, = 0,230, ). P, = 0,041, kde P; znadi pravdé-
i=2

podobnost, 7e béhem 180 dni dojde pravé k i vyfazenim celého provozu.

Obecné lze Fici, Ze v oblasti operaéniho vyzkumu se metody Monte Carlo aplikuji
hlavné na problémiy hromadné obsluhy (front), skladu a dopravy (R. A. LEVINE,
R. B. RaiNey [3], A. KorGANOFF [4], J. P. Boss [4a]). Do této oblasti patii také
aplikace metod Monte Carlo na problémy vojenské. (Napf. modelovani akce svazu
bombardovacich letadel nebo modelovani trajektorii Fizenych stfel s ohledem na
nahodné vlivy, zejména na ndhodné fluktuace fidiciho paprsku.)

2. FYZIKALNI ULOHY

Razni autofi se zabyvali studiem neprotinajici se ndhodné prochazky.
- Neprotinajici se ndhodnou prochazku kona bod pohybujici se po m¥iZovych (celo-
giselnych) bodech v rovin& ve sméru soufadnych os a to tak, Ze na ka’dém kroku
s¢ nahodné rozhoduje mezi témi ze &tyf sousednich miiZovych bod, jimiz dosud
neprosel. Jestlize napf. na obr. 3 pohybujici se bod byl po (i — 1)-nim kroku v poloze
P a po i-tém kroku v poloze O, pak v (i + 1)-nim kroku pfejde se stejnou pravdépo-
dobnosti 1 do jednoho z m¥iZovych bodi Q, R, S, za pfedpokladu, 7e dosud v Zadném
z nich nebyl. Nahodna prochazka konéi, dostane-li se pohybujici se bod do takového
mfiZzového bodu, jehoZ viemi ¢tyfmi sousedy jiZ proSel. (Viz napf. obr. 4.)



Neprotinajici se nahodné prochazky se studuji jakoZto. teoreticky model fetézcl
vyssich polymerti. Podminka neprotinani odpovida fyzikalnimu nazoru, 7e 7adné
dvé molekuly polymerniho fetézce nemohou zaujimat touZ? polohu. Pomoci modelu
nahodného fetézce lze odvodit nékteré fyzikalni viastnosti vy§Sich polymeri, jako
je jejich pruZnost, vazkost, rozpustnost, sedimentace aj. V téchto vlastnostech
vystupuje velidéina E(r?), tj. stfedni hodnota &tverce vzdilenosti koncovych boda
nahodného fetézee skladajiciho se z n &lankf. Funkéni zivislost veli¢iny E(r2) na n
neni pfesné znama a byla proto pocitana metodou Monte Carlo, tj. odhadovana
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z velkého podtu nahodnych prochazek, modelovanych pomoci nahodnych &isel
(R. S. LEHMAN, G. H. Weziss [5], J. HAMMERSLEY, K. MorTON [6], M. ROSENBLUTH,
A. ROseNBLUTH [7]).

Jednim z typickych problémd, jeZ lze feSit metodami Monte Carlo je problém
transmise neutron — H. Kanun [8]. Necht na desku, jeZ ma koneny rozmér a
ve sméru osy x a je nekoneéna ve sméru osy y a z, dopada zleva svazek neutronti
o znamém rozloZeni uhld a energii. Ma se uréit podil transmitovanych neutrond,
resp. jejich rozloZeni thli a energii, Uloha se fe$i modelovanim historii jednotli-
vych neutronii:

1. Zvoli se ndhodné neutron z pocateCniho rozloZeni Ghld a energii; jeho energie
budiz o, Uhel, ktery jeho draha svira s norméalou (tj. s osou x), budiz A,.

2. Zvoli se soufadnice x, prvni interakce z exponencialniho rozloZeni

JHENES

h(xl) = ',Ll_((x(i e— cos Ag s
cos A,
kde p(oo) je celkovy Giginny pritfez (1/p(x,) je celkova stiedni volna dréha).
3. Zvolise typ jadra, s nimZ dochazi k prvni interakci. Pravdépodobnosti jednotlivych
typt jsou dany sloZenim desky a G€innymi prifezy jader.
4. Zvoli se typ prvni interakce; je-li jim absorpce, pak historie kon¢i; je-li jim roz-
ptyl (srdzka), zvoli se nova hodnota energie neutronu z p¥isluiného rozloZeni.



5. Jde-li o pruZnou sraZku, pak se ze zmény energie neutronu pfimo vypolte novy
uhel jeho drahy. Jde-li o nepruZznou srazku, zvoli se nejprve odchylka @, z rozlo-
Zeni Ghlovych odchylek pFi nepruznych srazkach a azimutalni odchylka ¢,
z rovnomé&rného rozloZeni v intervalu <0, 21> a novy smérovy kosinus (vzhledem
k ose x) drahy neutronu se vypocte ze vzorce

cos A, = cos 4y cos @, + sin 2, sin @ cos ¢,

(viz obr. 5).

Nyni se kroky 2—35 opakuji s novymi hodnotami o, 4.
Modelovani pokraduje do té doby, pokud nedojde k ab-
sorpci, odrazu, transmisi nebo k poklesu energie neutronu
na zanedbatelnou Uroven. Z velkého poctu modelovanych Obr. 5.
historii Ize pak zodpovédét danou otazku.

Popsany postup modelovan{ se Casto modifikuje tim, Ze se vyluuje moZnost
absorpce a namisto toho se kazdému neutronu na podatku historie pEidéli statisticka
vaha 1, kterd se pfi kaZdé interakei nasobi pravd&podobnosti ,,pEeZiti* (tj. doplitkem
pravd&podobnosti absorpce). Pravdépodobnost preZiti i-téinterakce je rovna o(a; )/
[u(et;— ), kde o znali GCinny priifez rozptylu a p celkovy Géinny priifez.

Zdtraznéme jesté, Ze nestejnorodost sloZeni desky ani jeji geometrie neovliviiuji
podstatné sloZitost feSeni metodou Monte Carlo.

Podobnou tématikou se zabyvali M. J. BERGER [9] a L. A. BEAcH, R. B. THEuUs [10],
ktefi pouZili metod Monte Carlo na problém difuse zadfeni gama, a N. M. Dis-
MUKE [11], ktera studovala metodou Monte Carlo uéinky zAf¥eni sloZeného
z neutront na lidskou tkarn.

PopiSme si koneén& pouZiti metod Monte Carlo v problémech statistické
detekce (volné podle G. P. DINNeEN, 1. S. REeD [12], J. V. HARRINGTON [13]).

Piehledovy radiolokator vysild nosnou vinu modulovanou kratkodobym pulsem
(o trvani napi. 1 ps), periodicky opakovanym (napf. s opakovaci periodou 1 ms).
Be¢hem kaZdé opakovaci periody je v ¢innosti pFijimaé, zachycujici pulsy odraZené
od cile; zmé&fenim doby mezi vyslanim pulsu a pfijmem odraZeného pulsu je uréena
dalka cile. Anténni systém lokatoru soustieduje vyzafovanou energii v uzky svazek
(napf. o 3fce 3°), jehoZ smér se plynule méni otadenim antény; tim je umoznéno
piiblizné stanoveni azimutu cile. (Rychlost otaleni je napf. 10 otafek za min.)
. Dosah lokatoru je omezeny, nebof intensita odraZeného signalu klesd s rostouci
dalkou cile; b&Znymi prostiedky lze odlisit odraZeny signal na Sumovém pozadi
jen tehdy, prevySuje-li drovefi odrazeného signalu nékolikanisobné stfedni Groveii
Sumu.

Jednou z metod, jak zvysit dosah lokatoru, je metoda statistické detekce; popiSeme
si jednu jeji variantu. Rozdélme kazdou opakovaci periodu na diléi intervaly o déice
rovné trvani jednoho pulsu (1 us); kazdy interval tedy odpovida ur&itému rozmezi
dalky cile. Stanovme uréitou kritickou droven signalu a prifadme kazdému intervalu
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pocitaci obvod, ktery zaznamena jednicku, byla-li v tomto intervalu kritickd aroven
prekroena, a nulu, nebyla-li pfekrodena. Ve viech pocitacich obvodech se séitaji
jednicky za m po sob€ nasledujicich period; po jejich uplynuti se pocitace opét
nastavi na nulu; za m se voli po&et opakovacich period odpovidajici $ifce vyzatova-
ného svazku, tj. m period znad&i dobu, po kterou lokator ,,vidi** cil, (V nasem nume-
rickém piikladé vychazi m = 50.) Dale zvolme &islo k (1 £ k < m); je-li v n&kterém
pocitadi ¢isla k dosazeno, hlasi samoginné zafizeni detekci cile (na pisluiné dalce).
Zname-li statistické vlastnosti §umu, lze pro danou kritickou troven urgit pravdé-
podobnost po jejiho prekrofeni za hypotézy, 7e je pFijiman pouze Sum, i pravdé-
podobnost p; jejiho piekrodeni za hypotézy, 7e je pfijimana smé&s Sumu a signalu;

I
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Obr. 6.

p; je funkel tirovné ,,uziteéného* signalu. Podet jednifek zaznamenanych na uréité
dalce b&hem m opakovacich period je pak ndhodnou veli¢inou s binomickym roz-
loZenim o parametru p, resp. p,; volba &isla k je urlena volbou pravdépodobnosti
,.fale§ného poplachu® o, tj. ve statistické terminologii: pravdépodobnosti chyby
prvniho druhu. Rozhodovani o pfitomnosti cile se provadi soudasné na vsech dal-
kach; za jistych pfedpokladlt o Sumu a pfi vhodné volbé propustného pasma pii-
jimade jsou vSechny testy nezavislé, Pravdépodobnost « se obycejné uréi poZzadavkem,
aby doslo pramérné k jednomu ,fale§nému poplachu* za dobu T. (C‘J’slo o v téchto
tlohach byvA mnohem mensi neZ je ve statistické praxi bézné; volime-li T = 1 hod.
a sledujeme-i soucasné 700 dalek, vychazi v nafem piikladé o = 2.107%))
Pravdépodobnost detekce f3, tj. pravdépodobnost, Ze cil bude skuteén& objeven
(ve statistické terminologii: sila testu) se snadno urdi z tabulek binomického rozlo-
Zeni, ovSem za predpokladu, ktery jsme dosud ¢inili, Ze m period, b&hem nichZ loka-
tor ,,vidi* cil, splyva s nékterou skupinou m period, béhem nich? se provadi séitani.
Tento predpoklad je v3ak nerealny; proto se provadi s¢itani jedniek v m-Elennych
skupinach s pfekryvanim; napf. se s¢itd v periodach 1 az m, pak v periodach m/2
az 3m/2, pak m + 1 aZ 2m atd. Ani nyni nemusi splyvat oblast cile se Zaddnou sku-
pinou séitani. Jejich vzajemné posunuti povaZujme za nidhodnou veli¢inu, nabyva-
jicich hodnot 0, 1, ..., m/2 se stejnymi pravdépodobnostmi, a poditejme pravdé-
podobnost detekce f5. Detekei budeme rozumét piiklad, kdy aspoii v jedné ze skupin
s¢itani, do nichZ zasahuje oblast cile, je dosaZeno ¢isla k. Oblast cile miiZze zasahovat
nejvy§ do &tyF piekryvajicich se skupin s&itani (obr. 6): Pfi vypoétu metodou Monte

6



Carlo potiebujeme k jednomu modelu skuteéné situace ve skupinich I az IV 3m/2
vybérovych hodnot nadhodné veli¢iny, nabyvajici hodnot 1 a 0 s pravdépodobnostmi
Do resp. 1 — py a m vybérovych hodnot nahodné veli¢iny nabyvajici hodnot 1 a 0
s pravdépodobnostmi p, resp. 1 — p; (a kone¢né jedno nahodné &islo mezi 0 a¥
m/2, které uréi posunuti zadatku cile vici skuping 11). Dosahne-li aspofi v jedné ze
skupin I, II, I1I, IV podet jednitek &isla k, dojde k detekci cile. Téchto modeld
realizujme N; dojde-li v M z nich k detekci cile, pak podil M/N je odhadem pravdé-
podobnosti #; smérodatnd odchylka tohoto odhadu je \/vﬁ(i_ﬁ--’ﬁ [i)/—ﬁ.

Dinneen a Reed fe$i v citovaném ¢&lanku metodou Monte Carlo ponékud sloZi-
t¢j$i varianty statistické detekce, zalozené na vyskytu iteraci nul a jednidek.

3. MATEMATICKA STATISTIKA

Do této skupiny aplikaci naleZi vlastng také posledné uvedeny pfiklad, ktery,
nehledé na fyzikalni formulaci, je jen pfikladem statistického ové&fovani hypotéz.

Uvedme jesté (v pon&kud obecngjsi formulaci) problém vylu&ovani hrubych
chyb méfeni. Mé&me n pozorovani ndhodné veli¢iny, kterda ma normalni rozloZeni
o neznamych parametrech p, o. Nechf jedna z pozorovanych hodnot je o tolik
vy$8i neZ ostatni, Ze budi podezieni, Ze nepochéazi z téhoZ souboru jako ostatni,
nybrz ze souboru, jeho? stfedni hodnota p’ je vii¢i u posunuta (i’ = u + Ao, mefi-
me-li posunuti v nasobcich smérodatné odchylky o). Je tfeba rozhodnout, zda ,,po-
dezielou** hodnotu mame ze skupiny pozorovani vyloudit, ¢i zda ji mame ponechat.
Pro toto rozhodovani byla navriena fada kritérii; jednim z nich je napf. kritérium
Fio = (%, — x,-1)/(x, = x,), kde x, zna&i nejvetsi, x,_, druhou nejvétsia x,; nejmensi
hodnotu pozorovani; je-li r,o, v8tsi neZ jisté &islo k, pak pozorovani x, vyloucime,
je-li ryo < k, ponechame. Cislo k je uréeno pozadavkem, aby pravdépodobnost
nespravného vyloudeni pozorovani x, byla rovna « (napf. « = 0,05); vypocet &isla k
Ize provést analyticky. Pro posouzeni u¢innosti kritéria je pak nutno nalézt pravdé-
podobnost spravného vyloudeni f (pFesngji: pravdgpodobnost, Ze kritérium vylougi
hodnotu, ktera néleZi do souboru N(u + is, ¢); tato pravddpodobnost je funkci
posunuti 4). Vypocet metodou Monte Carlo pron = San =15, prod = 1,2,3, ...,
8 a pro riizna kritéria provedl W. J. DIxoN [14]. Pogetni postup je zfejmy: vytvofime
uméle n pozorovani nadhodné veli¢iny s normalnim rozloZenim; jednu z pozorova-
. nych hodnot (ndhodn& zvolenou) zvétsime o As a aplikujeme vysetfované kritérium;
je-li jim rato zvétSend hodnota vylouena, povaZujeme ,,pokus® za zdafily. Rela-
tivni poCet zdatilych pokusti z celkového poétu N pokusi je odhadem hledané pravdé-
podobnosti f. (V citované praci bylo &islo N voleno v rozmezi 66 aZ 200.)

Metodami Monte Carlo bylo dale studovano napft. rozloZeni sloZitych vybé-
rovych charakteristik (ARNOLD, BUCHER, TROTTER, TUKEY [15]), nebo byly
srovnavany metodyodhadu strukturnich parametri v soustavé linearnich
stochastickych rovnic (H. M. WAGNER [15a]) apod.



4, NUMERICKA MATEMATIKA

Re¥me rovnici

2 ~2

(1) é_l; AU
dx ay*
uvnitf étverce 4 = <0, 1> x <0, 1), jsou-li pfedepsany hodnoty funkce u na obvodé
tohoto &tverce (Dirichletova Gloha). Ve &tverci 4 sestrojime &tvercovou sif
o strané h; rovnici (1) aproximativng nahradme (znamym zplsobem) diferenéni
rovnici
u(P) = i[u(Pl) + ..+ u(P4)] s

kde P znaci mfiZovy bod uvnitf ¢tverce A4 a Py, ..., P, znadi mfiZové body sousedni
k P, s okrajovou podminkou

u(R) = f(R)
pro miiZové body R na obvodé &tverce A; f je dana funkce.

Definujme nyni nahodnou prochazku a s ni spojenou nahodnou veli¢inu timto
pfedpisem: ndhodnd prochazka zac¢ina v pevné zvoleném bodé P; jsme-li v nékterém
kroku v nékterém vnitinim bod€ Q, pak v nasledujicim kroku prejdeme se stejnou
pravdépodobnosti 4 do nékterého ze &tyf sousednich bodd @, ..., Q4 prochazka
kondi, dosdhneme-li nékterého okrajového bodu R; ndhodna veli¢ina pak nabude
hodnoty f(R). Modelujme nyni N nahodnych prochdzek vychazejicich z bodu P;
vybérovy primér uvaZované nahodné veli¢iny je pak odhadem hodnoty funkce u
v bodé¢ P. '

Dtkaz: Oznaéme wiy’ pravdépodobnost, Y¢ nahodnid prochazka vychazejici
z bodu P bude po n krocich v bodé R; zfejmé plati vztah

n+1) __ 1 (n) (n) .
we ) o= g wi e o+ wi ]

prejdéme k limit& pro n — oo; (existence lim wi'y = wp p je zaruena jistou obecnou

n—+owo

vétou z teorie Markovovych Fetézcl); dostavame:

1
Wp p = A[WP“R + ...+ WP4.R:|'

Nasobme ob¢ strany vyrazem f(R) a se¢téme p¥es viechna okrajova R:

0] ;f(R) Wpg = %,[;f(R) wpor F oot 2f(R) we, k] -

R R R
Ozna¢me stiedni hodnotu uvazované nahodné veli¢iny jako U(P); pak lze (2) psati:
(3) U(P) = L [U(Py) + ... + U(PL)] .

Kone¢né uvaime, 7¢ nahodna prochazka vychazejici z okrajového bodu R v tomto
bodé setrva: je tedy uvaZovana nahodna veli€ina i jeji stfedni hodnota rovna f(R), tj.
(4) U(R) = f(R).

Z (3) a (4) plyne, 7Ze stfedni hodnota U je feSenim dané dlohy. Srv. FRIEDRICHS,
CouraNnT, Livy [16].
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Modifikaci popsané nahodné prochazky lze feSit i sloZitéj§i okrajové tulohy;
W. F. BAUER [17] udal napf. metodou Monte Carlo feSent rovnice
d? o?
T u(x, y) + P u(x, y) + g(x, \) . u(x, y) = f(r y)
0x dy

uvnitf néjaké oblasti S, s okrajovou podminkou

9 u(x,y) = p.u(x,y)

on
(zde ¢/0n znadi derivaci ve sméru vnit¥ni normaly ke hranici oblasti; g, f jsou dané
funkce (g < 0), p je kladna konstanta.)

Mectodami Monte Carlo Ize dale Fesit tlohy inverse matic — G. E. FORSYTHE,
R. A. LemBLER [I8] — numerického FeSeni integréalnich rovnic — J. H.
CurTiss [19], B. C. Biragumupos [20] — vypoltu vicerozm&rnych integrall
— K. D. TocHEr [21], V. DupA¢ [22] — a nékteré jiné tlohy.

Je tieba Fici, Ze vSechny tyto tlohy jsou feSitelné 1 béZnymi numerickymi metodami.
Ackoliv metody Monte Carlo maji nékteré vyhody — umoZiiuji napf. vypoditat
jediny prvek inversni matice bez vypoctu ostatnich prvki, nebo feSeni okrajové
ulohy v jednom nebo nékolika bodech — =zilstane asi jejich praktické pouZiti
v numerické matematice omezeno na ojedinélé piipady.

5. OBECNE O METODACH MONTE CARLO

Zvlastnosti spole€nou vem probranym piikladtim je to, Ze urcity problém, v némz
vystupuji ndhodné veli€iny, se nefesi (a ¢asto ani neformuluje) matematicky, nybrz
fesi se vytvafenim umélych nahodnych vybérd a pocetnimi operacemi, vétsinou velmi
jednoduchymi, s t&mito vybérovymi hodnotami. Tento postup FeSeni se nazyva
metodou Monte Carlo (nebo také metodou matematického experimentu). Probrané
priklady metod Monte Carlo 1ze popsat timto schématem:

Re¥enim daného problému je stfedni hodnota velitiny =, ktera miize byt i vice-
rozmérna a kterd je znamou funkei nendhodnych velidin (parametri) i nahodnych
veli€in:

Z=f(a,byc,..56En 8.0,

Hodnoty parametrit a, b, ¢, ... jsou znamy, rovnéZ je znamo sdruZené rozloZeni
nahodnych veli¢in &, #, {, ... Pro libovolné vybérové hodnoty x, y, z, ... ndhodnych
veliéin &, 1, , ..., lze vypocisti pfislusnou hodnotu X ndhodné veli¢iny Z; teore-
ticky vypolet stfedni hodnoty E(Z) je vSak prakticky neproveditelny. Pfiblizné
ureni E(Z) se pak provadi tak, ¥e se vytvotfi vybérové hodnoty x,, y;, z;, ..., nahod-
nych veligin & n, ¢, ... (i = 1,2,..., N), k nim se vypodtou vybirové hodnoty X,
(i=1,2..,N) a stfedii hodnota E(Z) se odhaduje aritmetickym priimérem
N

Z X;/N.

i=1



Reseni nalezend metodou Monte Carlo maji tedy povahu statistickych odhada.
Jejich p¥esnost je zpravidla fadu N ™%, tedy pomérn& mald. Nazorné to znamena, e
musime stonasobné zvysit rozsahy vybérd, chceme-li vysledky zpfesnit o jedno
desetinné misto; pro vypoclty s velkymi naroky na pfesnost se tedy metody Monte
Carlo nehodi. U né&kterych vypocti metodou Monte Carlo Ize pFedem stanovit
rozsah vybéru potfebny k dosaZeni Zadané pFesnosti vysledkil (napf. pfi vypoétu
pravdépodobnosti detekce ff nebo pii vySetfovani Gcinnosti kriteria ry,); jindy tomu
tak neni (napf. pfi modelovani provozu SM peci). Obycejné vSak 1ze b&hem vypodtu
rozhodnout, zda ziskané vysledky jsou jiZz dostateéné pfesné, ¢i zda se ma v modelo-
vani pokracovat.

Konstrukce umélych ndhodnych vybéri je podstatnou &asti kazdé aplikace metod
Monte Carlo; metody Monte Carlo tedy jisté souvisi s technikou vyberovych Setfeni
a lze pri nich uplatnit rdzné obraty, jeZ sniZuji rozptyl odhadi resp. potfebny rozsah
vybérii. Popi§me si dva z téchto obrata, jeZ jsou nejbézngjsi v metodach Monte Carlo:
korelovany vybér a vybér podle dileZitosti — H. Kann, A. W. MARsHALL [23].

Korelovany vybér. Srovnavame-li efektivnost dvou (napf. vyrobnich) postupi,
odhadujeme vlastné stiedni hodnotu rozdilu dvou nahodnych veligin = = = —
— @) vy piiklad€ o ztratovych asech v ocelarné jsme srovnavali provoz bez umg-
lych zasahii a provoz s umélym zkracovanim obdobi prekryvani; £ znamenalo
produkci za urgité obdobi pfi prvnim postupu, Z® — produkci za totéZ obdobi pii
druhém postupu. JeZto

*(Z) = (EY) + o (ED) — 29(2D, 5 (2 ) o(5) ,

je zfejmé, Ze rozptyl 6?(Z) je podstatné mendi je-li mezi ) a 5» vysoka kladna
v vr " —_ —_ . , Rt —(2
korelace ne? v piipadé, kdy 1 a £ jsou nekorelované, Jsou-li 5 a £ funk-
]
cemi tychZ nahodnych veliin

g E(l) ::f(‘J((l(])! bll)! C(‘)",“'; é’ 117 C’ "') bl

2(2) _ f2( (2 B2 A(2) g
E® = fB(a2 pD 2 E o, L)

a jestlize se funkce [ a @ prili§ nelidi (4. jsou-li srovnavané postupy podobné,
jako je tomu v nadem piikladg), Ize kladné korelace mezi ") a £*) dosahnout paro-
vanim modeld, to znamena, Ze na zakladé tych? vybérovych hodnot x;, y;, z;, ...,
vypo&teme jak vybérovou hodnotu X'V, tak X{*. V nagem piiklad€ nejprve zna-
zornime provoz viech peci posloupnostmi vyb&rovych hodnot vsizecich dob a dob
cyklG, pfi éemZ neuvaZujeme zdrZeni, a pak do téhoZ modelu zavedeme piisluSnymi
upravami zdrZeni odpovidajici prvému resp. druhému postupu.

Korelovaného vybéru pouZil také Dixon ve vySe citovaném piikladé vySetfovani
kritérii pro vyluéovani hrubych chyb méfeni; aby srovnal ucinnost riznych kritérif,
aplikoval (pro dané n a 4) vZdy vSechna srovnavana kritéria na tutéZ skupinu pozo-
rovarnit.
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Vybér podle dileZitosti. Stfedni hodnotu E(Z), jeZ je feSenim dané ulohy,
Ize psati (omezime-li se na spojity piklad)

E(Z) = ff(a, bye,..ix,y,z,..)e(x, y,z,..)dxdydz...,

kde ¢(x, y, z, ...) je hustota pra‘vdépodobnosti nahodnych veli¢in &, 0, {, ... v problé-
mu vystupujicich; v zjednoduSeném zapisu

E(Z) = ff(U) e(U)dU .

Necht (U) je libovolna hustota takové, Ze y(U) # 0 pro vsechna U, pro ktera
F(U) o(U) # 0; potom je také

E(2) ff(?(q’) t,b(U)dU:fg(U) W(U)dU .

Misto odhadu Zf(U,-)/N, kde Uy, U,, ..., Uy je ndhodny vybér z o(U), Ize tedy

i=1
N
pouzit odhadu Zg(U;)/N, kde U}, U, ..., Uy je nahodny vybér z y(U). Oba
odhady maji tutez sucdm hodnotu E(Z), obecng viak rizné rozptyly. Rozptyl od-
hadu Z g(U%)/N jest roven

i=1
v Jrouow - eer
je-li f(U) nezaporna funkce, pak volbou

V) o(U)
f( ) o(U) dU

lze ziejmé tento rozptyl anulovat. Této volby lze ovéem pouZit jen tehdy, zname-li
uz fedent celé dlohy — [f(U)@(U) dU; nicméné prakticky vyznam popsaného obratu
je zna¢ny: vhodnou volbou ,,pracovni* hustoty ¥(U) miZeme pronikavé snizit
rozptyl odhadu a tedy i potiebny rozsah vybéru, totiZ tehdy, je-li zvolena y(U)
blizk4 optimalnimu vyrazu. Popsany obrat se uvadi pod nazvem vybér podle dile-

W(U) =

_ Zitosti; snaZime se totiZ konstruovat umély nahodny vybér tak, aby pravd&podobnost,
Ze bude vybrana hodnota U (Iépe: mezi U a U + dU), byla umérna f(U) ¢(U); tuto
funkei lze v8ak povaZovat za jakousi miru daleZitosti bodu U, nebot f(U) ¢(U) je
mirou pfispévku bodu U k hledané hodnoté E(Z) = [f(U) ¢(U) dU.

Napft. v tiloze o transmisi neutronti znamena @{U) sdruZené rozloZeni viech na-
hodnych veli¢in vystupujicich v historii neutronu, tj. pocatecni energic neutronu
a uhel dopadu, soutradnice bodu prvni interakce, typ prvni interakce, energic neutronu
po prvni sraZce, uhlova odchylka, azimutalni odchylka, Ghel drahy neutronu po
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prvni srazce, soufadnice bodu druhé interakce atd. Zajima-li nas otazka, jaky podil
P dopadajicich neutronii projde deskou, pak funkce f(U) ve vyrazu P = [fo dU
nabyva jen hodnot 1 nebo 0, podle toho, zda neutron projde ¢i neprojde deskou.
Budeme se tedy snaZit zvy§it pravdépodobnost ,,ddleZitych* historil U, tj. t&ch, pro
néz f(U) = 1. K tomuto cili vedou ziejmé& takové transformace ¢(U) na y(U), které
zvySuji a) pravdépodobnost srazek, jejichz vysledkem jsou malé hodnoty 4 (2 je Ghel
drahy neutronu s kladnym smérem osy x); b) pravdépodobnost srazek, jejichZ vy-
sledkem jsou malé ztraty energie; ¢) pravdépodobnost dlouhych volnych drah v klad-
ném sméru osy x; d) pravd&podobnost pfeZiti. Pfi tom je tfeba, aby odpovidajici
transformace funkce f(U) na g(U) byla pocetné snadno proveditelna. H. Kahn 8]
udava nasledujici transformaci, jeZ spliiuje poZ¥adavek c):
Podminéna rozloZeni soufadnic jednotlivych srazek, jeZ jsou dana hustotami

ok = 1) (X~ Xie 1)
o e A X T e 1)
M e oS Ay

pro X, > x_y, k= 1,2, ...
cos A,

(rcsp. se zfejmou obménou, je-li cos 4,_; < 0) nahradme hustotami

#(%——1) — ¢ cos )”k—l e“ [u(euc— 1)~ ¢ cos A J(xpe=X1c—1)

cos Ak -1

£}

cos Ay..4

kde ¢ je konstanta men3i nez minimalni hodnota u(a); soudasng& nahradme pravdgpo-
dobnosti prezZiti o(ay, .. )/ (e - y) pravdépodobnostmi a(oy _,)/[p(o—1) — ¢ cos 4, |;
zavadeji-li se tyto pravdépodobnosti do modelu jako statistické vahy, pak neva-
di, nabude-li posledni vyraz pfipadné hodnoty vét§i neZ jedna. L.ze dokazat, Ze
piisluina transformace funkce f(U) je pak e™“ f(U) (kde a je rozmér desky) a Ze
rozptyl takto sestrojeného odhadu je e“-krat mensi nez rozptyl odhadu ptivodniho,

Dalsi transformace popisuji L. A. Beach, R. B. Theus [10].

Pfesnost metod Monte Carlo se zna¢né zvysi pouZitim automatickych po-
¢itacd, které umoznuji pronikaveé zvysit rozsah vybéri. Na poditacich byly modelo-
vany napf. fyzikalni ulohy uvedené v odstavei 2. Predpokladejme na okamzik,
Ze zname zpUsob, jak v pocitadi vytvaret vybérové hodnoty z pfedepsaného rozloZenf;
touto otazkou se budeme zabyvat aZ v nasledujicim odstavci. Potom je uloha vice
¢i méné snadnou zaleZitosti programovani. R. S. Lehman a G. H. Weiss [ 5] modelo-
vali neprotinajici se nidhodnou prochazku na pocitai ORDVAC, ktery pracuje
v dvojkové soustavé a ma 1024 slov operaéni paméti po 39 bitech. PouZili 624 slov
paméti (tj. 624 x 39 bitl) k representaci miiZovych bod@ ve &tverci 156 x 156, a to
tak, Ze kazdému mfiZovému bodu bylo pfifazeno urcité dvojkové misto na uréité
adrese; 0 na tomto misté znadi, Ze pohybujici se bod prislu§nym mfiiZzovym bodem
dosud neprosel, 1 znagi, J¢ ptisluiny mitzovy bod byl jiz obsazen. Ctyti po sobé
nasledujici slova paméti popisuji vSechny mf#iZové body o dané pofadnici; pfed-
chozi &tyfi slova popisuji miizové body leZici o fadek niZe atd. Polohu pohyblivého
bodu lze tedy zaznamenat adresou 4 a slovem {A) obsahujicim na pfislu§ném
mist¢ 1 a na ostatnich mistech 0. Pohyb vpravo &i vlevo znamen4 pak (aZ na krajni
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bity) posun ,, 1 vpravo & vievo; pohyb nahoru &i dolt znamena zvétieni & zmen3eni
adresy A o &tyFi. Na kaZzdém kroku prochazky se voli nahodng (se stejnymi pravdé-
podobnostmi) smér: nahoru, napravo, dold, nalevo, a zjistuje se, zda sousedni bod
ve zvoleném sméru je pfistupny, ¢i zda byl jiZ obsazen; byl-li jiZ obsazen, pak se
postup opakuje (1j. voli se znovu jeden ze &tyf smérd atd.). Zjistovani, zda dany bod
je pfistupny, se provadi takto:

Necht napf. dany bod je representovan slovem 00100000 (pro jednoduchost
nepiSeme vSech 39 bitil) a pfisluiné slovo v paméti, které obsahuje informaci o tomto
bodg, necht je 00010011; nyni se tato dvé slova logicky nasobi (tj. nasobi se stejnolehlé
bity) a vysledek se srovna s nulou; vysledek totiz zicjmé obsahuje budto samé nuly,
je-li dany bod pfistupny, nebo pravé jednu jednotku, byl-li bod jiZ obsazen.

N. M. Dismuke [11] feSila metodou Monte Carlo otazku o Gginku zafeni sloZe-
ného z neutron® na lidskou tkai; modelovani bylo provedeno na pocita¢i ORACLE;
v citované praci je uvedeno stru¢né i podrobngjsi blokové schéma vypoctu.

Dinneen, Reed | 12] uvadgji pro jednu variantu statistické detekce blokové schéma
vypoétu pravdépodobnosti detekce ff metodou Monte Carlo.

6. KONSTRUKCE UMELYCH NAHODNYCH VYBERU

Viimnéme si nyni otazky, jak vytvaiet vybérové hodnoty nihodné veliiny o prede-
psaném rozloZeni. Budeme (v tomto odstavci) pfedpokladat, Ze mame k dispozici
posloupnost vybérovych hodnot nahodné veliCiny s rovnomérnym rozloZenim
v intervalu <0, 1>; budeme jim ¥ikat ndhodné &isla. Dosavadni terminologie neni
zcela daslednd; tzv. tabulky ndhodnych &isel — napf. M. G. KENDALL, B. B. SMITH
[24], M. Kapyrov [25], RAND Corporation [26] - jsou vlastné tabulky ndhodnych
islic 0, 1, 2, ..., 9; nahodna Cisla v naem smyslu [ze z nich utvorit tak, Ze skupiny k
Cislic povaZujeme za prvnich k decimél desetinného rozvoje nahodného ¢isla (4.
pred skupinu k ¢islic napiSeme nulu a desetinnou ¢arku).

Nahodna ¢&isla Ize transformovat na vybérové hodnoty ndhodné veliiny s libo-
volné predepsanou distribu¢ni funkci. Ma-li totiZ nahodna veli¢ina £ rovnomérné
rozloZeni v intervalu <0, 1) a je-li (1) rostouci distribu¢ni funkce, potom nédhodna
veli¢ina # = @~ '(£) ma distribuéni funkei @(1). Jsou-li tedy x, x,, ..., nahodn&
disla, pak y; = @7'(x;), vy = ®7(x,), ..., lze povaZovat za vybérové hodnoty
néhodné veli¢iny s distribudni funkei (7). Je-li distribuéni funkce @(r) schodovita
se skoky v bodech 1, t,,..., ¢, pak nahodna veli¢ina #, jeZ nabude hodnoty 1,
k=1,2,..,s, jestliZe £ nabude hodnoty z intervalu <@(i,), D(i,+)), ma distribucni
funkei @(1). Jsou-li tedy x4, x,, ..., nAhodna &isla, pak pfislusna y,, y,, ..., Ize pova-
Zovat za vyb&rové hodnoty ndhodné veliginy s distribuéni funkei @(f). Té&mito
vétami je popsana tzv. pfima metoda vytvareni nahodnych vybért z predepsaného
rozloZeni pomoci nahodnych ¢isel. PouZijeme ji vzdy pfi modelovani ,,ru¢nim*
(tj. s tuzkou, papirem a tabulkami ndhodnych &isel). Je v8ak zpravidla méng vy-
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hodna pfi modelovani na potitagich. Zde ji pouZijeme jen tehdy, je-li funkce ¢ *(1)
na pocitaci snadno vycislitelna. Napf. pfi modelovani exponencionalniho rozloZeni,
jehoz hustota resp. distribuéni funkce jsou

o(t) = pe™, P(f)=1—e* prot>0,

jest inversni funkce

1
e '()= ~--lg(l —1) pro 0=1<1.
j23
Jsou-li x,, x, ... ndhodna disla, jsou jimii 1 — x4, 1 — x5, ... Lze tedy povaZovat
za vybérové hodnoty z exponencialniho rozloZeni ¢isla y, = — (1/p) 1g x;, kde x,(k =

= 1,2,...) jsou ndhodna &isla. PHima metoda zde vyZaduje jen vypodet logaritmd,
pro n&jZ je na vétsing pocitaédi vhodny podprogram. Pfimé metody pouZijeme na
pocitati také pro konstrukci nidhodnych vybérd z diskrétnich rozloZeni (neni-li
jiné, vyhodngjsi metody) s tim, Ze nalezeni oné hodnoty #, pro kterou dané nahodné
gislo x leZi v intervalu (@(t,), D(t;+,)), se provadi tvofenim postupnych soucti
Yo (p; — skok funkce v bod¢ t;) a jejich srovnavanim s Cislem x:
k+1
P, EX <) o).

j=1 i=1

M =

Pro spojita rozloZeni se asto uzjva ,,vyluovaci* metody, J. v. NEUMANN [27]:
necht hustota ¢(t) nahodné veli¢iny { je (pro jednoduchost) definovana na intervalu
0, 1> anecht M = Max ¢(t). Necht x, y jsou dv& nahodna &isla; je-li y < o(x)/M,

0=t=1
polozime z = x; je-li y > ¢@(x)/M, pak piejdeme k daldi dvojici nahodnych &isel.
Takto vytvafena Cisla z,, z,, ... predstavuji vybérové hodnoty veliiny {. Jest totiZ

P<é<fln<ﬂM@>:P<5<t;n<%@>/})(q<%@)=

t e(E)M o P(E)M t )
:f déf dn/f de:J dy = [ o(2) dt — a(1).
0 0 (4] 0 J 0

Napf. pro hustotu
(1) o(ty=(n+ 1)1", pro 0=t =<1,n — pfirozené ,

by ptimi metoda vyZadovala vypolty n-tych odmocnin nadhodnych &isel; naproti
tomu vyluovaci metoda vyZaduje pouze vypolty n-tych mocnin nahodnych &isel,
coZ je pro potital podstatng snadngj3i. V piipad€ rozloZeni (1) existuje vSak jesté
jednodussi zpasob vytvafeni ndhodnych vybér, zaloZeny na tom, Ze ¢(f) = (n + 1).
. 1" je rozloZenim maximalni hodnoty z n + 1 nezavislych ndhodnych veli¢in s rovno-
mérnym rozloZenim v intervalu <0, 1>. Jsou-li tedy Xq, ..., Xpp13 Xpg2s oovs Xang 2} oo

nahodna éisla, poloZime z;, = Max x;, z, = Max x; atd.
1=Zi5n+1 n+25i52n+2

Vyhodnou vlastnosti vylu¢ovaci metody je to, Ze ji Ize pouZit i pro vytvafeni ndhod-
nych vybérd z vicerozmérnych rozloZeni: nechf hustota ¢(1, 15, ..., t,) r-rozmérné
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nahodné veliciny { = ({y, {5, ..., {,) je definovana v intervalu <0,1> x ... x
x {0,1>anechi M = Max q)(tl. Ly oen t,.). Nechf xy, x5, ..., x,, ¥ jsou nahodna

05151
=12,

gisla; je-liy £ o(xy, x5, ..., X,)/M, polozime z = (xy, X5, ..., x,); je-li ¥ > o(x,, x5,
veor X,)/M, vezmeme dal3{ skupinu r 4+ 1 ndhodnych &isel atd.

P pouziti pfimé metody ve vicerozmérném pripadé, feknéme v pfipadé dvoj-
rozmérné nahodné velidiny n = (1, 1) s hustotou ¢(f, 1,), je nutno nejprve vybrat
hodnotu y, z marginalniho rozloZeni ¢,(1,) a pak hodnotu y, z podminéného roz-
lozZeni (0,,21,,,(12|11)‘ Napt. v uloze o ztratovych ¢asech u SM peci je tfeba vytvartet
vybérové hodnoty (x;, y;) z dvojrozmérného normalniho rozloZeni vsazeci doby
a doby cyklu. Vzhledem k tomu, 7e normalni rozloZeni se v aplikacich asto vysky-
tuje, jsou k dispozici pfimo tzv. tabulky normainich ndhodnych odchylek, tj. neza-
vislych vyb&rovych hodnot z normélniho rozloZeni N (0, 1) — H. WoLp [28], RaND
Corporation [26]. Jsou-li &y;_y, &,; dv& hodnoty z téchto tabulek, pak v nafem
piikladé je p¥islusna dvojice (x;, y;) dana vztahy:

Xy = fy + 018, Vi= Hy + QZ—Z(XI’ - l‘x) + 02(1 - 92))5321‘ s
1
kde py, o, 04, 04, 0 jsou parametry dvojrozmérného normalniho rozloZeni.

Na pocitaéi se k vytvareni ndhodnych vybérli z normalniho rozloZeni vyuZiva
konvergence souctt nezavislych ndhodnych veli¢in k normalnimu rozloZeni; s¢itaji se
skupiny n ndhodnych &sel (n = 6 aZz 10) a soulty se normalizuji, tj. zmen3uji se
o n/2 a déli se \/;/1—2; vysledné hodnoty lze s uspokojivou pfesnosti povazovat za
néhodny vybér z N (0, 1).

V nékterych aplikacich metod Monte Carlo se modeluje nahodna prochazka po
miiZovych bodech v roving, tj. na kaZdém kroku se rozhoduje mezi ¢tyfmi stejné
pravdépodobnymi eventualitami; rozhodnuti se provadi podle toho, zda ndhodné
&islo lezi v intervalu <0, 1) nebo (g, 3) nebo <3, 3) nebo (2, 1). Je-li nahodné &islo
vyjadieno ve dvojkové soustavé, pak pii tomto rozhodovani zaleZi jen na jeho
prvnich dvou bitech (00, 01, 10, 11).

Zavérem poznamenejme, Z¢ pro volbu nejvhodnéjsi transformace nahodnych
&isel na nahodny vybér z ptedepsaného rozloZeni je tieba uvazit, kolika nahodnych
isel je tfeba k vytvofeni jedné vybérové hodnoty, Ci 1épe kolika operaci je tfeba
k vytvofeni jedné vybérové hodnoty (v tom je totiZ zahrnut i poéet potfebnych na-
hodnych ¢&isel, kterd — jak uvidime v nasledujicim odstavci — se na pocitadéi vytva-
feji rovnéz jednou nebo nékolika operacemi).

7. PSEUDONAHODNA CiSLA
Obratme se nyni k otazce, jak ziskavat v pocitaci ndhodna &isla. PouZiti tabulek
nahodnych ¢isel je zcela vhodné pfi ,,ruénim® modelovani, avsak je ziejmé sloZité

a pomalé pro poéitac. Fyzikalnich zdroji nahodnych &isel se pouziva pii konstrukei
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tabulek ndhodnych &isel a ve spojeni s analogovymi pocitaéi — G. W. BROwN [29],
J. HaveL [30] — nebylo jich v8ak dosud pouZito pfimo ve spojeni s Cislicovym
pocitadem. I tehdy, kdyby se podafilo toto spojeni technicky vyfesit, zlistavaji proti
pouZiti fyzikalnich zdroji uréité ndmitky (napf. realizace fyzikalniho ndhodného
procesu je neopakovatelna, coZ zt€Zuje kontrolu vypocti); hlavni namitka je ta, 7e
existuje jednoduchad osvédCend metoda, jak vytvafet nahodna Cisla v poclitadi bez
pouZiti pfidavnych zafizeni. Tato metoda zaleZi ve vytvafeni nahodnych &isel aritme-
tickymi operacemi, podle n&jakého rekurentniho vzorce. Takto vytvafenym &islim
sc obycejné Fika pseudonahodna ¢&isla (nebof nejsou nahodna, pokud jde o jejich
vytvareni, av§ak maji miti vlastnosti ndhodnych &isel). Bylo navrZeno nékolik po-
stupll vytvareni pseudonahodnych disel, tj. nékolik rekurentnich vzorcid; v praxi
se pouZiva nejcastéji metody kongruendéni, navrzené D. H. LEHMEREM [31]:
Posloupnost xg, x;, X5, ..., s¢ Vytvafi podle vzorce
Xo=1, x4y =ax,(mod M), k=0,1,2..,
tj.
xp =a“(mod M), k=0,1,2...,
kde a a M jsou pfirozena &isla a kde symbol mod M znamena redukci na nejmensi
nezaporny zbytek modulo M. Cisla x, jsou cela neziporna &isla; abychom z nich
dostali ¢isla z intervalu <0, 1) — jak jsme to poZadovali v definici nahodnych cisel —
musime je délit modulem M, tj. pseudonidhodnymi &isly budou teprve &isla xi =
=x, .M k=012..,

Jak volit modul M a konstantu a? Volba M je dana konstrukci poéitace: pracuje-li
pocdita¢ v desitkové soustavé, a je-li maximalni rozsah nasobence o dekadickych
fadi, pak volime M = 10% Operace x,,, = ax, (mod 10%) zaleXf pak v tom, Ze
ve vysledku ax, ponechame jen poslednich « fadd (&islic). Délit toto &slo modulem
M = 10" znamena pak jen mapsat pfed n& nulu a desetinnou carku. U pocitaci
pracujicich ve dvojkové soustavé bude analogicky M = 2% obycejné jest o x 40.
Viimnéme si bliZe jen ptipadu dvojkové soustavy (ivahy pro desitkovou soustavu
jsou o néco sloZit&jsi). '

Pokud jde o volbu konstanty a, je ziejmé, Ze za a nelze volit sudé &islo; je-li totiz
a = 2s, pak x, = a*(mod 2%) = 2%%(mod 27) = 0, tedy také x,,, = X4, = ... =
= 0. Nechtf tedy a je liché. Snadno se zjisti, Ze posloupnost {x,} je periodicka, tj.
Ye existuji L takova, e x; ., = X, pro viechna k a Ze jednim tim L je &islo 2%72
(za predpokladu o > 3, ktery je samozfejmé v téchto Gvahach splnén).

Lze totiZ psati a = 1 + 2s, tedy

a?=1+4+4s+4s =14 4s(s + 1) =1 + 81,
(nebot jedno z Cisel s, s + 1 je sudé). Dale
a* =1+ 161, + 6413 = | + 161,,
a® =1 + 32t; atd.
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To jest

a :1+2t1,
21 4+ 2%,,
a® =1+ 2°t;,
a* =1 4+ 2%,

Odtud Xj.-2 = a® *(mod 2%) = 1 = xo, obecn& Xpu-24j = X .

Nejmensi z &isel L, pro néZ x4, = x;, pro viechna k, nazveme délkou cyklu
posloupnosti {x,}; zfejmé &slo 2*7? je celistvym nasobkem délky cyklu; délkou
cyklu maze byt tedy jen nékteré z &isel 29, 21, 22, ..., 2* 2 Cislo a chceme volit
tak, aby délka cyklu byla maximalni.

DokaZme si, Ze existuji &isla a, pro n&Z délka cyklu je rovna pravé 2 2. Jsou to
takova a, pro néZ a® = 1 + 8t,, kde 1, je liché. Pak lze psati

a> =14 2% + 2%,

22 4 5

a” =1+2" 4+ 21,
a¥ = 20T 2%,

~ M7 3 - -3 ’
Odtud plyne, Ze¢ #adna z mocnin a', a?, a*, ..., a*" " neni rovna 1 modulo 2% tedy

7adné z ¢isel 2°, 21, 2%, ..., 2%~ 3 neni délkou cyklu posloupnosti {x,}, a tedy délkou
cyklu jest ¢islo 2*72. Uvedenou vlastnost (a”> = 1 + 8 + 161,) maji napt. viechny
liché mocniny o zakladu 5, tedy &isla @ = 527%!, Je totiz

a? = (52q+1)2 =(1 +4)4q+2 —1+(4g+2).4+ <4q2+ 2>42 L =

4q + 2
=1+8+16[q+(q2+ )+...]:1+8+16r1.

Této volby a se skuteéné pouziva; tj. pou?iva se rekurentni formule
Xo =1, Xuq=25""Tx(mod2%, xj=2""%,.
O. Taussky a J. Topp [32] vySetfovali posloupnost
xo =1, X = 5"x,(mod 2%?)

(zde 5'7 je nejvyssi mocnina o zakladu 5, jeZz miZe byt nasobencem v daném pogi-
taci; délka cyklu jest 2*° ~ 10'2) a uvedli vysledky n&kterych testdi ndhodnosti.
Pripomefime, Ze testdi ndhodnosti lze uZit jen na posloupnost {x,} resp. na jeji ko-
neéné useky, nikoliv viak na jednotlivé bity €isel x,; o téch plati: posledni binarni
dvojéisli viech &isel x, jest 01, posloupnost tietich bith (odzadu) ma periodu 2!, tj.
stfidaji se pravideln& 0 a 1, obecn& i-té bity (odzadu) maji periodu 2'~2. Z praktického
hlediska neni tato okolnost na zavadu, nebof ve vétSiné pripadi stadi jen nékolika-
mistna nahodna &isla.

Taussky a Todd vySetfovali prvnich 16 384 = 2'* &isel x;'; provedli ? test dobré
shody s rovnomérnym rozloZenim v intervalu <0, I> (s roztiidénim na 32 t¥idnich
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intervalﬁ); déale rozdélili onéch 16 384 &isel na 128 skupin po 128 Cislech a srovnali
vybérové a teoretické stfedni hodnoty a rozptyly nékterych statistik vypoétenych
v kazdé z téchto 128 skupin (X, 0, Y (x; — x;41)*/N); konetné rozdélili on&ch

2

16 384 Cisel do 16 skupin po 1024 ¢islech a srovnavali pozorovany a ofekavany
pocet iteraci nahoru a dolt a podet iteraci nad a pod pramérem. Viechny provedené
testy vysly nevyznamué; projevuje se tedy dobra shoda s rovnomérnym rozloZenim,
a to i tzv. ,lokalni*.

Posloupnost xo = 1, x4, = 5°“"! x, (mod 2°) byla vy3ctfovina pomoci testit
nahodnosti i pro jiné hodnoty exponentu a modulu; nap¥. pro a = 5'3, o = 39.
U strojt pracujicich v desitkové soustavé se podobné uZiva posloupnosti

Xo =1, Xy =7"""x. (mod 10°), x; =10""x,,

jez ma délku cyklu 5. 1073 — J. MosumaN [33].

Popsana kongurenéni metoda je zvlast vhodnd pro pocitaée s pevnou c&arkou,
které mohou na zvlastni p¥ikaz vydat poslednich a mist 2a-mistného souéinu (jeZ se
jinak zaokrouhlujf). P¥itom k vytvoYeni nadhodného &sla x, , ; stai uchovat v paméti
pocitale jediné predchizejici ndhodné Cislo x;, a koeficient a: k vytvofeni x,,,
staci jedina operace ndsobeni. U pocitaci, které nemaji tohoto piikazu, sc poslednich
o mist soudinu dvou a-mistnych Cisel

a=ua;,.2"% +a,, b=1"b; .27+ b,
ziska tfemi operacemi nasobeni o/2-mistnych &isel a4, a,, by, b,, dvéma operacemi
s¢itdni a jednou operaci posunuti:
ab (mod 2%) = [(ayb, + ayb,) 2% + a,b,] (mod 2%) .
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Pesrome
METOA MOHTE-KAPJIO

BALUIAB JIVITAY (Viclav Dupag)

CraTesi ABNAETCSL BBEJICHMEM B TEOPHIO M IpuUMeHeHust MeToma Monte-Kapio.
B maparpagax 1 -4 mosicasieTcst mpakTyyYeckoe 3HavdeHue MeTona Monte-Kapio Ha
IpUMepax U3 MCCIEJOBAHMS onepauui, GU3UKY, MaTeMaTHICCKOH CTATUCTUKH H BBI-
yucauTeabHol Matemarvku., B maparpade 5 dopmynupyrorcs o0iuMe IpPUHITAILL
meTona MouTte-Kapyio u uzJaraeTcs MeTo/1 KOPPeJHpPOBaHHOH BBIOOPKH U BEIOOpKH
no 3HaYnTenbHOCTH. B maparpade 6 onuckiBaeTcst 00pa3oBaHue ClyqaliHBIX BbIOO-
POK ¢ JIaHHBIM 3aKOHOM PAaCIHpelesICHMs 110 NPIMOMY MeTOAy U 1o metojy Hel-
MaHa. B maparpade 7 usnaraercs reHepUpOBaHYe NMCEBIOCTYYANHBIX YHCEII IO METO-
Iy cpaBHEHU#, ¥ APUBOMASITCSI HEKOTOPBIE CBOMCTBA ITUX YUCETT.

Summary
MONTE CARLO METHODS

VAcLav Duprac -

The paper is intended as an introduction to the theory and applications of Monte
Carlo methods. In sections 1 to 4, the practical importance of Monte Carlo methods
is illustrated by examples from operational research, physics, mathematical statistics
and numerical calculus. In section 5, general principles of Monte Carlo methods are
formulated and the techniques of correlated sampling and of importance sampling
are explained. In section 6, a direct method and a rejection technique of sampling
from given probability distributions are described. In section 7, the congruential
method of generating pseudorandom numbers is explained and some properties of
these numbers are given.
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