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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

VYPOCET VLASTNICH CISEL NA ZAKLADE TRANSFORMACE
HOMOGENNIHO SYSTEMU ALGEBRAICKYCH ROVNIC

VLADIMIR FIRT

(Doslo dne 18. biezna 1960.)

V ¢ldnku je podéna jista iteraéni metoda vypoctu vlastnich éisel homogenniho
systému # algebraickych rovnic o # neznamych, na jeho? feSeni vede fada uloh
z nauky o pruZnosti a pevnosti, stavebné mechaniky a dynamiky. Jsou uvedeny
dva numerické piiklady.

1. UVOD

Pfi pouZiti nejlastdji uzZivanych metod (metody deformacni, silové, integrace
diferencidlnich rovnic, metody Ritzovy, Galerkinovy a jinych) k vySetieni kritického
zatiZeni stavebnich konstrukci a k vypoétu vlastnich frekvenci nezatizenych soustav,
jakoZ i soustav zatiZenych statickymi osovymi silami, se setkAvame s tlohou uréit
vlastni &islo ¢, homogenniho systému n algebraickych rovnic, linearnich vzhledem
k neznamym x;, i = 1,2, ..., n, |1}, [2], [3], [5]:

(1) Ay Xy + @y 0% + o A Xy A%, =0,
Ay Xy F GapXy + oo+ oo Xyog + 4y 0%, =0,
Ay g%y F 0%y F o By Xy T Gy X, =0,
Ay Xy + @y 2Xy + oo+ @y Xyt 0y, = 0
Koeficienty a; , = f,,(¢) jsou dané funkce argumentu .

Pro vlastni &islo g, plati podminka, Ze
@ Azo) = 0,
kde A(e) je determinant systému (1):

’alsl’ a1.25 ey al,n:
(3) A(z;) _ @15 @325 ooy 20| .

| Gnts Gpas <oos Quy

Trividlnimu a netrividlnimu fefeni systému rovnic (1) odpovida fysikalng existence

dvou rovnovaznych stavi konstrukce (nedeformovaného a deformovaného stavu),

tj. ztrata stability konstrukce rozvétvenim rovnovahy. Pfie = ¢, je A(g) + 0 a rov-
nice (1) jsou splnény tehdy a jen tehdy, kdyZ x; = 0,i = 1,2,...,n.
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Je-li determinant (3) vysokého ¥adu, stava se rovnice (2) velmi sloZitou. A protoZe
také v mnoha pfipadech & neni explicitné vyjadieno, neni moZné rovnici (2) Feit
piimo, ale miZeme postupovat takto:

Sestroji se graf funkce A(e) v uritém intervalu (¢’, &") a bodu, kde hodnota této
funkece je rovna nule, odpovida hledané vlastni &islo g,. V pfipadé, Ze body ¢’ a ¢” jsou
blizko sebe a hodnoty A(¢") a A(e”) maji opatné znaménka, lze vlastni &islo ¢, uréit
linearni interpolaci, nebof ¢, lezi mezi body & a ¢. Z (n — 1) rovnic systému (1)
Ize uréit hodnoty pomérii &, i =1,2,...,n—1, dosadime-li za koeficienty pii

X,

neznamych x; hodnoty a;, = f;4(&).

v_ 0 ‘x. e M4 . >4 4 ~ r
Hodnoty pomérh — se uréuji tchdy, chceme-li vySetfit tvar vybodeni konstrukce,
xn
kterému odpovida urcita velikost kritického zatiZeni, resp. tvar vlastniho kmitani
konstrukce, kterému odpovida urcita viastni kruhova frekvence nebo vlastni kmitodet
(1. [21. [3]

Velkou nimahu vyZaduje uréeni vlastniho ¢isla g, z rovnice (2) zvIaste tehdy, kdyZ
determinant (3) je vysokého fadu, nebot k sestrojeni funkce A(e) je nutné nékolikrat
vy¢islit determinant a#-tého fadu pro rizng volené hodnoty argumentu &.

Vypoéet viastnich Cisel itera¢ni metodou, o niZ nyni pojedname, nevyZaduje
sestrojeni grafu slozité funkce A(s), coz jest hlavni vyhodou této metody. Rovnéz
LX; . fve R P . s
poméry =L neni nutno zvlast uréovat, nebot k jejich hodnotam dosp€jeme béhem

teraéniho postupu vypoétu vlastniho &isla g,.

2. ITERACNI METODA A JEII POUZITI

Pfivypoctu aproximaci vlastniho ¢isla g, iteraéni metodou budeme postupovat takto:

Transformujeme homogenni systém rovnic (1) na nchomogenni systém rovaic tak,
Ze délime kazdou rovnici systému (1) nezndmou x, # 0. Délime-li tedy napf. prvnich
(n — 1) rovnic systému (1) nezndmou x, + 0, obdrZime systém (n — 1) nchomogen-
nich rovnic lincarnich vzhledem k (n — 1) neznamym pomérim

X, .
(4) =, i=12..,n-1:
x'l
Xy X, Xy
(5) ary —ta, S Hda ., 2= -—a,,
Xp n Xy
1 X3 X,
ayy Tty T4 ta,, = —a,,
Xn Xy X,
1 Xy
Gotg — F 12—+ ta g, = —a,y,
n n
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A konetné, délime-li posledni rovnici systému (1) rovnéZ x,, dostaneme

Xy X2 Xn—1
(6) aﬂ,l — + an,Z ~~ 4+ ...+ an,n-—l
xn xn X"

+a,,=0.

Tato transformace homogenniho systému rovnic (1) je mozZnd jen tehdy, kdy? je
splnéna podminka x, + 0, a proto vlastni &islo &, miZeme urdit z podminky, aby
viechny transformované rovnice (5) a (6) byly splnény. ProtoZe pro celkovy pocet

n neznamych (vlastni &slo ¢y a (n — 1) pomérd Yoo 1,2 - 1) plati n
»

vztah@ mezi nimi, které tvofi (n — 1) rovnic systému (5) a rovnice (6), obdrzime vzdy

feSeni zcela urcité. Odtud plyne tento zavér:

Viastni &islo ¢, je takovd hodnota argumentu g, pFi niz existuje Feseni transformova-
nych nehomogennich rovnic (5) a (6).

Pon&vadZ homogennimu systému rovnic (1) pFislusi nejen jedno vlastni &islo, ale
vice viastnich &sel [1], [2], existuje vice neZ jedno feleni nehomogennich rovnic (5)
a (6). KaZdému FeSeni t&chto rovnic odpovida urdité vlastni &islo.

Vypodet vlastniho &isla z transformovanych rovnic (5) a (6) provedeme metodou
postupnych aproximaci (kterou uvedeme bez dikazu).

Prvni aproximace. 1, Za pfibliznou hodnotu nultého fadu vlastniho &isla &,
vezmeme zvolené &islo V¢ a vypotteme hodnoty koeficientli ©a; , = f; (Ve).

Xn

2. Ze systému nehomogennich linedrnich rovnic (5) uréime poméry (0)<1.:'f) ,
i=1,2,...,n — 1, Gaussovou eliminaci, iteraci nebo jinymi zpisoby; tyto poméry
(0)(z€—i> budou piiblizné, nebof je stanovime z piibliznych hodnot Og, .

x" ©) /s
3. Dosadime hodnoty “a, , = £, (V) a (x—') do rovnice (6)").

n

4. Sestrojime’ graf funkce

© /y ©/y ©/y
@) Op(e) = (Zla, + (2)aps+... + "I,y +
xn 'X"l xﬂ

(0)
ktera se vyznaduje tim, Ze poméry (J> jsou konstantami a jen koeficienty a,,

'x'l

jsou funkcemi argumentu ¢. Funkce (7) piedstavuje levou stranu rovnice (6) s pfi-

©0) /1.
bliznymi poméry <J~). Aproximace (¢ je pak kofenem rovnice Vd(e) = 0 (viz
n

piiklad 1, obr. 2).

Druh& aproximace. 1. Vypotteme hodnoty koeficienti Ma;, = f, ,((Ve).

1) Rovnice (6) neni splnéna, je-li (9 £o-
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2. Resenim systému nehomogennich rovnic (5) s koeficienty Va; , uréime poméry

M)/
Li ,Ii=0L2,..,n—1.
’xﬂ

3. Sestrojime graf funkce

. M/ M/ My
(8) ‘2)(1}(8) = = n,1 + 2 ay,2 + ...+ =t Uyt + Qyp,s
Xn Xn Xn

M /x, .
ktera pfedstavuje levou stranu rovnice (6) s poméry (—-’) U funkce (8) jsou po-

“n
v

(1 .
méry <~> konstantami a jen koeficienty a, , jsou funkcemi argumentu &, Cislo

'\’ﬂ

(B¢, které je kofenem rovnice ‘Z)q)(g) = 0, je druhou aproximaci vlastniho &isla .

Obecné m-tou aproximaci ™ vlastniho ¢isla g, uréime z podminky, aby hodnota
funkce

(m=-1) X (m-1) x (m—-1) X _
(9) (m)@(g) = (—!> au,l + ('i> an,z + S ( . 1) an,n*l + an,n

n Xn Xn

(m=1)

byla rovna nule (“@("¢) = 0). Pfitom poméry <&) i=1,2,..,n—1,
x

ur&ime fefenim rovnic (5) s koeficienty ™~ Va, , = f; ("~ V&), kde Ve je (m — 1)-ni

aproximace vlastniho ¢isla ¢&,.

Cisto (™¢ aproximuje vlastni &islo ¢, s dostate¢nou pfesnosti, jestlize se od pfedcha-
zejici hodnoty ™~ Vg 1isi ,,dostatetné malo*,

Vhodnou volbou rovnice (6) ze systému rovnic (1) dosdhneme jiZ pti prvni aproxi-
maxi vysledk dostatedng pfesnych. Jestlize prvni aproximace ‘“¢ je jestd znaind
odchylna od odhadnuté hodnoty V¢, je nutné v nékterych piipadech uréit také
druhou aproximaci (viz ptiklady), po pfipadg je§t¢ dalii aproximace.

Diive neZ pojedname o tom, jak takovou volbu rovnice (6) provést, demonstrujme
uvedeny postup feseni na dvou numerickych pfikladech.

n

Priklad 1. Uréit nejmensi kritické zatiZeni ramu (obr. la), které odpovida tvaru
vyboceni charakterisovanému relativnim posunem & koncovych prifezii stojek
(obr. 1b).

Joh

Dano k = T 0,4 (Jo(J) je moment setrvagnosti prifezu piicle (stojky),
I — délka pficle, & — vyska rAmu) a pomér sil
Ny tNyiN3 =Ny 1Ny i N3y = 2,56:4:0 1,

kde N; ., i = 1,2, 3, jsou hledané kritické osové sily. Oznacime-li

(10) Ci=h &5 i:],2,3,
EJ

(E je modul pruZnosti materialu) je &; = 0,8z, a &3 = 0,5,.
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Pii pouZiti deforma&ni metody a za pfedpokladd uvedenych v [3] (str. 217) obdrzi-
me ze styénikovych rovnic M = 0 a z patrové rovnicc XT = 0 tuto soustavu
rovnic:?)

(11)

[Ly(e)) + 4k] &y + 2ke, — Ly(e) ¢ =0,
2k, + [Ll(ﬁz) + 8k] 0 + 2kpy — L3(82) Yy =0,
2k, + [Ly(e3) + 4k] by — Ly(s3) =0,

Ly(s) ¢4 + Ly(es) ¢, + Li(es) s —

— [La(e;) + Lye;) + La(es)] ¢ = 0,
kde ¢;, i = 1, 2, 3, jsou thly pootodeni stynikii 1, 2,3 a i tthel pootodeni os stojek
(obr. 1b); kladny smysl t&chto uhlii pootodeni je shodny se smyslem otageni hodino-
vych rui¢ek. Tyto uhly pootodeni jsou nezndmymi veli¢inami, které jsou v systému (1)
obecné oznaceny jako x;.

Vypocet vlastniho &isla &, homogenniho systému rovnic (11) vede na stanoveni
kritické hodnoty parametru ¢,, kterou oznacime &, 4.

a)
l/v, N, Iy
/ I 13
! |
A ) Sy
\
J ! J 7
'i
|
|
o SR
R S S A
by £
J ‘ f',//r Nﬂl/‘ Nigr /‘-//k Mogr /ij,/-

Obr. 1.

2) Viz oznageni funkei L;(#) v [3] na str. 240— 241 a p¥iklad na str. 299— 300, kde ¢ je oznaleno
pismenem u. :
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Dglenim rovnic (11) thlem ¥ # 0 dostavame tento systém nehomogennich rovnic:

(12)
[1a(e) + 461 % v 2t = Lo

2k% + [Ly(e;) + 8k]9-;~’3 + 2k—($/3 = La(ey),

Zk% + [Ly(es) + 4k]5373 L),

Ly(e,) 9 + Ls(ﬁz)ﬂ2 + Ly(es) b [La(e0) + Lafes) +
Y v Y
+ Ly(e5)] =0.
Prvni aproximace. Odhadneme Vg, = Vg, = D¢y = 0[L,(0) = 4, L,(0) = 6]

: D¢, O/ ¢,
a z prvnich ti rovnic (12) (k = 0,4) uréime poméry (-!/—> = (://—) =
i/

(0)
= + 0,98360, <%> = 4 0,61476. Po dosazeni té&chto poméri do levé strany po-

sledni rovnice (12) obdrZime tuto funkei argumentt ¢, i = 1,2, 3:
(13) DP(c) = 0,98360 [Ly(e,) + La(e5)] + 0,61476L4(e,) —
— [Li(e)) + La(ez) + Ly(es)] -
Priibéh funkce (V®(c) je znazornén pro riizné hodnoty e, (¢, = 0,8¢,, &5 = 0,5¢,)
na obr. 2.

Nejmensi hodnota prvni aproximace kritického parametru ¢, 4, je Ve, = 3,1
(Ve; = 0,8.3,1 =248, Mgy =0,5,3,1 = 1,55). Protoze hodnota (g, je znaing
odli§na od odhadnuté hodnoty V¢, uréime jesté druhou aproximaci.

Druhé aproximace. Z tabulek funkei Lje) [5]?) vyhledame jejich hodnoty
pro vypoétena &isla Ve, i = 1, 2, 3:

L,(2,48) = 3,1040, L;(2,48) = 5,3562
L(3,1) =2,5148, L,(3,1) = 4,9650
L,(1,55) = 3,6692, L,(1,55) = 5,7552.
Z prvnich tii rovnic (12) uréime po dosazeni t&chto hodnot presn&jsi poméry

(1) (1) )
(ﬁ) = 1,04138, <?Q> = 0,58276, (%) = 1,00375. Tyto poméry dosadime

W
opét do levé strany posledni rovnice (12):
(14) Pp(e) = 1,04138L;(e,) + 0,58276L5(e;) + 1,00375L4(e;5) —

— [La(e1) + La(es) + La(es)] -

3) V této knize nejsou funkce L (&) tabelovény pfimo, ale jejich nésobky.
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Pomoci grafu funkce (14) a 7 podminky, 7o P@(®%) = 0 (obr. 2) uréime druhou
aproximaci vlastniho ¢isla ¢, = 3 0803 (Pe, = 08P, = 2,4642, P, = 0,5, =
= 1,5402).

Pro posouzeni pfesnosti obdrzeného vysledku jsme uréili presné hodnoty &
i=1,2,3, z podminky (2) Determinant

ikrs

systému rovnic (11) Pri gy, = 3,0 (;;" = s "’T”“T“T"i"‘**““ﬁ;
= 08.3,0 = 24,65 = 0,5.3,0 = 1,5) ma T 7z
hodnotu A(g') = + 152,247 a pHi &} = 3,1 3 T*; =L -
(ef = 2,48, &5 = 1,55) ma hodnotu A(e") = 2l b Fr (¢(5J
Y , B 2 &, 30805 | Lt

= — 35,947. Ptcsna hodnota vlastniho ¢&isla ¢(,£‘t /b= } / :
£2 0 = 3,0809 (&, 4, = 2,4647, g5 ;, = 1,5405), oy L__Jrj L

VA ’ o NP 50 50 32 33 3
pii niz A(e) = 0, byla urlena linearni inter- Wy / 1‘ .
polaci mezi &, A(e") a &5, A(e"). L, [ i

Je tedy prvni aproximace (Mg, vlastniho Obr, 2.

¢isla o 0,629, vétsi neZz pfesnd hodnota
& i (odhadli jsme Ve, = 0 zna¢né odchymé od Ve, = 3,1) a druh& aproximace
g, je pouze o 0,02%, mensi nez ¢, -

Kritické sily N, ,,, i = 1, 2, 3, ur¢ime ze vztahu (10):

(15) N = P} %J i=1,23.

Priklad 2. Urgit nejmensi kritické zatiZeni rAmu (obr. la), je-li zabranéno posunu
sty¢nikii (obr. Ic). Dané hodnoty jsou stejné jako v prikladeé 1.

V tomto ptipadé je y = 0 a prvni tii {styénikové) rovnice (11) po d&leni ¢, + 0
a po zmén¢ poradi zni:

(16) [Ly(er) + 4K] z - 2%,

]
i

[Ly(e5) + 4k %ﬁ = — 2k,

2

2 P2

2k <(—f)—1 + %> + L1(82) + 8k =0.

Posledni (patrové) rovnice v (11) je na ostatnich rovnicich zavisla, a proto ji ne-
uvazujeme. ~

O, = ©@ (g, = 0 a z prvnich dvou

) 0) ’d) (o) ¢
rovnic (16) (L((0) = 4, k = 0,4) ur&ime poméry <f) = (——3-) = —0,14286.
2

b5,

Prvni aproximace. Odhadneme gy =

Dosadime tyto poméry do posledni rovnice (16). Po malé apravé (k = 0,4) obdrzi-
me, Ze Ly(e;) = — 2,27142 a z tabulek funkei Lj(¢) [5] vyhledame pfimo hodnotu
g, = 5,188 (*Ve, = 0,8.5,188 = 4,150, ‘Ve; = 0,5. 5,188 = 2,594).
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Piesnd hodnota vlastniho &sla urfena z podminky A(e) = 0, kde A(g) je deter-
minant soustavy prvnich tif rovnic (11) (¢ = 0), je &5, = 5,162 (g4, = 4,130,
&30 = 2,581). Tato hodnota ¢, ;. byla urfena linearni interpolaci mezi hodnotami
gy = 5,16, A(e') = + 0,118 a &5 = 5,20, A(e") = — 2,846. 1 kdyZ jsme odhadli
hodnotu ®g, = 0 znaéné odchylnou od (Mg, = 5188, obdrzeli jsme jiZ pfi prvni
aproximaci vysledek téméF presny (¢, je jen o 0,5% vétsi ne? e, ). Kritické sily

Nig i =1,2,3, urtime ze vztahu (10): v, ., = @¢? EJ Ji=1,2,3.

3. O VHODNE VOLBE ROVNICE (6)

Obecné miizeme volit rovnici (6) ze systému rovnic (1) (po transformaci na ne-
. c . ¥ . P . .o Xi oy
homogenni systém) zcela libovolng. Zname-li pfesné hodnoty pom&rdt =2, mizeme
Xn
ur¢it piesnou hodnotu vlastniho &isla ¢, z kterékoli rovnice systému (5) nebo z
rovnice (6).

Kdybychom odhadli hodnotu ¢ blizkou presné hodnoté vlastniho &fsla &, uréili
bychom z libovolnych (n — 1) rovnic systému (1) jiZ pfi prvni aproximaci v§ech

X

)/, ¢
(n — 1) pomérii (z—‘> blizkych k jejich spravnym hodnotam i Ppo dosazeni téchto
Xil n
pomér do levé strany zbyvajici (transformovane) n-té rovnice systému (1) obdrzZeli
bychom funkci ‘VP(e) a z podminky (V@("g) = 0 urili bychom prvni aproximaci

g, jejiz hodnota by se velmi mélo lisila od pfesné hodnoty &,.

Ve skute¢nosti viak odhadnuta hodnota ‘¢ se bude vice nebo méné lisit od pfesné
hodnoty &,. Chceme-li jiZ pfi prvni nebo druhé aproximaci obdrZet vysledek co nej=
presnéjsi, a to i v pripadg, kdy# rozdil V¢ — ¢, je znadny, musime provést volbu
rovnice (6) s hlediska fysikalniho vyznamu uvedeného postupu vypoltu.

Tak nap¥. u ulohy YeSené v piikladg 1 je pti hodnotach e, + ¢, ,, ((Ve; * &4,)
determinant z koeficientd p¥i nezndmych ¢, i = 1, 2, 3 a Y systému rovnic (1 1) rizny
od nuly. Proto musi alespoil jedna rovnice systému (11) byt nehomogenni, maji-li

) &, 1) ¢,
byt uhly ¢;, i = 1,2,3 a ¥ rizné od nuly a maji-li mit poméry (7), <~¢7')

urdité hodnoty, kterych p¥i vypodtu pouZivame. PonévadZ piiblizné poméry (0)(://1)
a (1)<¢ ) jsme urcili z pryvnich t¥ rovnic systému (12), které vznikly transformaci
prvnich ti (styénikovych) rovnic (11), které jsou homogenni, musi mit posledni

4) Poznamenejme, e kritickd hodnota parametru £ 1 ktera odpovidé nejmengimu kritickému

zatizeni vySetfovaného rdmu, mi¥e byt maximalng rovna 27 = 6,283 (¢, 4, = 27 plati pro rdm
s absolutng tuhymi pficli (Jy = 00), tj. pro prut na obou koncich dokonale vetknuty).
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(patrova) rovnice systému (11) absolutni ¢len A # 0. AvSak takové rovnice plati
. L EJ . yrsre

pro ram zatiZzeny vodorovnou silou H = 4 e kterd pisobi v arovni piicli (obr. 1b).

ProtoZe jiZ p¥i prvni aproximaci, t. j. pfi V¢, = Vg, = P, = 0(N; =N, = N3 =

= 0) jsou deformace ramu od sily H podobné tvaru vybodeni [4] charakterisovanému
posunem 0 styénikd a ptislusnému nejmen§imu kritickému zatiZeni, jsou také i poméry
) . .

(%’), i=1,2,3, od sily H nepfili§ odligné od poméri % pfislusnych tvaru
vyboceni rdmu.

)/

Pomoci takto uréenych poméra (J) uréujeme vlastni ¢islo z patrové rovnice,

ve které polozime 4 = 0 (H = 0), tj. uvaZujeme stav, ktery nastane pfi rozvétveni

Mg
rovnovahy konstrukce. Uréené poméry <¢> pfi druhé aproximaci odpovidaji

yoc . . S EJ .
zatiZeni rimu vodorovnou silou H # 0 a osovymi silami N; = ¢? N i=1,23.

Obdobn& jsme pfi vypoctu vlastniho €isla &, 4, které odpovida tvaru vyboceni
podle obr. lc (piiklad 2), pfedpokladali, Ze tvar vyboeni je podobny deformaci
rAmu zatiZeného momentem M ve styéniku 2. Proto za rovnici (6) byla zvolena
styénikova rovnice pro styénik 2.

Obecné tedy plati, Ze p¥i vypoltu kritického zatiZzeni konstrukei metodou defor-
madéni je vyhodné za rovnici (6) volit takovou rovnici systému (1), jejiZ prava strana
by predstavovala zat&Zovaci stav,”) pii kterém by byly deformace konstrukce podobné
uvaZovanému tvaru vyboceni.

Pfi vypoctu vlastnich frekvenci konstrukci metodou deformaéni je vyhodné za
rovnici (6) volit takovou rovnici, jejiZ pravd strana by pfedstavovala amplitudu
harmonicky proménného zatiZeni s urlitou frekvenci w, od kterého tvar ustaleného
vynucené¢ho kmitani by byl podobny tvaru vlastniho kmitani konstrukce. V krajnim
pfipadé, kdy frekvence w = 0, pravd strana zvolené rovnice by predstavovala
statické zatiZeni.
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> ) U pravotihlych rdmi bude to vodorovna sila pisobici v trovni jednoho patra nebo moment
pusobici v jednom sty¢niku.
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Pesiome

VICYUCIIEHUE COBCTBEHHBIX 3HAUEHUIM HA OCHOBAHUU
MPEOBPA3OBAHU S OJTHOPO/IHON CUCTEMBI
AJITEBPAMYECKUX VYPABHEHUI

BIAAVUMYP ®UPCT (Viadimir Fift)

Tpy nprMCHEHMH CaMBIX DPACMpPOCTPaHEHHBIX MeTON0B (MeTom nehopMaiiii,
MeTOJi CWJI, MHTErprpoBanuc AuQdpepeHUHaNIbHbIX YpaBHeHuii, Meton Purtia, [a-
JNepKMHA U Apyrue) k uccneoBaHMIO YCTOHYHBOCTH H COOCTBEHHBIX YacTOT CTPOM-
TeNLHBIX KOHCTPYKIMHA MBI BeTpeyacMes ¢ 2anaucil onpenenuts coOCTBeHHOe 3Ha-
algHue &, OMHOPOAHON cucTemsbl (1) n anreGpanyeckux ypaBHeHUl, JIMHCHHBIX OT-
HOCHTENLHO HEH3BECTHBIX X;, I = 1,2,...,n, rae xoahdummentsl ;) = [, (¢
ABAAIOTCS JAHHBIMU (DYHKIMSMH apryMeHTa ¢.

WTepanmoHnslii METON IS OMpPEeACHCHHS YHCIA &, KOTOPOC Y/AOBIETBOPSCT
cooTHomieHuam (2), (3), uamaraemblit B 3T0i cTarke, OCHOBaH Ha TNpeoOpazoBaHMHU
OJHOPOAKON cHcTeMB! (1) B HEOJHOPOIHYIO CUCTEMY YPAaBHECHMH NMyTeM JCIICHUS
Kaxgoro ypasHenus (1) Ha ofHy HensBecTHYIO X, + 0.

O6wuii myTH pacyeTa TaKoB.

Hcng ypasHeHus cuctembl (1), Hanp. Ha x,, # 0, N0JYyYUM HCOOHOPOIHYIO CUCTEMY
{n — 1) ypasuennii (5) u ypasnenune (6). Vcuucnenue ¢, w3 ypasueHuit (5) u (6)
TIPOU3RCICHO MCTOJOM NOCJIEI0BATCALHBIX NPHOXKeHHUiL.

1. 3a npubsnkeHne HYJeBOro NMopsaka cOOCTBEHHOTO Yucia g, bepem n3bpaHHoe
uneno Ve u Buluncasem 3navenus kospduunentos Va;, = f; (Vo).

2. Moncrasnss koshdumnentsr Vg, , B ypasuenus (5) U peruast 3TV ypaBHCHUS
ik s

Xn

(0)
onpeaesseM QTHOUICHWS (—l>, i=1,2,....n— 1.

3. TToctpoum rpaduk Gyrxuun (7) aprymenta g, [puGmmkenne V¢ Torma sensercs
xopueM pyHknuu (7) (M. puc. 2). ‘

Boobue n-oe npubauxenue Mg coOCTREHHOro 3HAuEHUA &, MBI ONMPEACTHM U3

(m—1)
X;
ypasuenust ™@(e) = 0, rae "d(e) — dyukaua (9). TIpurom oTHOEHS (—’),
x’l
i=1,2,...,n — 1, Mbl onpenenum u3 ypasHennii (5) ¢ kodpduunentamu ™ Vg, =
(m

= f,..("" " Ve), rae ™" Ve spnserea (im — 1)-bIM npuGAMKEHKCM YHCHA £

DTOT MeTO/I OKa3bIBACTCA BHITOJHBIM U B TEX CJyd4asX, KOTAa ONpeaeauTens (3)
MMeeT BBICOKHI NMOPANOK U OTpe/IesieHue &y W3 YeaoBus (2), UCKITIOYUTENLHO Mpu-
MEHSIEMOTO B JIMTEPATYPE, CTAHOBHTCA YPEIMEPHO 3aTPY/HUTEIBHBIM,

B cTatbe npH noMouiM 3Toro MeToJa UCCAeA0BaHbl KPUTHYECKHE HArpy3Kd ABYyX-
TIPOJIETHON paMbl cO CMEIAIOIIMMHUCS M HecMeLIaloliMMucs y3inamu (pue. 1).
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B nocnemHeM naparpade 9TOH CTaThy 10K43aHO, KaK HA OCHOBaHUM (PU3UYECKOTG
3HAYEHUST NPOLECCA BLIYUCIEHHS TOAXOISAIIMM crnocoOoM u3bpaTh ypaBHEHHE (6}
u3 cucreMsl (1), uTo6bl NODYUUTH NEPBOE HIIM BTOPOE NpHOHKCHUE UHCHA £y ACC-
TATOYHO TOHHOE.

Résumé

CALCUL DES VALEURS PROPRES SUR LA BASE D'UNE
TRANSFORMATION D’UN SYSTEME HOMOGENE D’EQUATIONS
ALGEBRIQUES

Vieapmmir FiRT

En appliquant les méthodes les plus connues (méthode des déformations, méthode
des forces, intégration d’équations différentielles, méthode de Ritz, de Galerkin ete.)
pour examiner la stabilité et les fréquences propres des constructions d’ouvrages
d’art, on rencontre le probleme de la détermination de la valeur propre ¢, d’un systéme
homogene (1) de n équations algébriques, lindaires par rapport aux inconnues x;, i =
=1,2,...,n, ou les coefficients a; , = f;,(¢) sont des fonctions données de I'argu-
ment &.

La méthode iterative pour déterminer le nombre g,, vérifiant les relations (2), (3),
qui fait 'objet du présent article, est fondée sur une transformation du systéme homo-
géne (1) en un systéme d’¢équations non-homogeéne. Cette transformation réside en ce
qu’on divise chaque équation (1) par une des inconnues x, # 0.

Voici le procédé général de calcul.

En divisant les équations du systéme (1), p. ex. par x, #+ 0, on obtient le systéme
non-homogeéne de (n — 1) équations (5) et 'équation {6). Le calcul de ¢, par les équa-
tions (5) et (6) a été effectué moyennant la méthode des approximations successives.

1. Comme valeur approximative de 'ordre zéro de la valeur propre ¢, on prend
un nombre choisi (¢ et I'on calcule les valeurs des coefficients Va, , = f;,(‘V%).

2. En substituant les cocfficients P, , dans les équations (5) et en résolvant ces

(0)
. . . . X .
équations, on détermine les rapports (—), i=1,2,..,n—1
x)l

3. On construit un diagramme de la fonction (7) de argument &. L’approximation

(Vg sera alors racine de la fonction (7) (voir fig. 2).

En général, on détermine la m-icme approximation ;g de la valeur propre g, par
Iéquation () = 0, o " d(e) est la fonction (9).

i

(m=1)
Cela étant, on détermine les rapports (-), i=1,2,...,n—1, par les équa-
xll
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tions (5) aux coefficients ™~ Va, , = f; ("~ Ve), ot " Ve est la (m — 1)-iéme appro-
ximation de g,.

Cette méthode est avantageuse aussi dans les cas ol le déterminant (3) est d’un ordre
élevé et la détermination de ¢, par la condition (2), employée exclusivement en litté-
rature, devient excessivement onéreuse.

Dans Particle on a utilisé cette méthode pour calculer les charges critiques d’un
portique & deux travées avec nocuds déplagables ct fixes (fig. 1).

Dans le dernier alinéa de cet article on démonstre comment, en prenant pour point
de départ la signification physique du procédé de calcul, il faut choisir de fagon
convenable I’équation (6) du systéme (1) pour obtenir la premiére ou la deuxi¢me
approximation de g, suffisamment exacte.
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