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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY . CisLo 1

URCENI KORELACNICH FUNKCI NA VYSTUPU GENERATORU
SPOJITYCH NAHODNYCH PROCESU

KAREL JANAC

(Doslo dne 8. dubna 1960.)

Generator je realisovan linedrnim filtrem s konstantnimi koeficienty o pfeno-
sové funkci £(p), na jehoZ vstup prichdzi bily Sum. Uvedenou metodou se vy-
poéte korelacni funkee na vystupu jako impulsni odezva nového filtru o pieno-
sové funkci Q(p). Je udén prechod z F(p) na Q(p) a podminky, které musi
sphiovat pienosovd funkee Q(p), aby impulsni odezva byla korclacni funkei

Pii feSeni pravdépodobnostnich Gloh metodou modelovani se vyskytuje nutnost
generovati uméle nahodné procesy s predepsanymi pravdépodobnostnimi vlastnostmi.
Velmi asto potfebnym typem gencratoru nahodncho procesu je generator, na jeho?
vystupu je spojity stacionarni ndhodny signal s danou korelaéni funkei. Tak tomu je
napf. pii feSeni problému filtrace, detekce signalu v Sumu, v soustavach auto-
matické regulace, adaptivnich systémech atd. Takovy generitor lze realisovat
pomoc{ linearniho filtru, na jehoZ vstup plichdzi znimy nihodny proces (napf.
bily $um). Zménou dsclnych hodnot prvka filtru i zménou jeho topologické
struktury lze ménit pravdépodohnostni viastnosti signalu na vystupu. V pasmu
nizkych kmitoétit lze s vyhodou k realisaci takového gencratoru pouzit prvka clek-
tronkového analogového potitade (stejnosmérnych zesilovacd, poditacich odpori,
potenciometr(i a kapacit). Takovy linedrni filtr je zccla charakterisovan svou preno-
sovou funkef F(p) (pomér operdtorovych obrazli napéti na vystupu a vstupu filtru).

P¥i realisact generdtoru spojitého ndhodného procesu vznikaji dvé alohy:

1) Jak pii daném vstupnim signalu a pfenosové funkei linedrniho filtru £(p) ekono-
micky urcit korelaéni funkei néhodného procesu na vystupu.

2) Jak p¥i daném vstupnim signalu a predepsané korelacni funkei nahodného pro-
cesu na vystupu urdit picnosovou funket F(/)) lincarniho fiftru,

Prva tloha je analysou a druhd synthesou generatoru spojitého nahodnéhio procesu.

Tato prace se v podstatd zabyva prvym problémem. UkdZeme, Ze k vypoctu
korela¢ni funkce lze s vyhodou pouZit jednostranné Laplaceovy transformace
(véta 3) a soulasng tento problém Uzee svazat s metodikou vypodtu prechodnych

d&jti v lincarnich obvodech (véta 4). Tim lze k uréeni koreladni funkee pouZit s vyho-
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dou vlastni pocitaci sité generatoru, realisovaného metodou analogového elektronko-
vého diferencidlniho analysatorn. Svazani vypoétu korelacni funkce s uréenim im-
pulsni odezvy linearniho filtru skytd moZnosti fesit i druhy problém, nebof lze nava-

zat na dosti propracovanou otazku synthesy linedrnich filtri z Casove odezvy.
Principialni blokové schéma gencratoru spojitého nahodného procesu je na obr. I,
kde F(p) je prenosova funkee lincarniho filtru se soustfedénymi parametry, Na vstup
se privadi stacionarni nahodny signdl N(1), charaktcrisovany spektralni hustotou
Sy(w) a ji odpovidajici koreladni

Nie -F Xt) funkei i?,\f(t)‘ , '
A Na vystupu filtru (gcneraloru) se

obdrZi spojity nahodny stacionarni

[S“(w)' Ay proces X(¢) sc¢ spektraini hustotou

Sdw) (diferencovatelnou pro vie-

Obr. 1. chny ) a korelaéni funkci R,(t).

Linearni filtr je konstruovan tak,

Z¢ lze snadno ménit jeho tvar i hodnoty konstant funkce F(p). Tim lze na jeho vy-

stupu ziskat signal X(¢) s rliznymi pravdépodobnostnimi vlastnostmi. DileZitou cha-

rakteristikou je jeho korelaéni funkce R (7).

Je poloZen problém, jak pii dané prenosové funkei F(p) a vstupnim signalu N(/)

vypodist ckonomicky korelagni funkei R (t) na vystupu filtru.

Syw), Ry ()]
[N v v (T [/,__(/_w)l k{f}]

Je znamo [ 1], Zc spektralni hustota signalu na vystupu je déana
(1) S(w) = [F(jo)* Sy(w)

a korelaéni funkce')

o
) R (7) = lj Sw) ™ do .
2n) o
Plati tedy také:
+ o
(3) R (1) = 2' f [F(jo)* Sy(w) ' dos .
Tt

AZ doposud jsme predpokladali, Ze signély na vstupu i vystupu jsou spojité (podle
stfedu) stacionarni procesy. Mohli bychom také obecndji uvaZovat zobecnéné stacio-
narni procesy, tzv. ndhodné stacionarni distribuce. Vztah (1) i pak plati s tim rozdilem
e funkce S (w) a Sy{w) nemusi byt integrovatelné. Nutnad a postacujici podminka
pro to, aby stacionarni nahodna distribuce byla oby&ejnym stacionarnim procesem je,
aby pfisluina energetickd spektralni hustota byla integrovatelnd (tj. aby integral
pfes celou primku byl koneény). Piikladem ndhodné stacionarni distribuce je tzv.
bily Sum, ktery je limitnim piipadem procesu s dostateéné Sirokym rovnomérnym
spektrem. Jeho spektralni hustota je identicky rovna 1. V dal§im budeme predpokla-

By vstupni signal je piipojen k filtru v ¢ase 1 = — oo. Prakticky je dostatetny piedpoklad pFipo-
jeni dosti dlouho pied méfenim (pouzitim) generatoru,
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dat, 7e na vstup je piivadén bily Sum?®), tj. Sy(w) = 1. a soutasng budeme predpokia-
dat, Ze filtr ma tu vlastnost, Zc proces na vystupu je obydejny staciondrni proces.
Nutnd a postadujici podminka pro to je. aby funkce |F(jw)|? byla integrovatelnd,
coz budeme dale viude predpokiadat. Vzorec (3) pak ma tvar

(4) R(7) = L [ - |F(jo)? e do> .
2n ) .,

Cilem této prace je ukazat, jak k vypoctu korelagni funkce na vystupu linearniho
filtru 1ze s vyhodou pouZit jednostranné Laplaceovy transformace.

Stabilni linearni filtr se soustfedénymi parametry je obecné uréen plenosovou
funkci typu

a,p" + a,,p"
(5 F(p)= -
(5) ) o b

1 ,
+ ...+ ay

bbby

kde a;, b; (i = 0, 1.2, ...,n; j =0, 1,2, ..., m) jsou realna &sla, pti¢em? a,, b,, + 0,
m = n a poly funkce F nelezi v komplexni poloroving Re p > 0.

1

Omezme se v dal$im na stabilni linearni filtry se soustfedénymi parametry, pro
JejichZ prenosové funkee (5) plati m > n a jejich? viechny pély leZi v poloroviné
Rep < 0. 3) Oznacme % mnoZinu vSech prenosovych funkei filtrd, které spliuji
tyto poZadavky. Jestlize Fe &, pak |F(jw)[2 je integrovatelna a tedy shora pozado-
vany predpoklad na F je splnén.

Vyslovme nyni vétu;

Véta 1. Necht' F e 5. Potom existuje Q € F, Ze pro vSechna p
(6) F(p). F(—p) = 0(p) + O(—p).

Duakaz: Necht fy, f,, ..., f, Jsou poly funkce I a necht 4, s,, ..., 5, jsou jejich
nasobnosti. Ziejmé plati isi = m. Potom existujc prav¢ jeden rozklad funkce

S
F(p) F(—p) na Castecné zlomky

k si k Si !

A A, i A,
S i ES L R

=1 ﬁ‘l (I’ — [gi‘)»\rl'l*_i ‘.Zl _%‘1 (, p - /gl_‘)s.H-J

kde konstanty A;; a A;; jsou uréeny pomoci rozkladu [2], [3].

l 4! oo ; }
o) = s [ o=y )|
(j— D Ldp ™! b=t

2y Bude ukdzino, ze metoda je pouzitelni i v pripade obecngjsim. Prakticky je bily sum (ktery je
nercalisovatelny) pii realisaci generatoru nahrazen bilym Sumem s omezenym spektrem a §ifka
pdasma filtru se voli mengi ne? je Site spektra ,,bilého Sumu‘® [4],

3) Filtry, pro které plati m = », nemaji prakticky vyznam pro realisaci gencriatoru, nebot lze
snadno dokdzat, Ze prendseji na vystup Cdst vstupniho signdlu v celém kmitoctovém pasmu. Rovnéz
podminka, poloZend na pOly, neni prakticky omezujici.
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co (=T e '
(8) Ajj = | o (= = B F(p) F(—p) -
(j =D Ldp’ b=
Dosazenim substituce = = — p do (8) Ize snadno ukézat, Ze A,; = A;; pro kazdé ja i.
Staci tedy poloZit pro vischna p
ko5 A

9 olpy=> 5 ——
( ) ) 12:41 j‘;l (/’ o ﬁi)sﬁrl‘,/
Z predpokladu F'e 7 pak vyplyva, Ze i Q € #, a tedy pro kaZdé p plati (6), coZ bylo
dokazat.

Ukazme si nyni, jak lze k vypoétu korelaéni funkee na vystupu fitru § pienosovou
funkci Fe & pouZit Laplaccovu transformaci. Plati nasledujici véta:

Véta 2. Necht' FeF anecht' h je spojitym origindlem k funkei F(p) F(—p) ve smysiu
dvoustranné Laplaceovy transformace.

Potom korelacni funkce R, ndhodného procesu na vystupu filtru s pienosovou funkel I,
na jehoz vstupu je bily sum, je pro kaZdé 1€ (— o, o) ddna virazem

(10) R () = h(r).

Dikaz: Podle pfedpokladu, ¢ & je originalem k funkei F(p) F(—p). plati pro

kazdé T vztah*)
1 O+ joo

h(z) = ‘“TJ F(p) F(=p) " dp,
2‘7-[/ O—jm
odkud substituci p = jw obdrzime
l + o o ) e
h(t) = — [F(jo)]? e’ dor ,
27 J —w

a tedy dle (4) plati (10), co? bylo dokazat.

K vypoétu koreladni funkce by bylo vyhodnéjsi pouZit jednostranné Laplaccovy
transformace, pro kterou jsou k disposici podrobné operatorové slovniky. To umoz-
Auje nasledujici véta:

Véta 3. Necht' Fe# ak ni nechr piislusi podle véty 1 prenosovd funkce Q €7, jejiz
spojity origindl ve smyslu jednostranné Laplaceovy transformace je funkee q.

Potom korelacni funkce R, ndliodného procesu na vystupu filtru o prenosové funkci F,
na jehoZ vsiupu je bily Sum, je pro kazdé e (— o, o0) ddna vyrazem

(11) R(t)=y¢g(lr), pro %0
a
R0} = lim ¢(1).

=0+

4) Snadno se lze piesvéddit, ze & spliuje podminky vety o inversi; [8], str. 210, véta 1.



Dfive neZ pfistoupime k dikazu této véty, dokazeme si jedno lemma, které ve
specialnim piipadé 1 > 0 je dokazdno v [5].
Lemma 1. Necht |6(p)] < CR™* pro R > Ry, kde p = R’ (0 < ¢ < 27) a R,, C,
k jsou uréité kladné konstanty.
Potom pro t > 0
lim [¢ . @(p)e dp =0,

R-m

aprot <0
lim f¢,. ®(p)e”dp =0

R~
kde
, 3
Cy = Jp:p = Re'?; fg ¢ = '—rc)\
{ 2 2
a

Cr —{p:p = Re/; 0 <

A
<
IA
|
=
X
o>
S
)
=1
IA
IA
o
=]
[N

Dikaz: Pro ¢ > 0 je toto lemma dokazéano v [5], str. 76. Provedeme proto dikaz
jen pro ¢t < 0. Plati

U‘CR,_ (D(IJ) ept d])] < CR*IH'I |(:)z/2 (ethosd) + eRlsind)) d(/)

T — 2¢ . 24
) asin¢ = Jf , dostaneme
7 T

JelikoZ pro ¢ e<0, §> jecos¢ =

a jelikoz t < 0, tak pro R — oo plati
fep-@(p) e dp -0,
coZ bylo dokazat.
Diikaz véty 3: Ze vztahii (10) a (6) plyne

0+ jm

(12) R¢p7%J [0(p) + O(=p)] " dp

0—j»n
DokaZme nejprve existenci integralu®)
(13) (622 o(p) e dp.
JelikoZ Q € # je analytickd v poloroviné Re p = 0, plati podle Cauchyho véty pro
kazdé Rat <0 :

!gljﬁ Q(p)e™dp + .l‘Cn'- Q(p) e dp =0
a tedy dle lemmatu 1 je
{63 0(p)e™dp =0 pro t<0.

5) Integraly nutno brat ve smyslu hlavni hodnoty.



V pfipadé T > 0 integrujeme po Cp a z Cauchyho véty a lemmatu 1 dostaneme
foXi=o(p) e dp = ZHJL res; O(p) e”

Nechf nyni T = 0. Potom existence integralu (13) plyne z nasledujici Givahy:
Rozvineme Q(p) na Castedné zlomky (9). Pii integrovani jednotlivych sditanci se:

vyskytuji dva druhy integrald

O+ joo O+ jw .
J Ay dp f _ﬁ;%_l dp,
O—jw (l) ﬂ) 0—jeo ([7 - /)”)

kder=1,2,....8;, — 1,i=1,2,..., k. Pro kazdé r = 1 cclé plati

0+ jm 0+jR
[ Aidﬁ:Jrl = lim “ Al “—:—H d]) =0.
Jo-jw (P - /}i) R=ow Jo- iR (1’ /f.')

Ozna&ime-li f; = u; + jv; (u; je zfejmé zaporné Cislo), pak pro kazdé i =1,2,... k

dostaneme
O+ jo ) 0+ jR .
| CAn g i J _Aw gy =
O—jm(p_ﬁ) R Jo- ,R(/"ﬂ)
= Ay, lim [log (J(R — v)) — u;) — log (—j(R + v;) — u;)] =
R-o o

o — o4+ R
+7j l:arctg iz R arctgl’ + ]} =

U; U;

; 2
= A, lim J] log uﬂi—_ﬂ
R— 12 u? + (R + ‘,i)z

a tedy
k
(14) 8535 Qp)dp = jn 3. As,.

Z uvedenych tGvah vyplyva, 7c i integral (13) existuje pro viechna realna . Existuje
tedy i integral
0+j» o( ﬁ—p) et dp

Jo~Jw
a lze psat pro viechna t

I 0+jm 1 O+ jw
R(t) = — Q(p)erdp + f Q(=p)e™dp =
( ) 27 Jo-jo ( ) 2 Jo- s

PO+ jm rPO+ jo

— O(p) e dp + — O(p)e P dp.
21 Lo 21 Jo-ju
Oznaéme pro kazdé t
O+ jo
g(1r) = — O(p) e™ dp.
ﬁ/ —J

30



Potom z piedchozich tvah vyplyva, 7e prot < 0 je

g(t) =0
a z jednoznacnosti Laplaccovy transformace pak plyne, Z¢ ¢(7) je origindlem ve smyslu
jednostranné Laplaceovy transformace k funkei Q(p).

Dostaneme tedy
R(7) = q(t) + 4(~1)
a odtud R(z) = ¢(||} pro 7 + 0.
JelikoZ z (14) X
q(0) =} ¥ 4w,

i=1

tak zfejms z (9) a z véty o pofateéni hodnoté [3] plyne

k
R(0) = 2¢(0) = Y A, = lim¢(7),
i=1 >0+
coZ bylo dokézat.

Z véty 3 vyplyva nasledujici pouziti pro vypocet korclanich funkcei na vystupu
filtru s pfenosovou funkei F'e #, na jehoZ vstup je pfivadén bily Sum. Pomoci vzorce
(7) a (9) je moZno vypocitat funkei Q. Hledand korelaéni funkcee je pak rovna g(lz|),
kde ¢(t) je originalem jednostranné Laplaceovy transformace k funkei Q(p) a je mozno
k jejimu vypo&tu pouZit tabulek Laplaceovych transformaci.

VEte 3 Ize téz dat fysikalni interpretaci. Z teorice elektrickych obvodi je znamo, Ze
odezva linearniho filtru, na jehoZ vstup je pfiveden jednotkovy impuls, je dana zpét-
nou Laplaccovou transformaci z prenosové funkce. Uvazujeme-li linedrni filtr s pfe-
nosovou funkci Q, je jeho impulsni odezva rovna Rx(‘[) nrot = 0.

Je mozZno tedy vétu 3 vyslovit v nasledujicim tvaru:

Véta 4. Korelacnl funkce ndhodného procesu na vystupu linedrniho filtru s pFenosovou
funkel FeF, na jehoZ vstup je priveden bily Sum, je ddna impulsni odezvou filtru
s prenosovou funket Q(/)), kde Q odpovida funkci F podle véty 1.

Vyznam této véty spociva v tom, Ze lz¢ prenosovou funkei Q(p) vymodelovat napf.
na analogovém pocitadi a registrovat pfimo impulsni odezvu. ObdrZime tak pfimo
graficky pribéh korelagni funkce R (<), ktery by se jinak musel pracné pocitat a vyna-
Set. Lze najit takovy zplisob modelovéani picnosové funkee F(p) 1 Q(p). Ze &ast poci-
taci sit¢ z(stava beze zmény pii prechodu z F(p) na O(p).

K uceltim navrhu generatoru spojitych ndhodnych procesti i k FeSeni problému
synthesy takovych generatorl je duleZité, zda nelze omezit néjakym zptsobem tfidu
funkei Q(p). Za tim Glelem uvedeme jeité nasledujici Gvahu.

Z vety 1 plyne, Ze pro Q € 7 je m > n. Vyjadieme nyni Q ve tvaru:

1| 2

_Cy " + 0y 2P+ e
Q(p) - m—1 o
Pl d o p + ...+ d,




Ze vztahu (9) plyne, Ze

Ais.- = Cp-1

agle

i=1
a tedy liSi-li se stupné polynomu v Citateli a jmenovateli o dvé nebo vice, je to ekvi-
valentni podmince ¢,,_; = 0, ¢,,—, = 0.... Z dikazu véty 3 pro © = 0 plyne, Ze
v tomto piipadé by bylo

R(0) =0,
coZ mitZe nastat jen tehdy, kdyZ F(p) = 0, tj. jen tehdy, kdyZ filtr nepropousti Zadny
signal a na vystupu je stale nula.

Z uvedeného plyne, Ze pfenosova funkce Q € 4 ma stupeni polynomu v d&itateli
pravé o jednic¢ku niZsi neZ stupefi polynomu ve jmenovateli.

Odvozenych vét lze pouZit k vypoltu korelaéni funkce na vystupu filtru i v pfi-
padé, kdy na jeho vstupu neni bily um, pokud funkce |F(jw)|® Sy() ve vztahu (3).
spliiuje podminky, kladené na funkci |F(jw)|?* ve vztahu (4). RovnéZ lze uvedeného
postupu pouZit 1 v jinych aplikacich, kde je tfeba FeSit uvedeny typ Fourierova
integralu. K vypoctu lze s vyhodou pouZit jednostranné Laplaceovy transformace
a metodiky rozpracované k vypoétu piechodnych dgji v linearnich obvodech [6], [7].

Odvozeny postup si demonstrujme na nékolika p¥ikladech.

Pfiklady:
1
1. F(p) = .
() -
_ b _
1 1 2f4 2
F(p). F(—p) = . = + L
S ey g M Ry}
_ b
— 2/)’1 ey - 1 Mt
%) p=Bi ) 2
— 1 — 1
R(7) = —_% ohulel . -
(=g RO= o
1
2. Fp)=——————:fi £ 58
(7) (r — B)(p — Ba) ’
1 1

F(p). F(—p) = — . =
(7). F=r) (p=B)p—Ba) (=p—B)(=p — B2)
— 1 1 ’

AR N P
p— [ p— B, -p— By —p = b2
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-1 1
2 _ p2 2 p2
0(p) = 28:(f2 = B1) " 28,(B7 — B3)

P — By p - B,
-1 _1
R, S ) L I —Y T
(T) 213 (ﬁz _ 1) 2ﬁz(ﬁ1 2 e
RO) = —— 1 4 !

26,82 — B3 2B,(B — B2)

1
1
D) = o o =Ry
-1 b
4p3 4p7
op) = — + N
(l)) p— B (P - ﬁl)
RX(T) _ 4[123 it 4 /;2 7] Pt
R - .
(0) = 4ﬂ1
F P
0= om0 =)
F(o\ Fl—p) = p—cq —pP — %
o — f} o6 = f
B 1 T 3 W 2 (Ll )
O(p) o_p T, 5
RA(7) = . oaf — 7 ol T S el
() — 28,3 - BY) " 2627 — /f-)
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Pesrowme

OMPENEAEHUE OVHKUMMU KOPPEJALMM HA BbIXOAE
TEHEPATOPA HENPEPBLIBHBLIX CIVUAMHbBIX ITPOLECCOB

KAPEJ AHAY (Karel Janac)

B ctatee pazpaboTan MeTON BRIUMCACHKS (DYHKIMM KOPPEISIIM Ha BBIXOAC I'CHE-
paTopa HEelpepbIBHOTO cliyvaiiHoro npouecca. ['eHepaTop OCyILECTBICH MOCPEACTBOM
JMHEHOTO QUIBTPA € COCPETOTOYEHHBIMY HAPAMETPAMH H NTepeAaTOuHO QyHKiiuci
F(p), va BXoac KoTOPOro MmeeTcs Ocablit wyM. T1pH HEKOTOPBIX HECYHICCTBCHHBIX
OTPaHMUCHHSX, kacatoiunxcs Gynkimu F{(p), MoxHO (YHKUHIO KOPPLIILMH npoilecca
Ha BBIXOJE ONPEJACNIHTL 1IPH NOMOIIM OAHOCTOPOHHErO npeodpazosanus Jlamnaca,
KaK peakiifio Ha CAHHHYHYIO HMOYJILCHYIO (DYHKHHIO HOBOI'O GHUILTPA ¢ nepelatou-
noit ¢yukumeit Q(p). JdacTcs noxazarelbCTBO MCTOIA W yKasniBactcsi cnocol BLI-
uncaeHnst Py Q(p). 3aTeM NPUBOJSITCS YCIOBHS, KOTOPBIM AOJKHA YIOBAETRO-
paATH nepenatoudas Gpynkuus Q(p), 4To0bl ce Peaklivs Ha eAUHUYHYIO HMITYJIbCHYHO
bynkurio Obima Pyukunei xoppeasuud. MeToHI ABJISCTCS 0COBEHHO BbITOAHDIM,
koraa GUILTP ¢ nepenatounoi GyHkuuch F(p) ocyniccTriseTess MOCPEACTBOM ICK-
TPoHHOro AU(PepeHUMATBHOrO aHaaH3aTOPa 4HAIOTOBOTO THNA, NOTOMY UTO
Cro MOKHO OJJHOBPEMEHHO UCTIONB30BATE LISl OIIPE/ICTICHUS PCakUUM HA CAMHUYHYIO
UMIYJabCHYO  (hyHKkLM0 O(p). YacTe BBIYHCIMTENLHON CETH OCTaeTCs NpH Mo-
JICTUPOBAIHN nepeiaTounblx (pyHkumit F(p) m Q(p) 6e3 namencuus.

CraThs CHaDXKEHA HCCKOJBKHMH NPUMEPAMH.



Summary

DETERMINATION OF CORRELATION FUNCTIONS
ON THE OUTPUT OF A GENERATOR OF CONTINUOUS RANDOM
PROCESSES

KAREL JANAC

A mcthod is presented for the calculation of correlation functions on the output
of a generator of continuous random processes. Such a generator may be represented
by a linear filter with lumped parameters and a transfer function F(p), and with a white
noise input. Under certain unimportant assumptions on £(p), the correlation function
of the process on the output can be determined by means of the one sided Laplace
transform as the impulse response of a second filter with transfer function Q(p).
A proof of this is given, and also a method of computation of Q(p). Conditions on the
transfer function Q(p) are determined, which ensure that its impulse response be
a correlation function. The method can be employed to greatest advantage when the
filter with transfer function F(p) is represented on an electronic differential analyser:
the impulse response of Q(p) can be determined simultaneously, since sections of the
programme for the simulation of F(p) and Q(p) are identical.

Several examples are included.
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