Aplikace matematiky

Bohumil Jurek
Metoda numerického feseni obycejnych diferencialnich rovnic 1. radu a jeji

pouziti v geometrické optice
Aplikace matematiky, Vol. 4 (1959), No. 3, 203-210

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/102661

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1959

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/102661
http://dml.cz

SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 3

METODA NUMERICKEHO RESKENT
OBYCEINYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC 1. RADU
A JRJT POUZITI V GROMETRICKE OPTICE

Bonumin JUrREK

(Doslo dne 13. ¢ervence 1957.) DT:517.92:518.12:535.31

Je popsan zptsob, jak piejit od zndmého piibliZného fefent obydejnd
diferencidlni rovnice 1. fadu k FeSeni presnéjdimu. Jsou uvedeny apli-
kace tohoto zplisobu na ulohy asférické optiky.

1. PRINCIP METODY

Bud dana v ntkteré jednoduse souvislé oblasti bodd [, y] diferencidlni
rovnice

dy

dx

= [(x, y); (1)

o funkei f(x, ¥) pFedpoklidime, Ze je spojitd v x a y a ma spojitou parcidlni
derivaci 1. ¥adu podle y. Rovnice (1) necht ma pro danou dvojici hodnot ay, ,
na jistém intervalu hodnot a piiblizné Feseni, derivovatelnou funkei F(x)
takovou, 7e F(x,) = y,. Nasim G(kolem je zlepdit aproximaci feseni rovnice
(1). K tomu ¢fli uvazujme funkei proménné i, zavislou kromé toho na n para-
metrech, shodnou pro jisty bod prostoru parametran s funkei #(x). Ziskdme ji
napt. tim, Ze pficteme k funkei F(x) mnoélen v x-2, s » obeend nenulovymi
koeficienty a s nulovymi koeficienty u ¢lenu nultého a prvého stupné. Za para-
metry si v8ak nevolime koeficienty mmohoélenu, ale hodnoty ¥, nove zave-
dené funkce v riznych bodech a,. Miizeme proto oznacit novou funkei symbo-
lem  F(x; 9, ¥y, ---, ¥a); Jeji derivaci podle x oznadime F'(x: ¥y, sy - - Yn)-
O funkei I pledpoklidame, %e md totalni difevencidl vzhledem k proménmym
Yis Yoy ooy ¥y VEude, kde bude uvazovina. Je toedy diferencial funkee 17”(,1';
Yis Yoy - -+ Yp) PI1 pevné hodnoté x dan vztahem

noa Y

1 => g,

¢ - 2, Qi
Y
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Pii postupu, ktery ma zlepsit aproximaci feSeni rovnice (1), vyjdeme z té
okolnosti, ze derivace F'(x) funkee F(x) se v obeeném ptipads lisi od f(x, F).
Tento rozdil nepfiznivé ovliviiuje piesnost fedeni. Pokusime se volbou para-
metrt 9, dosdhnout toho, aby rozdil F'(x; v, vy, ..., ¥,) — f{z, F') alespon
piiblizne vymizel pro viechna w,. PFi stanoveni podminky pro to pouzijeme té
okolnosti, ze F(x) je piibliznym integrdlem rovnice (1) a nahradime rondil
F(@; 4y, s - -5 Yu) — F(2) diferencidlem. Oznadme

e ) Pl — :

F (mk’ Yis Yas + -5 .I/n) - F(Q’I\) - Ayk . (2)
Veliginy Ay, uréime pozadavkem, aby spliiovaly soustavu rovnie
. oFy of .
F (x'm) + = A?//r “]‘(:UWMF(‘%.M)) T\, /]ym =0, m = lz 2, ..5m,

o1 Ykl m CYm
(3)

kde zi ty s indexem m znadi, Ze parcidlni derivace s séitdny pro bo
kde zavorky s indexem m znaéi, Ze parcidlni derivace jsou pocitany pro bod
[#m, ()] ReSeni rovnice (3) se d& pouzit pro korekei funkce F(z). Ma-li

n

korekce tvar
n

Pl — xy) = Z ap(® = 2o)™ P> 1, (4)

k=1

vypodteme konstanty «, ze soustavy rovnic

n

>, — x)™* = Ay, s=1,2 .. n. (3)
E-1
Dale stanovime
‘ (@ @)™, (T )", s (@ —2)
eF’ 1 @y — @)™, (@ )™, ey (T — )™

pfidemz D je determinant soustavy (5). Ma-li korekee jiny tvar, poéitdme. ji
ze soustavy rovnic (3).

Z toho, co bylo uvedeno, neplyne, Ze popsand metoda vede vidycky k cili.
V nékteryeh piipadech véak ke zlep$eni aproximace dochazime, jak ukaZzeme
v dalsi kapitole.

2. PRIKLAD
Nejvhodnéjsim piikladem aplikace aproximaéni metody je priblizné fegeni
problému, jehoz presné FeSeni je znamo. Takovy je problém tvaru zrcadel

optické soustavy presné aplanatické pro pfedmét v nekoneénu. Jsou znidma
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dokonce dvé exaktni FeSeni tohoto problému, jedno SCHWARZSCHILDOVO,
druhé autorovo, takze kontrola piesnosti vypoétu je mozna. V obou ptipadech
jde o soustavy slozené ze dvou zrcadel.

Presné aplanatickou nazyvame takovou optickou soustavu, ktera zobrazuje
piesné bodové néktery bod na optické ose a kromé toho ptesnd splituje sino-
vou podminku. Je-li pfedmét v nekonec¢nu, je sinova podminka dana vztahem

y = [sina,

kde y je vzdalenost bodu dopadu paprsku na prvni plochu od optické osy,
o thel, ktery svird prislusny paprsek, prochazejici obrazovym bodem, s optic-
kou osou,

&
Ts
LF: d L

Obr. 1.

Pii feteni pirediozendého problému jsem pouzil parametru, definovaného
na zdklads vzdilenosti priseéiktt prodlouzenych paprski s optickou osou od
prasediki téchto paprskit se zreadlem. Tuto vzdalenost oznaduji p na strand
piedmdétové (pfed odrazem), p’ na strané obrazové (po odrazu). Abych odlisil
veli¢iny, vztahujici se k riznym zrecadlim, pfipojuji k témto znatkim indexy
(obr. 1). Jina dtlezitd velidina je vzddlenost g, mezi prisecikem prodlouzeného
paprsku dopadajiciho na druhé zreadlo s optickou osou a obrazovym bodem
soustavy na optické ose. K vypodétam pottebujeme dale vzdilenost d vrehola
obou zreadel a Ghel &, paprsku odrazeného od prvého zreadla s optickou osou.
Zavedeme si tato oznadeni:

e (3)

V= 0y — (g (9)
Oy — G2

Z = ({_{_ . (10)

Pro tyto velidiny jsem odvodil ve starsi prici [1] vatahy

&

1 ,
Py = -3 [f: — —_]»; 2d — o) (22 — 1)] , (1)



20 — v

s, = — 1 — 0 12
COS &, p (12)
1z 2d — v — 2 1
dz  2d—v—2f 1 , (13)
do v(2d — ) )
iy
z = (2d —v) [Ul — 11 — > ] . O, C, konstanty . (14)

Vztah (13) je diferencialni rovnice, na niz budeme aplikovat nagi metodu.
V obecném pripadd jsou obé zreadla presné aplanatické soustavy nekulovi
(asférickd). Jsou vdak prakticky pouiitelné piesné aplanatické soustavy
-s prvym zreadlem piiblizné kulovym. Nahradime-li u takové soustavy prvé
zreadlo kulovym a druhé uzplsobime tak, aby davalo s prvym piesnd bodové
(stigmatické) zobrazeni nekoneént vzdaleného bodu na optické ose, vanikne
soustava, kterd uz neni piesné aplanaticka, ale kterou miZeme povazovat
za jisté piibliZeni k pavodni soustavé. Tvar zreadel této nové soustavy mi-
zeme vyjadiit analyticky. Definujeme-li si veliting », z v nové soustavé na
zakladé useklt naprodlouZenych paprseich jako jsme to udélali u pavodni sou-
stavy, maZzeme psat vztah [2]

v r3 .

PR 1 v — 2d T2 (15)
kde r, je polomér kiivosti 1. zreadla, ¢ vzdalenost stfedu k¥ivosti 1. zrcadla
od obrazového bodu soustavy. Rovnici (15) mdzeme povazovat za piiblizné
teseni diferencidlni rovnice (13).

Provedeme zlepseni aproximace u soustavy, dané konstantami », = 4,757,
d = 29,75, ¢ = 12,80733775. Abychom ziskali orientaci o tvaru potfebné
korekee, vypodteme rozdil derivace z podle », pocitané jednak z rovnice (13),
jednak z rovnice (15) pro 4 dvojice hodnot », z, vyhovujici rovnici (15). Zé-
vislost zminéného rozdilu na » znazoriuje kiivka, pfipominajici paraboln
(zde ji nereprodukujeme). MuZeme tedy predpokladat, ze dojdeme ke znad-
nému zpresnéni Fefeni uz dvojparametrovou korekei. Klademe
Pv — vy} = a, (v — vy)? - ay(v — v,)? (16)
a oznacime
pPo= dap( __‘:.U'J),_
do

P tom 2, = 2d 1 r, = 64,257, Zadame, aby se rozdil derivaci anuloval pro

vy == 63,977, v, = 63,657. Piisludné proménné hodnoty veli¢iny z nazveme
21, %y, Jejich piirtstky (rozdily vzhledem k (15)) A, A, a dile

Py == Py == E
! ‘0 1

vy = ¥y = &y .
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Je potom

op’ 9£, — 3¢
(2 ) ST TTIL 401785714,
€2y |1 £k, — &2
ap g2 3
(%), = 1 S = ooanss,
oP 2
(i) = — --o-éf—;; = 14,34948979 ,
\ 024/ CEH, 8
opP 38, — 2
(‘7) T &451- = — 6,45833333 .
2V &3 &6,
Oznadime-li 2’ derivaci z podle v vypoétenou z rovnice (13), plati
’) ’ i ’\’ b
(ff ) = 0,04008881 (Cf‘ ) — 0,04218256 .
cZ 1 % 2

Soustava (6) nabyva konkrétnfho tvaru
0,00001908 —  4,05794591A, — 0,68055556A, = 0
0,00011210 --14,34948979A, — 6,50051589A, = 0.

E

Korekee hodnot z jsou
A, = 0,00000132 ,
A, = 0,00002016 .

Nyni mizeme stanovit tvar korekce. Plati

a, = S L — —0,00001741 ,
Poss — 8
A2 - AER

ay =L T2 0,00012235 .

Na zakladé rovnice (16) stanovime korekce jesté pro v = 64,137 a v = 63,817.
Tak ziskame 4 dvojice hodnot v, z, ze kterych vypoéteme piislusné hodnoty
kartézskych soufadnic x, ¥ bodl opravené meridianové kiivky 1. zreadla
(podatek ve vrcholu 1. zreadla). K vypodtu pouzijeme vztahi (11), (12), které
sice plati pro piesnd aplanatickou soustavu, ale daji se s jistym priblizenim
ptedpokladat také pro korigovanou soustavu. Ze Schwarzschildovyeh vzoreit
(kde py, je vzdalenost obrazu od vreholu 2. zreadla)

. 1
sin oy = %,
2d -1 5o
2 aim2 A7 t\ e AN e~
/2 sin? o, , | 1 XA L Xg\ 47
X = — = P, I — {1 —-%sin® -~ L{eos? =
4d Po [ ( d 2 2 4



je mozné vypodist k danym hodnotdm y hodnoty z pro body meridianové
kiivky presné aplanatické soustavy. Rozdil soutadnic x charakterisuje stav

aproximace.
Tabulka
x X Ei
y kulové korigovand presna a )_Chyb% .
plocha plocha plocha aproximace
i T ) T |
‘ 1,05836 0,11923 0,11922 0,11923 0,00001
1 1,59119 0,27402 0,27410 0,27412 2
i 1,96219 0,42354 0,42399 0,42406 7
\ 2,25266 0,56718 0,56846 0,56856 ] 10
O U SO ; L

Jsou-li hodnoty z, ¥ v milimetrech, je moiné se spokojit dosaZenym stavem
aproximace. Tvar druhého zrcadla uréime na zdkladé podminky piesné stig-
mati¢nosti soustavy.

3. ZAVIIR

Priklad, podany v piedchozi kapitole, ndm ukazuje, v jakych ptipadech
je vhodné aplikovat nasi metodu. Bude to predev$im tehdy, zndme-li FeSeni
diferencialni rovnice s presnosti, kterd je sice znadna, ale pfece ne dostadujici.
Sem patii zejména pripady, ¢asté ve fysice i v technice, kdy nezndme obecné
Fegeni dané diferencialni rovnice, ale dovedeme exaktné fedit diferencidlni
rovnici pro ptibuziny problém. V asférické optice je cela Fada takovych problé-
mt. Donedavna bylo vyhodné Fesit nadi metodou diferencidlni rovnici, uréujici
tvar zrcadel aplanatické soustavy s predmétem ve velké vzdalenosti na zé-
kladd znalosti tvaru ploch aplanatické soustavy s pfedmétem v nekoneénu.
Podobné diferencialni rovnici, uréujici tvar zreadel aplanatické soustavy, slo-
zené ze dvou zrecadel azrovinné desky, je moiné poéitat nasi metodou na z4-
kladé znalosti tvaru ploch aplanatické soustavy bez desky.

Popsanou metodu nebudeme pouzivat, je-li zndma aproximace malo pfesna.
K potFebnému zpiesnéni by bylo tfeba zavést mnohoparametrovou korekei,
jejiz. vypodet by byl slozity a neposkytoval by Zadné vyhody ve srovnani
s béZnymi metodami numerické integrace. K na&i metodé nesahneme ani
tehdy, jsou-li funkee f(x, y) a pFibliZny integral dany jednoduchymi vyrazy.
Cheeme-li v takovém piipadé zlepsit aproximaci FeSeni, pouZijeme znamé
Picardovy metody: dosadime pfiblizny integril do rovnice (1) a provedeme
kvadraturn. Tento postup, po pfipadé nékolikrat opakovany, ndm poskytne
presnéjsi Fedeni dané rovnice. Je viak patrné, Ze ve fysice a v technickych
oborech bude zpravidla vyhodnégjsi aplikovat nasi metodu.
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Nevyhodou metody, popsané v tomto ¢lanku, je ta okolnost, %e nezname
podminky, za kterych metoda vede k cili, ani zptisob, kterym by bylo mozno
odhadnout odehylku od presného FeSeni. Neni ani gnadné urdit tyto podminky
a vypracovat zpasob odhadu chyby. Tato nevyhoda se neprojevuje pii feSeni
problémii, u nich? je mozna kontrola vysledku, nezavislda na postupu feseni.
Tak na ptiklad u optickych soustav se mzeme piesvédéit trigonometrickym
vypoctem, jak jsou splnény podminky, kladené na kvalitu zobrazeni. Veelku
muzeme Tici, Ze metoda, jiz je vénovan tento ¢lanek, je aplikovatelnd v fadd
piipad@ a mdé mnohdy vyhody pied jinymi metodami.
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Pesome

METOJT YMCTEHTTOrO PEHISHAST OBLIKHOBENTLIX
TUMOOEPLEITTHIAILIBIX VPABHENNT 1-OTO HOPSLTIK
M ETO NPUMENEHNTE I TEOMETPHIYECKON OITTHRE

LOrVMHIJI IOPER (Bohumil Jurck)
(IMoerynmito B peparapio 13/VIL 1957 v.)

Onneniraercs METOT 11CPEX0/Ia 0T M3BCCTHOTO HPUOJOKCINIOro pemenust K 60-
JICe TOUNOMY PCTHeTHIO.

[pepnonaracres, uro jurddepennuansnoe ypasnenwre (1) umeer Juist Hexoj-
HOTT TOURN Xy, Yo B OUPCACTCHHOM UNTepBase npubaskenioe pearene F(x),
s koroporo I'(ag) = iy, I8 Bosee TOYHOMY PCIICHITIO TICPCIACM TP HOMOULI
QYHRIEM, KOTOPAst 3aBIHCHT OT & 1 OT % HapaMeTpoB 1t cosuajacer ¢ F(v) s
onpejesennoii rpynnst suavenitdi napamerpon. Taryio gyuriuno Moo mo-
ayuuTh npudapieneMm K YHRIUE F(X) H0IMHOMA ¢ 7 HCHYJICBLIMIT YWICHAMII
¢ OIYJICBLIMIT WICHAMI 1POCTBIM 1T Hepnoil erenemn. B kauecrse napamerpon
BLITOJIHO B35ITH 31aUCHIst ¥y, 9Toit HOBOIT Gynknmm B n rourax &y, Hosyio Gyni-
1o Moo odosaunTn uepes F() iy, Ya, - .oy Yy,), €C HPOHBBOILIYIO HO & Uepes
'y, vas oo, ) Wi kopoue B0 Tlpoussopnast £7(x) gynwuwnn F(x) ormi-
waceres or f(a, 1), Qopay pymauns F(@ 4y, Ya, -0 1,) BuOepem rakiv ofpa-
30M, 4roGnk pasnocts #7 — fx, F) craia B TOUKAX Xy RAK MOYKIO HAMCHLITCIT.
Ipunesenioe yegonne npuBoAuT K CHETEME 7 JIMHCHTHLIX ypasiennii (3) juis
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Ay, THE CROORI W WIJICIKC M YRABBIBAIOT, UTO JACTHBIC TPOUIBOIHLIC B CROOKAX
HVIKIO BBIUHCHSTE JUis ToaRn [2,,, F(x,,)]. Kenu npegronomnrs Ropperaumn
B BUAC HOJNIOMA, TO MOMHO HOJL30BATLEST oTnomenuamin (4), () u (6).

ABTOD TPUBOJMT UHCTCHHBIL NPUMCP, KRacaonyiics: acQepuuecioll oTiRIL.

Résumé

UNE METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DU 1® ORDRE ET SON APPLICATION
A LOPTIQUE GEOMETRIQUE

Boaumin JUrREK

(Regu le 13 juillet 1957.)

On déerit une maniére de passer d’une solution approximative connue
a une solution plus précise.

Supposons que Péquation différentielle (1) ait dans un certain intervalle
une solution approximative #(x) telle que pour un point initial (%, y,] donné
F(xy) = y,- Nous obtenons une solution plus précise a4 I'aide d'une fonction
dépendant de x et de n parametres, et qui s'identifie & F(x) pour un certain
groupe de ces parametres. Nous pouvons obtenir une telle fonction en ajoutant
a la fonction F(x) un polynéme qui a n termes non nuls et les termes des degrés
zéro et un égaux a zéro. Il est avantageux de prendre pour paramétres les
valeurs y, de cette nouvelle fonction en n points 2, £ = 1, 2, ..., n. La nouvelle
fonction peut étre désignée par le symbole 17'(;5; Yis -+ Yp), $3 dérivée par
rapport & x par i"”(ac; Yis o os Yn), s0it bref F'. La dérivée F'(x) de F(x) differe
de f(x, F); nous voulons choisir la forme de 17”(:1:; Yis -5 Yn) d'une telle maniére
que la différence F' — f(x, ') soit aussi petite que possible aux points .
La condition énoncée conduit & un systéme de n équations linéaires (3) en
Ay, ol les parentheses et indice m signifient que les dérivées particlles doivent
étre prises au point |z,,, I'(z,,)]. Lorsqu’on suppose la correction sous forme
dun polyndme, on peut utiliser les relations (4), (5) et (6).

L’auteur donne un exemple d'application concernant I'optique asphérique.
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