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SVAZEK 4(1959) . APLIKACE MATEMATIKY ¢isLo 1

STATISTIKA DETEKCE RADIOAKTIVN {HO ROZPADU

VLoapmire MATOUSER DT 539.162:519,2.004 : 539.16,08

(Doslo dne 21. dubna 1958.)

Cléanek pojedndvi o statistice detekee jodnoduchého radioaltiv-
niho rozpadu. Je probran pojem udinnosti detekce a poddna jeho
piesnd definice v souvislosti s Poigsonovyn a norméinim rozdélenim. |
Normdlniho rvozdélenf je uZito jako rozdélenf asymptotického ve
viech hiavnich piipadech detekee radioaktivity.

UvVoD

Metody méieni radioaktivity, kterd zdlezi na detekei a registraci jednotli-
vych jadernych rozpadi, petif dnes mezi nejrozsitenéjsi a nejeitlivéjsi fysikalni
metody méfeni. Ponévadi jsou zaloZeny na sledovani procesu desintegrace
jadra a interakce emitovanych ¢astic nebo fotontt s atomy, tedy na procesech
&isté statistickych, jsou hodnoty ziskané sledovanim téchto procesit vlastné
vysledky pokust sdruZenych s uréitymi ndhodovymi proménnymi a jejich
zpracovani, resp. interpretace piinasi s sebou nékteré statistické problémy.
Cilem méfeni radioaktivity je ziskani odhadit pro nékteré dilezité nezndmé
parametry zafice. Témi miZe byt bud potet radioaktivnich atomi v uréitém
¢asovém okamziku, nebo rozpadova konstanta, anebo jejich soudin znamy
iako aktivita zafife a predstavujici intensitu pfechodu zafiée jako stochastic-
kého systému. V podstaté tu jde o tyto klasické problémy:

1. nalézt distribuéni zdkony pifmo sledovanych nahodovych proménnych,

2. ziskat odhady pro nezndmé parametry,

o

3. stanovit vhodné testy pro kontrolu funkce registradnich aparatur.
Literatura pojednavajici o statistice detekce radioaktivniho rozpadu je
znadné obsahld a ma rizné zamdéieni. Zatim co prvni prace vibec se zabyvaly
pouze primarnim procesem radioaktivniho rozpadu (Batemax [2], Borm-
KIuwICz [3]), jsou pozdéjsi prace vice zamcéieny na detekei rozpadu 7 hlediska
detektoru a registratoru a na otazku Gdinnosti detekee. Z hlavnich praci zaby-
vajicich se timto thematem soustavne je tieba uvést prace A. Ruarxa a L.
Duvora [13] a A. Ruarra a F. BrammeRaA [12]. Tito autoti odvozuji za riz-
nych piedpokladi zdkony rozdéleni nékterych nahodovych proménnyech, a to
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z hlediska wéinnosti detekee stejné pro viechna radioaktivni jadra a pro jedno-
duché modely funkece registratoru. Obsdhle vypracovanou teorii registrace
rekurentniho procesu obsahuje prace R. JosTa [11] a teorii detekce hlavné
Poissonova procesu prace C. DoMBa [6]; obé jsou zaloZeny na disledném po-
uziti Laplaceovy transformace. K nim se druzi ¢linek L. CampBrrLa [4].
Viagtni statistika detekce radioaktivity tvofi thema nékolika praci N. Hora
[10], které se neomezuji jenom na staciondrni piipad detekce rozpadu (primdarni
Poissontiv proces). Udinnost detekce se predpoklada stejni pro viechna radio-
aktivni jadra. Z novéjdich publikaci je tieba jmenovat praci G. E. ALBERTA
a L. NELsoxa [1] a fadu praci L. TaxkAcsz [14], [15], ktery v nich vénuje po-
zornost pfedevsim mechanismu filtrace primarntho procesu a podrobné roz-
bird nékteré matematické problémy s tim spojené.

V nasledujicich odstaveich systematicky pojedndme o zikonech rozdéleni
ndhodovych proménnych vyskytujicich se pii registraci jednoduchého rozpadu,
plidem? se budeme snait pribliZzit co nejvice skutetnym podminkim médteni.
To znamens, %e piijimiéme tato hlediska:

1. Ve vétsing pFipadd neni Gdinnost detekce rozpadi stejnd pro vSechna
radioaktivni jadra zafide. Proti citovanym pracim vypoustime tento pied-
poklad a v 3. odstavei definujeme piesné pojem Uéinnosti detekce rozpadu
v daném ekperimentalnim uspofadani v souvislosti s obecnym asymptotickym
zakonem, a to za predpokladu zanedbatelnosti koinciden¢nich ztrat.

2. PFi skuteéném méfeni sledujeme dva druby ndhodovych proménnych,
bud podet registraci v pevném Sasovém intervalu, nebo ¢ekaci dobu pro piedem
dany pocet registraci. Odvozujeme proto piimo distribuéni zakony téchto
nahodovych proménnych a pouZivime normalniho rozdéleni jako asympto-
tického. V 3. odstavei uvadime normalné rozdélenou transformaci &ekaci
doby pro piipad, kdy nelze zanedbat tbytek radioaktivnich jader vznikly
rozpadem béhem méFeni.

3. Pii vykladu registraéni Gdinnosti rozliSujeme mezi schématem danym
mrtvou prodlevou prvniho nebo druhého druhu.

V oznadovani se pifidriujeme obvyklych konvenci. Pravdépodobnost jevu
A znatime P{A}. Distribu¢ni funkci nahodové proménné & definujeme pravdé-
podobnosti vztahu & <<z, tedy F(x) = P{{ < z}. Déle viivime téchto cha-
rakteristik ndhodové proménné &:

stiedni hodnoty u = E(¢) = [z dF(x),

disperse o2 = D¥§) = [(x — u)? dF(x),

charakteristické funkece g (u) = [ei*= dF(x) .
Nahodovou proménnou rozdélenou normalné se sttedni hodnotou u a sméro-
datnou odehylkou ¢ oznadujeme kratee jako ,normalni (u, o).
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1. RADIOAKTIVNI ROZPAD JEDNOTLIVEHO ATOMU

Radioaktivni rozpad atomového jadra je diskréini nevratny stochasticky
proces zilezejici ve spontannim a nahodném prechodu jadra jednoho prvku
v jadro jiného prvku. Je-li vysledny stav atomového jadra koneény, to zname-
na, ze produkt rozpadu je stabilni, nazyvame proces jednoduchym rozpadem.
Je charakteristicky tim, %e pravd&podobnost rozpadu v dasovém intervalu
(1, t -+ At) je ddna vyrazem '

1AL+ o(Al)

v némi rozpadovd konstanta 4 je nezdvisla na f a je dana pouze stavem jadra,
resp. celého atomu. O funkei o(Al) plati

i, 280 _ .

At—>0

Za ndhodovou proménnou miZeme volit bud
a) podlet rozpadt vy v uréitém intervalu (¢, ¢ - 7'), nebo

b) tekaci dobu &, od zvoleného okamzZiku ¢ == 0 do okamzZiku n-tého rozpadu.
Pro jednotlivé jadro muze proménnad », nabyt béhem intervalu (f, ¢ -+ T')
pouze hodnot 0 nebo 1. Pravdépodobnost setrvani jidra v plvodnim stavu
(vp = 0) je (viz napt. [9], str. 298)

Plrp = 0} = e,
a tedy pravdépodobnost desintegrace v témze intervalu je rovna
Plvp =1} =1 — ™7, (1)

Proces rozpadu je stejnorody v ¢ase, nebot pravdépodobnost rozpadu zdvisi
jenom na délee intervalu, v némz atomové jadro sledujeme. Volime-li za na-
hodovou proménnou éekaci dobu &, pro rozpad jadra, poéitanou od libovolného
podatku ¢ = 0, pak nerovnost & < ¢ znadi rozpad v intervalu [0, ¢), a tedy
distribuéni funkce proménné &, je podie (1) prot = 0

Mame-li v okamziku { = 0 v uréitém omezeném prostoru 2 soubor N radio-
aktivnich jader (¥ > 1), mluvime o za¥iéi. Podet stavi, jich zafié jako systém
muze nabyt, zavisi na stavu jader. Pii jednoduchém rozpadu vsech jader je
tento podet roven N. Jsou-li viechna radioaktivni jadra v zafidi obsaZend
charakterisovana touz rozpadovou konstantou A, mluvime o homogennim zi-
¥idi. Je tedy homogenni zafi¢ urden parametry N a A. Mame-li v okamZiku
¢t = 0 homogenni zafi¢ s N radioaktivnimi jadry o rozpadové konstanté A, je
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pravdépodobnost pottu vp = n rozpadh v intervalu (0, 7') dana — nasledkem
vzajemné stochastické nezavislosti stavi jednotlivych jader — znamym vzoreem

_ N ,
Py =n) = (*n)(l — ¢ My g M =m) (2)

Odvozeni z hlediska teorie stochastickych procesé uvadi napf. L. TrRuxsa
(viz [16], str. 174) a B. V. GNEDENKO (viz [9], str. 299). Vzorec (2) je zakonem
rozdélent proménné rp. Volime-li za nahodovou proménnou éekaci dobu &, pro
n-ty rozpad od okamziku i = 0, kdy zati¢ obsahoval N radioaktivnich jader,

pak
N
F(ty == P{&, <2 1} = > (‘ ) (L — ¢ Myre- 20N 1 =
Hvereed. ¥
R r 1 )
1.6 A (3)

Vztah &, < f totiZz znamend, Ze v intervalu [0, f] doslo alespon k »n rozpadam.
Platnost integralnfho vyjadieni vyplyne postupnou integraei per partes.
Kdyby pouzity detektor a registrator byly dokonalé, tj. kdyby zaznamena-
valy kazdy rozpad, ke kterému v zdfi¢i dojde, pak by se proces rozpadu
shodoval 8 procesem registrace a bvlo by moZno p¥imo uiit distribuénich za-
konti (2) nebo (3). Ve skutecnosti jsou jednotlivé rozpady registrovany s pravdé-
podobnosti mensi nez I; proces registrace je pak filtrovangm procesem rozpadu,
pritemz jako filtry se uplathuje detektor spolu se viemi stupni aparatury
(zesilovaci, reduktory a mechanickymi nebo elektronickymi poditadly).

3. DETEKCND UCINNOST

Vlastni detektor vymezuje urcity citlivy prostor, v némz absorpce energie
¢astice nebo fotonu muZe vyvolat detekéni d¢j, pokud oviem je detektor pravé
ve stavu schopném detekee. Aby pak nastaly rozpad mohl byt detektorem
zaznamenan, musi nastat tyto zakladni jevy:

a) emise ¢dstice nebo fotonu, na které je detektor schoven reagovat;

b) priachod ¢astice nebo fotonu citlivym prostorem detektoru;

¢) interakee s naplni detektoru za soucasné ztraty dostatetného mnozstvi
energie.

Pro kazdy =z téchto déja existuje uréita pravdépodobnost. Budeme je po
Tadé znadit ¢,, ¢, a ¢.. Uyto pravdépodobnosti jsou pro kazdé radioaktivni
jadro riizné a zavisi na mnoha dinitelich, jako nap¥. na vzdjemné poloze jadra,
detektoru a okolnich hmot, na velikosti citlivého objemu, na druhu detektoru,
na povaze emitovaného zafeni a na rozpadovém schématu jadra. Soudin
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udava pro dané jadro pravdépodobnost detekce jeho rozpadu za predpokladu,
7e detektor je ve stavu detekce schopném. Tento soudin nazyvame proto
detckéni ddinnost! pro dané radicaktivni jadro. U homogenniho zafice bude
detekéni Géinnost radioaktivniho jadra funkei jeho polohy v prostoru. r-tému
radioaktivnimu jadra (homogenniho zaiide) o soufadnicich (v, ¥,, z,) bude
prisluget detekéni Géinnost rozpadu

Pr = (O Yo 2) -

Do konee tohoto odstavee budeme predpokladat, Ze proces rozpadu jefiltro-
van pouze detekéni Géinnosti. Jinymi slovy to znamena, ze splnéni podminek
a), b) a ¢) tohoto odstavee mi za nasledek i registraci rozpadu a Ze tedy de-
tektor a registrator ma dokonalou rozlisevaci schopnost.

Necht ndhodova proménnd v, znaci podet registraci zplsobenych r-tym
radioaktivnin jadrem v intervalu (0, 7). v, miZe zfejmé nabyt jen hodnot
0 nebo 1. Rozdéleni pravdépodobnosti proménné »,, je dano vyrazy

YOV I AT
Plvyp =1} =g,(1 —e ™), (4)
Prgi=0 =1 gl —e¢?™). (5)
Zavedeme-li zkracené znaceni p. = g (1 — e T}, ¢, = | — p,, mbzeme cha-

rakteristickcu funkei tohoto rozdéleni psat

(f/r(‘u‘) = T)I'ehl + qr -

Pocet registrovanych rozpadl ze zafide obsahujictho N radioaktivnich jader
v okamziku { = 0 je roven sou¢tu hodnot viech nahedovych proménnych
v (r=1,2, ..., N), kterych nabyly béhem intervalu (0, 7). Charakteristickd

funkee ndhodové proménné
.
=
Z

Yp = SV

T 1
bude nasledkem stochastické nezavislosti proménnych v, rovna

N N
() = ﬂ%(?@) = r[(pr()'m ) (6)

r1 re1
coZ je charakteristickd funkce obecncho binomického Poissonova rozddleni.
Pravdépodobnost, Ze zaiid privodi v registratorn » registraci rozpadi, je pak
dana koeficientem u ¢lenu e v rozvoji funkee gy(w) podle moenin e, Po-
névadz polet radioaktivnich jader je v zaiiéi obvykle veliky, maji vyznam
predeviim asymptotickd rozdéleni nahodové proménné vy pii N - oc. Jde tu
o dva distribuéni zakony, jejichZ pomoci dospéjeme piirozend k pojmu dhrnné

udinnosti detekee platné pro ziiic jako celek.
N

. Jestlize pri pevném T plati soucasné N —» oo a =0 tak, e 22g, > x,
1
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potom konverguje obecny zdkon rozdélent proménné vy dany charalteristickou
funkci en(u) b Poissonovw zdkonu
Y]
_ I

Pl{v, =a} =~ o e o (7)

Na zaklad¢ uvedenych predpokladii totiz plati

N N
zpr -=al, /Z]«pf - 0. (8)

7.1

Rozvinutim log ¢(u) dostaneme vyjadieni

N
log ga(n) = X log [1+ p (e — 1]

N
= (" 1) >p, + R.
=1
Snadno zjistime odhadem zbytku R, Ze |R| — 0, takie vzhledem k (8) plati
log pn(u) — «T (et — 1), a tedy také
pa() - exp [wT(e — 1)],
coz je charakteristickd funkce zakona (7).

Pro velkd N a velmi mald A maZeme tedy odekavat, ze ziakon rozdéleni pod-
tu registrovanych rozpadi v, v intervalu (0, 7') je pii dokonalé rozlifovaci
schopnosti aparatury velmi pfibliZné dan vzorcem (7).

Znadi-li funkce p(w) mnoistvi radioaktivnich jader v prostorovém oboru
w, je potom

N
x> g, = Afgdo(m); ' 9)
7ol 2

piitom 2 je prostorovy obor zaujimany zaficem a g == g(z, y, ) je diive zmi-

néna detekéni Gtéinnost rozpadu jadra nachazejiciho se v bodé (z, v, z) oboru
2. Musi ziejmé platit

fdo(w) = N .

Q

Veliéinu ¢ danou vzorcem

Gy == :%fq do(m) (10)

02

hudeme nazyvat dhrnnou idéinnost! detekee platnou pro dané experimentdlni
uspoiadani. Uréeni této velidiny je hlavni dlohou absolutni dosimetrie. Jak
pro Géinnost g, tak i pro ni plati 0 << ¢ = 1. Mame tedy o« = ANG a ve zvI4dst-
nim piipadé, kdy ¢ je konstantni v oboru 2, je (f = g a « —= Nlg. Konvergenci
rozdéleni proménné », k Poissonovu zakonu lze dokazat za obecnéjsich pred-
pokladi, ale pro nas ddel nemé takové zobecnéni piimy vyzinam.
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N

1L. Jestlite p#i N — oo fada 3 g,(1 — g,) diverguje, pak je ndhodovd proménnd
r=1
_ ');, 1 -— AT NG ..
Pp = e 1( et NGy (11)
]/ \/ l - () )(G\T — (] — £ ';'T) HN)

asymptoticky normdini (0, 1). Pfitom

N
1 1
:Nzgr:ivfgdg(w), ]I

2

N
1 1
= Wzlq? = *Nfgzdg(w).

2

(12)

Nebudeme dokazovat piimo tuto vétu, ale dokdreme nasledujici vétu o néco
obecendjsi, kterd sice nemd primy vyznam pro aplikace, ale pomtZe nim
v ditkaze véty IV.
N
Ma. Jestlize pii N — oo fada > g,(1 — g,) diverquje a poslowpnost kladnijch
r=1

Cisel {T(N)} konverguje k nenulové hodnoté T, potom je ndhodovd proménnd

= vron — (1 — e*lT(N)) NGy
VT(N) T R NI 7 o T A ~ rr -~ (13)
YN =) Gy — (1 — e T) H )

asymptoticky normdlni (0, 1).

Kviili dspofe symbolit zavedeme toto zkricené znadeni, které nadile po-
drzime

Pr,y = gr( ‘HIN)) qr,N = 1 — Prns Uy = (71\’(] “‘?T(N))
N
iy = 2prn = Noy, (13a)
r=1
< H
. DM .
on = Z Pr.vdrn = NUN(I - IZ}N") : (13b)

Charakteristickd funkce proménné vy je podle (6)

U ] X
(uw) = =1 .ex AL
Pl = on (Gw) oxp ( On )

a pro jeji logaritmus dostavime
- N .
ooy N e b o, dexp ﬁf) —1)].
log pfu) = = + % log[ + Im(t‘ P o
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N
Z divergence Fady zg,(l — g,) plyne i divergence disperse of a tedy pro do-

statetnd velka N lze log ¢(u) rozvinout podle ?, takZe po upravé dostaneme
N

N
1 Tud d. A1 — 2 eh1) gt
log g(u) = — 5 ut -~ 2 Pr, v . Pr.n 3) i
2 6o 1 (Drne” A+ qr )
v u o, ) ) . ) o -
pricemz ¥, == ", 0< 60, < 1. Druhy ¢&len na pravé strané piedstavuje
On

zbytek rozvoje a lze snadno zjistit, Ze pro viechna N vétii nez jisté N je jeho
absolutni hodnota mensi nez

a e L
oy C L

U

1
o
Piiton ' je konstanta. Ponévadz pii N - o0 je oy — co, platd

lim log p(u) = — 3u?,
N s

coz je logaritmus charakteristické funkee standardniho normélniho rozdéleni,

jak se mélo dokazat. Pro zvlastni volbu 7'y = 7' dostdavame vétu II., podie
niz je nahodova proménnd vy pro velkd N piiblizné normalné rozdélend se
stiedni hodnotou

iy = (L — e ATy NGy ]
a dispersi - J (14)

o N(U— ¢ MGy — (1 — ¢ ™) Hy).

Je-li znamo rozdéleni pravdépodobnostt poétu detekel vy v urditém pevném
intervalu, muZeme také snadno najit rozdéleni ¢ekacich dob &, pro pevné
stanoveny pocet detekci n poéinaje okamzikem ¢t = 0, v némz piipadnou
detekci poditame za nultou. Piitom je tieba uvazit, ze k n-té detekci nemusi
vithee dojit béhem doby % poditané od okamiiku ¢ = 0, kterou hodlame na
méteni vynalozit. Podminénd distribu¢ni funkee F,, (1) proménné &, pti pod-
mince &, < h je dana vzorcem

Fol) = PLE, < 18, < b} = 5 . (15)
k 1 \“‘ } P{f < }}}
Aviak

PLE, <ty = Plvy 2 n viantervalu (0,1)} = 1 — F(n), (16)

ie-11 F(n) distribud¢ni funkee proménné », v intervalu (0, ¢), takZe
! I 4 B 3

; 1 — Ft ' )
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. Za stejnyjch predpokladds jako wve vété 1. konverguje distribucni funkce

cekact dody &, k funkei gamma

t
xmpn1
F () = | ———= e7=d 18
0= [ gy e (18)
0
jak plyne jednoduse z Poissonova zdkona a z rozvoje neiplné funkee gamma
. ot
(at)T an~l
et = | ——— e du
Z r! f (n — 1)t
Ten o

Pro velkd NV a velmi mald 2 bude tedy nahodova proménné &, velmi piiblizné
vozdélena podle funkce gamma s parametry n a
x = ANGy, (19)

sove

pii demz Gy je thrnna detekéni Géinnost definovand vzorcem (10).

IV. Necht b je doba zvolend ke sledovdni ndhodové proménné &,. Jestlife pfi
N

n

N — oo fada > g,(1 — g,) diverguje a zdroveit lim v La (@l —e¢?)limGy=
71

N> N
= (1 — e Ay (= [, (0 < 1 <2 1), potom konverguje podminénd distribuéni funikce

ndhodové proménné
NGy — ¢4y — ,
M ]V( - _ ) (.)0)

&

‘r i — Pt
/ ]/ A
" NG,

pit podmince &, << h k distribuéni funkes standardniho normdiniho rozdélent

(0, 1).
K dikazu pouzijeme véty Ia. a pFitom pouZijeme vsech oznadeni tam za-

vedenych. Podle vzorce (17) mame

Py <2 :iE < h!

pti ¢emz 7' je dano vyrazem
1 n z mo, nlly
T=TN)=— zlog{l — w7 — ~- /— T — =N 207
W) = = jlog [ NGy Gy 1 v\ T e (207)

Tyto Styii nerovnosti jsou ziejme navzdjem ekvivalentnf

v = My N — lln

T ~. — T(N) My fn o,

£, << J(N) s Vo) =M, N <D 2, e
O Oy

Vyrazy pro puy a oy jsou pritom formalng shodné s vyrazy (13a) a (13b). Pro
standardisovanou proménnou y4(y) proménné 1y dostaneme vyraz

Vv T V mE—
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Vztah 1 < z je tedy ekvivalentni se vztahem

n — Noy

Ve (N) = —— :
A=
TI\Y

Po deldi apravé je mo¥no pravou stranu pravé napsané nerovnosti vyjadtit
jednoduse ve tvaru

z
e = — (1 by,

V1 +ow-t

pii temZ lim dy = 0. Je mozno proto psit
N

Py <z} = Pvppy = — z(1 + 6y)} -

) N
Ponévadz podle udinénych piedpokladii diverguje fada >g¢.(1 —g,) pii
N > 0 a zaroven z vyrazu (20') plyne, Ze

lim T(N) = — llog(l — ——) > 0,
Now j.

jsou tedy splnény predpoklady véty Ila. a plati

e“ 2 dx = D(2) . (21)

VZ%

Z této konvergence a ze spojitosti funkce @(z) potom plyne, Ze i

hmP pyy = — 72 }—f

im P{y < z} = im-P{ygy = — 2(1 + dy)) = O(z) .

Neseo Neroo
Analogicky vztah v, = n je ekvivalentni se vztahem

n

2L G — e
ot o NV o

= o s
(oY Op

N

v némi g, a oy jsou opdét dany vzorci (13a) a (13b) pti T(N) = k. Na zakladé
piredpoklada véty klesa p¥i N —» oo prava strana napsané nerovnosti k — oo,
talkze

lim P{v, Zzn}=1.

\ Nesoo
Plati tedy
lim P{n < 2|&, << b} = D(z) .
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Jestlize pro vSechna r =1, 2, ..., N je g, = g, takZe Géinnost detekce roz-
padu je stejnd pro vsechna radioaktivni jadra zafide, pak lze ziskat nejen
asymptotické, ale i exaktni zakeny rozdéleni v pomérné jednoduchych tva-
rech. V praxi takovy piipad stejné detekdéni Udinnosti nastava na piiklad
u bodového zafite nebo u zafide, ktery je vzhledem k pronikavosti vysilaného
zafeni rozestfen v témék nehmotné vrstveé uvniti citlivého prostoru detektoru.
V tomto pripadé

p,=p=g(1 —e*).
Uvedeme kratce tyto specidlni zdkony.

Charakteristickd funkce proménné y; danid vyrazem (6) piejde ve funkeci

pn(u) = (pe™ + @
ta je charakteristickou funkef binomického zdkona

jenz je tedy zakonem rozdéleni proménné v,. Podle véty IL. je v tomto piipadé
un = Np a oy = Npq a pondvadZ pii konstantnim p a N — oo plati oy
je proménna

—~> Q0,

vy =t 2P (22)

asymptoticky normalni (0, 1), coZ je ostatné dobtfe zndmé.

Podle vyrazu (17) je podminéna distributni funkce proménné £, dina pro
lnax = R Vyrazem

PRETEIN (1o it
F, .t = f Y1 — g)N-n dx\ f 11 — )N dx .
0 1]
Na zaklads véty IV. jepro N = oo lim = =1, (1 — e=*)g > { néhodova
Nesoo 4
proménna
g(1 — e-2en) (23)

asymptoticky normaln{

(n 1 /%i(fvﬁ:f?{)*) 0y
NN l/“*zv - (24)

Pro velkda N a velmi mald 4 lze zakony rozdéleni ndhodové proménné »y,
resp. &, velmi priblizné vyjadiit rozdélenim Poissonovym podle véty L., resp.
rozdélenim gamma podle véty IIL., nebot v tomto piipadé lze proces detekce
a registrace povazovat za poissonovsky s intensitou piechodu « = NIG.

Jestlize v zakoné rozdéleni (7) plati a7 — oo, potom je proménna



asymptoticky normalni (0,1). P¥i velkych x7' lze tedy povaZovat proménnou
v, za priblizng normélni (&7, |/«T).
Jestlize v zakoné rozdéleni (18) plati n — oo, pak je proménns

E = aE, (26)

asymptoticky normalni (0, 1). P¥i velkych n lze tedy povazovat proménnoun

R e | 1 n roy ve . s
&, za priblizné normalni |—, |/ — |. Oba pravé uvedené pripady jsou znimé
~ o

konvergenéni véty.
4. ROZLISOVAC] UCINNOST

Distribuéni zakony uvedené v piedchozim odstavei se vztahuji na registro-
vané rozpady v tom piipadé, kdy lze rozlisovaci schopnost aparatury po-
kladat za dokonaloun. Neni-li tomu tak, potom je tieba odvodit distributni
zékony za pfedpokladu nedokonalé rozliSovaci schopnosti. K tomu cili za-
vedeme dva predpoklady.

1. Rozpadovy proces budeme povaZovat vzhledem k délce intervaiu re-
gistrace za poissonovsky. To znamend, ze v zdkoné (6) zanedbivime (17)?
proti (A7),

2. Budeme vsude nadale predpokladat, Ze v okamziku ¢ = 0 doslo k regis-
traci. Tento pfedpoklad umozni vyhnout se zbyteénym komplikacim p¥i od-
vozovani distribuénich zdkont. Na asymptotické zakony, o které nam hlavné
jde a které jediné maji vyznam pro praxi, nema toto omezen{ obecnosti
viiv. Obecnd teeni uvadi Jost [11] a Takacs [14], [15].

Nedokonald rozliSovaci schopnost aparatury pretvaii puvodné poissonovsky
proces rozpadu a prachodu ¢astice detektorem na proces filtrovany, ktery
jiz neni obecné poissonovsky, nebot vznikne nékolikanisobnou filtraci pri-
mérniho rozpadového procesu, pricemz kazdy stupeil aparatury predstavuje
jisty filtra¢ni ¢len. Av8ak vzhledem k piredpoklidané stacionarnosti primarniho
procesu budou procesy odehravajici se v jednotlivych filtradnich ¢lancich
patiit do kategorie jednoduchych rekurentnich procesi, které byly dosti po-
drobné studovany. Z hlediska teorie pravdépodobnosti je rekurentni proces
vysetfovan napi. Doosum v praci [7]. Prehled vysledkil délezitych pro nase
thema uvadi také Takacs [15].

Rekurentni proces vstupujici do filtragniho ¢lanku budeme nazyvat pre-
mdrnim, proces z ¢lanku vystupujici filtrovanym. Z divodd obecné platnosti
vyvodil se neomezujeme ihned na primarni proces poissonovsky.

lekurentni proces je popsan, je-li dana distribuéni funkee F(x) pro dekaci
dobu & mezi dvéma bezprostiedné nasledujicimi déji. Tyto éekaci doby & po-
kladame za kladné, nezdvislé a identicky rozdélené nidhodové proménné.
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Zaroven jesté piedpokladame, Ze existuji oba prvnf centrdlnf momenty pro-
meénné £,
w= [xdF(x), o= [(x— u)?dF(x).
0 0
Distribuéni funkce pro ¢ekaci dobu &, n-tého déje od okamziku { = 0 je dana
rekurentnim vzorcem

F (x) = flf'(z — ) dF, . (u) .

PonévadZ proménna &, je soudtem n tekacich dob & = & s tymZ rozdélenim,
bude podle centralni limitni véty (viz [5], str. 215) standardisovdna ndhodova
proménna

- L —n
§,= o (27)
aln
agymptoticky normalni (0, 1) pro n — oo.
Necht naopak je ndhodovou proménnou podet déja v, v intervalu (0, 7').
Potom je ziejmé distribuéni funkce ndhodové proménné v, ddna vztahy
Fpn) = Plovp <n} =P, 2T} =1—F,(T). (28)
Distribuéni zdkon proménné »; mizeme zapsat ve tvaru
Plog = n} = F(T) — Fo(T) (29)

odkud snadno nalezneme prvni dva centralni momenty

E(ve) 2121]""(7’) s D¥op) = i(fln — 1) Fy(T) — [E()]*, (30)

n=1
pokud tyto velidiny existuji.
Pro ndhodovou proménnou vy Ize udat jednoduché asymptotické rozdéleni.
Standardisovand proménné

_111
yT —_——
Ty = 77___%_ (31)
wl

je totiz pro T — oo asymptoticky normdlni (0, 1). Postup ditkazu je podobny
jako u dikazu véty IV. Uvadi jej FELLER [8] a pFebird Takacs [15].

Vzoree (27) az (31) plati za uvedenych piredpoklada pro jakykoliv rekurentni
proces. Predpoklidejme nyni, Ze primarni proces dany distribuéni funkef
F(x) dekaci doby & je zndm a Ze hleddme distribuéni funkei G(x) dekaci doby »
mezi dvéma bezprostfedné ndsledujicimi déji filtrovaného procesu. Pfitom po-
uzijeme dvou filtradnich schémat, a to schématu mrtvé prodlevy prvniho a
drubého typu. Jiné schéma je uvedeno v pracich [1] a [15].
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Schéma mrtvé prodlevy 1. typu. Predpoklidejme, Ze za kafdym
déjem, jenZ prosel filtrem, nastane mrtva prodleva délky 7, béhem niZ je
filtra¢ni ¢lanek neschopen zaznamenat daldi primarni déje. Mrtva prodleva
7 necht je kladna nahodova proménnd nezavisld na & a majiel distribudni
funkei H(x). V okamziku ¢ = 0 necht dojde k prichodu primarniho déjefiltrem
a necht 7 je ¢ekaci doba pro prvni néasledujici prichod. Jev 7 < « za pred-
pokladu v = u se muze uskuteénit jednim z nekonedéné mnoha navzajem se
vyludujicich zplsobt danych vztahy

Elgw1<u 551\/3} (k:172,)

za piedpokladu v = u a konvence &, = 0. PFitom &, znaci ¢ekaci dobu pro
k-ty primarni déj nasledujici po okamvziku t = 0. Plati tedy

Plp<alt =u} = 3 P& <u =& <z|v=u}. (32)
k1
Snadno nalezneme, ze

Plgy <u & <l =) = [Fla —y) dFisy) — Fulw)  (33)

prok =1, 2, ..., jestlize definujeme F(x) = Oprox << 0a F(x) =1 pro z = 0.
Z poslednich dvou vyraza, (32) a (33), dostaneme

w U

Py < ajr = u} = F(x) +Z[fj’7"—m/ dF(y) — Fi(u)],

takze konedéné

u

6le) = Py < ) = Fo) Hw) + 3 [1[F@ — ) dFy) — Fulw))diw)

k-

,..

(34)

Necht primarni proces je poissonovsky s intensitou «. Podle (18) je tedy F(x) =
=1 — e Digtribu¢éni funkce ¢ekaci doby % mezi dvéma bezprostiedné
nasledujicimi filtrovanymi déji je dana vyrazem.plynoucim z (34),

G(z) = _F[l — ea@ W) dH (u) . (35)

0
Jestlize existuji prvni dva centralni momenty E(z) a D) mrtvé prodlevy ,
pak dostavame pro aplikaci dulezité vyrazy pro stfedni hodnotu a dispersi
¢ekaci doby #,

1 1
Ep) = A + H(ry, D*yn) = e -+ D¥1) . (36)

Ze vzorc (27), resp. (31) plyne, Ze ndhodova proménna

R n[l 4 /xE( )]
o = Vn + &2D3(T)]
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je asymptoticky normalni (0, 1) pro n — co, resp. ndhodova proménni

gp = 1A aB@)] vy — ol (38)

XT[1 | o2D¥(r)]
I 4wt
je asymptoticky norméini (0, 1) pro 7' - co. Jestlize kromé toho je distribu¢ni

funkce mrtvé prodlevy 7 definovdna pomoci jednoduché stupiiové funkce
H(u) = 0prou << bhalu)=1prou =b (b > 0), pak

Gx) =1 — e pro o =b a Ga) =0 pro o < b. (39)

Exaktni rozdéleni éekaci doby #, pro n-ty filtrovany déj je ddno netpinou
funkei gamma,

x

g — n—1
@ . (x) :ff‘ ((%t,b{%))r* eTatwnd dy pro x = nb,

f

(40)

nb
G (x) =0 pro x < nb.

V tomto piipadé specidlni volby H(x) (viz [10] a [13]) plati zfejmé H(r) = b
a D(t) = 0, takie z vyrazl (37) a (38) plyne, Ze standardisované nahodové
proménné

T = XMNa tﬂ< l_f_ow_) resp.

Vn

jsou pro n — o resp. 7' — oo asymptoticky normalni (0, 1).

Schema mrtvé prodlevy 1. typu lze pouZit u takovych detektord, respektive
filtraénich élankd, u nichZ vstup primarniho déje pii otevieném é&lanku da
vznik pochodu, na jehoz trvani piichod daldich primarnich déja nema vliv.
Mezi takové ¢lanky patii jako nejdilezitéjsi Geigertv-Miilleriv poditac. V tomto
piipad¢ je primarnim déjem vstup ionizujici édstice do citlivého prostoru
poditade, coz ma za nasledek zapaleni vyboje, jenZz samovolné probihd bez
ohledu na vstup dal§ich ¢astic a je uhaSen teprve snizenim intensity pole mezi
elektrodami. Do této skupiny élankd patii také thyratronové relé. U nékte-
rych aparatur se s vyhodou pouziva elektronického obvodu, ktery pro celou
aparaturu vynucuje mrtvou prodlevu piedem zvolené délky, takze lze pak
pouzit jednoduchych vzorci (39) a (40).

Schema mrtvé prodlevy 2. typu. Predpokladejme, Ze za kaZdyjm pri-
mdrnim déjem nastane mrtva prodleva délky 7, béhem niz je filtratni clanek
neschopen propustit dalsi primarni déj (bez ohledu na to, zdali pfedechozi
primérni déj prosel nebo ne). Mrtva prodleva 7 necht je kladna nahodové pro-
ménnd nezavisld na & a majicl distribuéni funkci R(z). Necht opét je G(x)
distribuéni funkce cekaci doby # mezi dvéma bezprostiedn¢ nasledujicimi
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prachody ¢lankem a necht nulty prichod nastal v okamziku ¢ = 0. Jev 9 < x
miiZe nastat nekoneéné mnoha navzajem se vyludujicimi zpisoby tak, Ze mezi
nultym a prvym priichodem dojde ke k (k = 0,1, 2, ...) primdrnim d&jlm,
které ¢linek nepropustil. Necht

¥ R(x / Y, k )

je distribuéni funkce prvniho prichodu za pfedpokladu, %e mezi nim a nultym
prichodem doslo ke k nepropusténym primarnim déjum a Z%e posledni z nich
(k-ty) nastal v okamziku ¢ = y (0 << y < z). Pak mdme

®—y
Fy(zly, k) = [ R(u) dF (u) .
0
Znadi-li By(y) distribudni funkei k-tého nepropudténého déje, pak
Yy
B\(y) = of[l — R(uw)] dF (w) ,

By(y) = .{Bk—l(?] - u) dB,(u)

pro k = 1,2, ... Definujeme-li By(y) formalné vztahy B,(y) == 0 pro y << 0 a
By(y) = 1 pro y = 0, obdrZime distribu¢ni funkei proménné 5 ve tvaru

8

60) = 5. [ [ Rw AT dB.G) (42)

k=0

K vypoltu centralnich momentd je vyhodné pouZit charakteristickych funkei.
Zavedme oznadeni

o) = f e AF(u) |
Bufz) = f dB,(u) ,
y(2) = feim dG(w) .

Podle zndmé véty o involuci piechdzi vztah (42) ve vzorec

Bulz) = Bi(2),
s jeho% pomoci po kratké upravé obdriime
_ S &) — Bi(2)
Y = o) — o) 2, ) = T (43)

Distribuéni funkee G(x) proménné # plyne z (43) inversi. Pokud nam jde jen
o asymptotické vzorce, neni t¥eba znat G(x) explicitnd. JestliZe existuji prvni
dva centrilni momenty proménné 7, pak je ziskdme ze znidmych vztahil

E@) = (_f.i_lf’g v(z) )0 D(y) = — (Eﬂ%zg_zﬁz))m. (44)
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Pro primarni proces poissonovsky s distribuéni funkei éekacich dob & F(x) =
= 1 — ¢~*" a s distribuéni funkef mrtvé prodlevy R(x) obdriime

4]

[R(u) xe—ta—idu dy ,
) = —— >
Riu) ae—@-iw dgyy — — 2
J Rw) e du — ——
odkud pomoei vzoret (44) najdeme
1
Ep) = ——— (45)

& R(u) xe—e® du
0

1+ 2f(1 — au) R(u) xe—>* du .
e (46)

Din) =

w

(o[ R(w) e du)?

Volime-li kromé toho za distribuéni funkei mrtvé prodlevy E(x) jednoduchou
jednostupriovou funkei danou vztahy

Rx)=0 prox<c¢ a Rx)=1 proxz=c,

prechézeji vzorce (45) a (46) v jednoduché a Gasto citované vzorce (viz na pi.

(10] a [L1])
1 1 — 2xce—ac
) — 2p) == T
E()}) - xe—ac b D (7/) (06@“’“5)2 . (47)
Podle (27) je ndhodova proménna
e % .y, — N

= Yl 2oy (48)

asymptoticky normdlni (0, 1) pro n — <o a podle (31) je ndhodovi proménna

B vp — ae~a¢
= JaTeae(1 — 2ace==c)

(49)

asymptoticky normalni (0, 1) pro » —> oo, Exaktni rozloZenf pro tyto jedno-
duché pifpady je uvedeno v praci [11].

Nejdulezit€jsi rozdil mezi filtradnim &lankem’ pracujicim podle schematu
mrtvé prodlevy 1. typu a dldnkem pracujicim podle schematu mrtvé prodlevy
2. typu spoéiva v jejich rizném chovani p¥i zvétiujicl se intensité primarniho
procesu. Predpokladejme opét, Ze primarni proces je poissonovsky s intensitou
piechodu «. Pak ze vzorcl (36) plyne, Ze pro schema mrtvé prodlevy 1. typu
pii neomezené rostoucim « plati

E(y) — E(r), D*n) - D¥z).
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To znamena, Ze zvySovanim intensity primarniho procesu neni mozno pie-
sahnout uréitou mez v intensité filtrovanych déji a tato mez zavisi na roz-
déleni mrtvé prodlevy. Clanek je nasycen. Jinak je tomu u schematu mrtvé
rodlevy 2. typu. Predpokladame-li, Ze funkce R(x) je spojita v bodé x = 0
Y1 je spoj ;
coz jediné ma prakticky vyznam, a protoze pro ¢ > 0
&
lim fxe-evdu =1,
a—>c0 0
nahlédneme odtud snadno, Ze integrily ve vyrazech (45) a (46) pro v -» o0
konverguji k nule, takZe pro vzorce (45) a (46) mdame

E@®) - 4+ o, DYy) - 4+ o,

. . o L D) o . .
pii cem? variatni koeficient —i\ konverguje k jedné. Se stoupajicim ~ klesd

E()

tedy intensita filtrovanych déju a dlanek se pocing zahleovat.

Schema mrtvé prodlevy 2. typu lze pouzit u takovych detektori resp.
filtradnich ¢&lanka, které jsou schopny propustit primarn{ deéj jen tehdy,
jestlize pred piichodem primarniho déje je ¢lanek v zakladnim stavu. Tak na
pi. u nékterych detektor (impulsni ionizaéni komora, proporcionalni poéitad)
piichod ionizujici ¢astice do citlivého prostoru zphisobi okamzité zvyseni po-
tencidlu shérné elektrody nasledkem shéru vytvotenych iontd. Potencial této
elektrody klesia odvadénim naboje pies pracovni odpor az na zakladni stav,
neptijde-li ovsem mezitim dalsi Gastice. Jestlize je elektronickd aparatura
schopna zaznamenat primarni déj jen tehdy, je-li potencial sbérné elektrody
na zakladni hodnoté béhem libovolné kratkého dasového intervalu pred timto
déjem, pak funkce aparatury mize byt popsina pomoci schematu mrtvé
prodlevy 2. typu. Do této skupiny ¢lanka patii také elektromagnetické relé,
jeZ zaregistruje primarni déj piedstavovany proudovym impulsem jen tehdy,
klesne-li proud ve vinuti na hodnotu, kdy kotva je v takové poloze, e muze
zachytit za ozubené kolecko.

Pomoci vzored (34) a (42) je moZno principidlné fesit filtraci primarniho
rozpadového procesu skrze nékolik élanki, které pracuji podle jednoho nebo
druhdého schematu, oviem za predpokladu, Ze rozpadovy proces je staciondrni.
Za primarni proces pro kazdy ¢lanck se béte filtrovany proces z pledchdazejiciho
¢lanku. Ve skuteénosti se viak dochazi k tak komplikovanym vyrazim, Ze
vypodet je prakticky neproveditelny, nehledd na to, %e parametry jednotlivych
¢lankd nebyvaji znamy. Proto se obvykle predpoklada, #c celda detekéni a
registracni aparatura muze byt nahrazena jednim nebo nanejvyse dvéma élan-
ky pracujicich podle nékterého v uvedenych schemat. Ponévadz v pripadé
jednoduchého zafite je staciondrni rozpadovy proces procesem poissonov-
skym, je mozno pouzit jednoduchych vzorcit (35) resp. (45), (46) jako vhodné

70



aproximace. Pak oviem je tieba experimentalné zjistit nejvhodnéjsi schéma
filtrace. Rozhodnutf mezi schematem s mrtvou prodlevou 1. typu a schématem
s mrtvou prodlevou 2. typu lze provést pomérné snadno; zvysovanim inten-
sity primarniho procesu (tj. zvétSovanim Gdinnosti registrace Iy nebo aktivity
pouzitého zafide) a sledovanim &ekacich dob je mozno jedno z obou schémat
wyloudit jako nepiijatelné. Pro pfesnd méfeni je vyhodné, ma-li aparatura
vestavén specidlni ¢lanek, jenz ji celou ovlada a vynucuje si ptedem urdené
jednoduché schéma funkee. Pak byva mozno pouzit vzorel (41) nebo (48), (49).

5. POZADT DETEKTORU

V dosud probiranych zdkonech rozdéleni se predpoklddalo, %e primarni d&je
jsou podminény pouze rozpady jader homogenniho zafice. Ve skutednosti
kazdy deteltor v mensi nebo vétil mife zaznamenava déje pochdzejici i z ji-
nych zdroji (kosmické zafeni, radioaktivita okoli a samého detektoru,
poruchy v jeho funkei atp.), které se k registrovanym déjam piicitaji jako
tzv. pozadi. Zkusenost ukazuje, Ze pozadi samo je moino povazovat za Poisso-
niv proces, pokud detektor spravné pracuje a dasové intervaly méfeni ne-
jsou piili§ dlouhé. Pii proméfovani zaiide je tedy proces detekce dan super
posiei procesu vztahujiciho se na zdfi¢ a procesu vztahujiciho se na pozadi.
Jestlize lze zanedbat relativini thytek radioaktivnich jader vznikly rozpadem
béhem méieni, to znamend, Ze proces rozpadu je mozno pokladat za poisso-
novsky, pak piti poissonovském pozadi je vysledny proces podle znamych
vét o soudtu Poissonovych nahodovych proménnych rovnéz poissonovsky, a
to ziejmé s intensitou prechodu &’ = NAG -+ &p, je-li xp intensita samot-
ného pozadi. Formalné to znamena, ze v predchozich vzorcich se parametr
x nahradi parametrem o’ = NAG -+ xp.

JestliZe bShem méieni nelze zanedbat relativni Gbytek aktivity zafide,
potom je tloha najft distribuéni zdkony proménnych vy, resp. &, slozitéjs,
nebof tu jde o superposici procesu humogenniho a nehomogenniho. Pomérné
jednoduché FeSeni dostaneme, volime-li za ndhodovou proménnou pocet de-
tekel v v intervalu (0, T) a mizZeme-li zanedbat ztrity vzniklé nedokonalou
rozliSovaci schopnosti aparatury. V tomto piipadé je pak »; soudtem poctu
detekei pochdzejicich od zatite a pottu detekei pochdzejicich od pozadi, tedy

vy = vy - vpp

piicemz index ,,Z° se vztahuje na zafi¢ a index ,,P* na pozadi. Je-li pocet
detekei jak od pozadi, tak i od zdfide dosti velky, jsou obé proménné w,,
a vpp rozdéleny asymptoticky normélné. Podle véty II. je », asymptoticky
normalni (4, o), pfidemz u a o? jsou ddny vzorci (14), a podle vzorce (25) je

. . : 1 I Pondvady i \
i proménné v, asymptoticky normélni, a to (x,7, Ja,T). PonévadZ jsou pro-
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ménné v,, a vy, vzdjemnd nezavislé, je proménna », asymptoticky normdlni,
a to L
(u + opT', V02 + «pT) .
Distribuéni funkce ndhodové proménné &, je obecné dina vztahem
Plyv, =n} = P{§, <t} = F (1),
ktery viak vede k méné vhodnému Feseni.

V tomto ¢lanku se predpoklddalo, Ze parametry vyskytujici se v distribué-
nich zdkonech jsou velitiny znamé. P¥i skuteéném méfeni jsou viak nezna-
mymi, které je nutno odhadnout na ziklads hodnot, jichZ v pokuse nabyly
sledované ndhodové proménné.

Za cenné piipominky jsem zavdzan dr. M. Jikizovi z Matematického
dstavu CSAV,
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Peswome
CTATUCTUEKA CUHETA PAJIMOAKTUBHOI'O PACITAIIA

BJAJLUMHIP MATOYIIER (Vladimir Matousek)
(Hocrynniio B peparimio 21/IV 1958 r.)

NIBTO,"LLI ua3MepeHmus PpajJuoOaKTUBHOCTY, OCHOBAHHLIC Ha perucrpamuu oT-
JedbHBIX AHCDHBIX ]IpOBpalll(’,I‘II/ll.”I, — 9T0, B CYNIHOCTH, OILIThEL, TECHO CBs3aBH-
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HBle ¢ HeKOTOPBHIMK CHTYJalHBME TepeMeHHBIMU. [lo 3HauveHMsIM, KOTOPBIE 9T
IIepeMeHHbIe UPUHAMAIOT, MOMKHO TIOTYUUTH OLEHKY TTapaMerpoR, Xaparrtepu
BYIOMIUX TAHHBE HanyuaTesn. Llens Hacroamedn pafoThl COCTOMT B TOM, ITOOL!
BLIBECTH BAKOHBLL pacipefe/ieHus HauOoaee Yacto HADIIOAACMBIX CIyJalHbIX
TICPEMEHHULIX -— Yhcja HAOJIOMACMBIX NMLYJILCOB B TaHHOM HPOMCIKYTKE Bpe-
MeHV MJIM BPEMEI, HCOOXOMUMOro JUisl OCYINECTBACHNA 33 aHHOTO YMCIA MUM-
TYALCOB, T. C. BpEMEHH OMWIAHIA — IIPH YCIOBHUAX, Im'ropme.:no BOBMOKHOCTH
OIMBKE HACTOSIMIUM YCJAOBHAM HW3MEPEHHII.

ITocite xOPOTROI 3aMeTKY 0 BAKOHAX PACITPENCIICHAH, UMCIOINX MCCTO B CIIY-
Yae paclafia OTACIBHOTO DPAUMOAKTHBHOTO Azppa (ories 1) m B ciaydae omHO-
poxroro manyuaress (0Tesn 2) pazbupaercs B oraene 3 TonATHC dPHCKRTHBHOCTY
cgera. Y eJI0BHe OMFHAKOBOM d(PeRTHBHOCTH cueTa A KamIOro sjpa, KoTopoe
(:)6]511”10 CTABUTCH, B HaCT()iIL[IefI cTaThe OﬂyGI\”HOT(’,H Kax CJAWIMKOM OrpaHuYdu-
paionice. OKas3bIBACTCS, YTO CAMAIM yJHOOHBIM OCHOBAHMIEM, HA KOTOPOE MOMKHO
OLUPATHES TP BHIBOLE MPOCTHIX ACHMIITOTHYECKUX PACTIPEAEIICHIIT (TC0peMBbL
I., IL., XML, u IV.), siporsierca obmuit GmmoMuucckuil 3akon IlyaccoHa, maHHBIH
XapakTepucTHiecKoil gpymxmueil (6). B atuX pacupeleneHuAX BLICTyllaeT cyM-
MapHan dPPeKTHBHOCTL cuera, ompefesientas gopmyramu (10) wmu me (12).
B reopemax I. n III. ucciemyerca crammoHapHeli cayuail pacnaja, B T0 BpeMsa
kak B reopemax IL. m IV, yumrniBaercs nonmsuenne arrupnocrn. oxasoiBaercs
ACHMUTOTHIECKAA HOPMAILHOCTE nepeMeHHsX (11), (13) u (20); mits mocmeieit
IIPH YCIOBUM OrPaAHUYEHHOTO BPEMeNH OyRuaHust. ACUMITOTHYCCKH HOPMAaJIbH-
Hple mepemenssice (22), (25) m (26) orHocsren K Gosee TpocThM ciayuaam. Bima-
HUe HecoBepHIEHCTBA paspellarolleid cMocoGHOCTH YCTpPOHCTBA MEceyercs
B ornese 4 jura o0iero peryppeHTHOro iponecea. PaccMaTpnBaoTes jBe Mo-
HeNn: cXeMa ¢lydJaifHOTO METPBOrO BpPeMeHH NepBOTO poja (MepTsoe BpeMs
claeflyeT 3a KaKRol permerpamueil) m cXeMma CAYYaHHOIO MEpPTBOTO BPEeMEHH
BTOPOTO Pofa (MepTBOe BPCMA CJICAYCT 3a KarkJbIM IePBITHBEIM IPOIECCOM).
Hust ofenx cxem BeBemena ofmas (yHkmus pacupemencans [(34) u (42)]
BPCMEHH ORHJAHHA MeIRIy ABYMH CHeIYIOIMMHI HENOCPEICTBEHHO Jpyr 3a
apyrom perucipanusmu. s BajKHOrO ¢ IPAKTUYECKOH TOUKM 3PEHHA CIY-
Yas [IePBUYHOIO IIYACCOHOBCKOTO IIPOIlECcCa M MOGTOSHHOTO MEPTBOIO BPEMEHHU
HOEPOGHO BHIBEJIGHE! COOTBETCTBYIOIIMEe QOPMYIB KaK JUIst wucia Habmolae-
MBEIX MMITYJIBCOB, TaK ¥ JULST BpeMeH:m o;Kujanud. B korue atoro orfiena orme-
UCHA PasHUIE MeKAY ofenmu cxemamu. [lakoHel, B oriesie 5 NMEETCs KPAaTKa A
3aMeTKa 0 QOHEe JeTeKTOpA.



Summary

. THE STATISTICAL THEORY OF DETECTION
OF RADIOACTIVE DISINTEGRATION

Veapimir MaTou$ur

(Received April 21st. 1958.)
The methods of measurement of radioactivity based on the counting of
single nuclear disintegrations are essentially experiments connected with
certain random variables; from their observed values parameters characterizing
the given emitter are to be estimated. The purpose of this paper is to give the
distribution laws of the most frequently used random variables — the number
of counts in a given time interval or the waiting time for a given number of
counts -- under assumptions as close as possible to the real conditions of
measurement.

After a brief account of the distribution laws concerning the decay of
a single radioactive nucleus (section 1) and that of the homogeneous emitter
(section 2), the concept of counting efficiency is discussed in section 3. The
usual assumption of equal counting probability of each nucleus is dropped
as unduly restrictive. It is shown that the generalized binomial distribution
of Poisson as given by the characteristic function (6) provides a suitable basis
for the derivation of simple asymptotic distributions (theorems I., II., Iil.
and IV.) in which the total counting efficiency defined by the formulae (10)
or (12) appears. In theorems I. and IIl. the stationary case is considered, and
in II. and IV. the decrease of activity is taken into account. The variables
(11), (13) and (20) are proved to.be asymptotically normal; the last one under
the assumption of bounded waiting time. The asymptotically normal variables
(22), (25) and (26) correspond to simpler cases. The influence of imperfect
resolving efficiency of the apparatus is treated in section 4 for the case of
recurrent processes. Two models are considered: the model of random dead
time of the first type (the dead period following after each registration) and
of the second type (the dead period following after each primary event). For
both models the general distribution function (34) and (42) of the waiting
time between two subsequent registrations is derived. For the practically im-
portant case of the primary process of Poisson as well as for the case of the
constant dead time, the corresponding formulae are given in full, both for
the number of counts and for the waiting time. At the end of this section
the chief difference between both models is pointed out. Finally in section 5,
the background of the detector is briefly considered.
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