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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY CIsLo 2

TENKA KRUHOVA DESKA NA PRUZNEM PODKLADU

CYRIL HOSCHL
(Doglo dne 3. cervna 1957.) DT:534.121.1

Clanek obsahuje FeSeni jedné dlohy o tenké homogenni desce, rotadnd
soumérnd, ulozend na pruzném podkladu. Redeni se znaéné zjednodusi,
vyjddiime-li si Besselovy funkee s komplexnim argumentem v poldrnim
tvaru. V druhé éasti élinka uvddime piiklad technické aplikace této
tlohy.

Rte¥eni tenké rotané soumérné mezikruhové desky na pruzném podkladu

Predpoklidame, Ze deska je homogenni a isotropickd a Ze je relativné tenkd.
Uvazujeme-li jen malé deformace, je prithyb desky w ddn zndmou diferencialni
rovnici

D.yiw=q— kw, (1)
12 1 d)[{d*w 1 dw
kde giw — | & o L (¢ L LAy,
eV ( r? + T dr)(dr“ } r dr)
Ehs

T2 ) znadf ohybovou tuhost desky,
q — pletlak,
k — tuhost podkladu,
h — tloudtku desky,
1 — Poissoniv &initel pritné kontrakee,
E — Younguv modul pruznosti.
Vzhledem k predpokladané rotaéni soumérnosti jsou ¢ a w funkei jen polo-
méru . Vnit¥ni momenty a smykové sily jsou pak

b d2we 1 dw
M, = — D [d‘l‘é— +u . -(E—] ,
Mo = - l)[‘ufii?,’;’. +i£11_v],
dr2 r dr 2)

Mr@ — M@r =0 »

. [d“w d {1 dw
@ drr T ar ( r dr )}
Qo =0 J
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Zavedenim oznaceni

I
A — :
7 (3)
1ze rovnici (1) upravit na tvar
q
L Lo :
b )
B L
kde o — ir, y% = d? T de

Reseni rovnice (4) se sklada z partikularniho integralu rovnice tiplné a z obec-
ného integralu rovnice zkracené (pro g = 0). S pouzitim Kelvinova oznageni
pro realnou a imagindrni ¢ast Besselovych funkef s komplexnimi argumenty
Ize toto feseni psat takto:

w= A ber p -+ Bbeip |- 4, kerp - By kei g -+ w,,

(5)
kde A, B, 4, resp. B, jsou integradéni konstanty, které je nutné volit tak, aby
teSeni vyhovélo danym okrajovym podminkdm: u je partikuldrni integral

=y

rovnice (4), zavisly na tvaru tunkee ¢ — ¢(»). Je-li na p¥. ¢ = konst.,

je partikularni integral

(6)

Jako piiklad uvedeme ieSeni plné kruhové desky s vnéjsim polomeérem ry,
kterd volné spodiva na pruzném podkladu a na vnéj§im okraji je zatizena
rovnomérné rozdélenou smykovou silou H a rovnomérnd rozdélenym radial-
nim momentem M. Je tedy ¢ = 0, takZe v rov. (5) je w, = 0. Okrajové pod-

minky jsou dény takto:

P S de o0 -0, (7)
dr
v R Q. -~ H, M, — J. (8)

7 podminek (7) plyne, %e 4, — B, = 0. Zbyvajici konstanty je nutno urdit

z podminek (8). Derivovanim rovnice

w — A berp -4 B beip (6a)
po Opravé vychazi
dr . , ., . (
—— = A ber o -} A bei o, (“)
dr
A2 . . 1 . 1.
- — 24 bein 4+ — ber’ o) 4 22Blbern 4+ - bei’ o], (10)
dr? h o ” o
d3u . . 1 . 2 , ‘
o= 34| —bei" o - help 4o<sber of |
dr? - 0 - 0° b
. : I 2,
230 ber' o ~bhero = hei” o] (11)
0 h 2 -
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Dosazenim z rov. (9), (10) a (11) do rov. (2) plyne, 7e

M A5 1
= A [bei o -t (1 = 1) — ber’ (_)] -+
' )

o

3 [b(_‘x‘ o (I — u) ! hei’ g], (12)
0
fy[_liﬁi ey | [/{, bei n (] . ,“) _,1 her’ ,)] 11,
k - 0 o

- B l,u, ber ¢ 4 (1 - /1)-L bei’ Q], (13)

i 0
—QZAA == A4 bei’ v — I3 ber’ 0. (14)

Integraéni konstanty plynou z rovnic (12), (14) a (8);

y ][ll’ bur!ir (1 /) bet’ R - MAR ber’ 1? o

4 = & Rbei’ Rber B — her R bel lf] (I - ) [(ber” R)* & ‘(bé’f’ﬁ’)&‘] ; .
<)

s A H[]{ bei R + (- u) ber’ R} — MAR hel’ B
b= Rlbei” 2 ber B — ber’ B bei R] - (1 - )| (ber’ R)® 4 (bei” R)2]"

Rovnice (15) a také dale uvedend vztahy lze zjednodusit zavedenim poldrniho
vyjadieni funkei (n-tého Fadu)
ber, z, bei, z podle definice
M, (z) . eiOn) Vb812~ + belz z- {cos @,(z) + ¢ sin 6,(z)} =
= ber, z |- i bei, 2. (16)
Lze totiz dokazat, Ze plati
ber? z 4 bei?z = M3(z),
(ber’ 2)? -+ (bei’ 2)? = Jﬂf(z) ,

ber z bei’ z -—— bei z ber’ 2 — M o(z) M (z) sin (@1 — ), — }) , “(17)

ber z ber’ z -~ bei z bei’ » - Mo(z) M (2) cos ((:)I - ,}) .
\

Integradni konstanty pak jsou

A= TR Hr — (). 1),

, (1%)
B Us(R) A fy(R). D0,
2,
kde
} R2ber B — R(1 1) bei’ R
f(R) = SR S A bel B ,
RM(R) M (R) sin (@, —f, - ;) — (1~ 1) ME(R)
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B ber’ B

fo(R) = . oL
RMy(R) M,(R) sin (@, — 0, %) — (1 ) M3(R)

) RtbeiR 4 R(1 — u) ber' R

fy(R) = . + A(1 - fi’)ﬂm L
RMy(R) M {R) sin ((‘91 — 6y — g) — (1 — u) M3(R)

folR) = _ fbel B

RM(R) M ,(R) sin (@1 Oy — if) — (1 - ) M¥(R)

S ohledem na dale uvedenou aplikaci této tlohy jesté uréime deformace
desky na jejim okraji. Podle PASTERNAKA oznadime E-nasobek téchto defor-
maci, pusobenych jednotkovym zatiZzenim, spoleénym znakem e, k némuz

1'%

Obr. 1. Schema zatiZzeni a deformace na okraji kruhové desky. Na obr. jsou zakotovany E-ndsobky
skuteénych deformaei. )

piipojime dvoji index. Cislice na prvém misté znaéi, zda jde o tihel (1) & o posuv
(2), ¢islice na drubém misté, zda je deformace plisobena jednotkovym momen-
tem M (1) & jednotkovou smykovou silou H (2). Velikost a smysl skuteénych
deformaci, nasobenych modulem pruznosti ¥, jsou patené z obr. 1. Pasterna-
kovy dinitele tedy definujeme takto:

P Fldw P E f10] ]
B4 (72 PR A A [
H 0
- (19)
gy == —]ﬁ gi y o flyy = —Er[w],- ro o
H|dr ], = H "
M 0

Z Bettiho theorému reciprocity vyplyva, 7e

Vyhodou tohoto oznateni je nejen piehlednost (soumérnost v indexech),
ale také to, Ze pfi ¢fselném vypodtu poditame s E-ndsobky deformaci, coz je
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vyhodnéj&, nebot deformace jsou velmi malé. Dosazenim z rov. (3), (5a), (9),
(17) a (18) do rov. (19) vychdzeji hodnoty téchto deformact v jedunoduchém
tvaru

E
by == @ (R ]|
E | .
Uy = thyy = ;?/Z () (20)
E )
Uyy == );Z paa(R)
kde
R*M (R)
’lﬂ]l = - - . - y
RM(L2) sin ((M)l -Gy - 4) (L w) M(R)
4
R3M (R) cos ((7)1 0y ~ 4—)
Yie = ; Co >

]f;il(,(,li)sin(ﬂ), Oy i’) (1 ) My(R)

1’) RM (R)
K 2\ COML(R)

RM (1) sm((y1 ey - 4’) (f — ) MR

RMy(R) (1 - u) M(R)sin ((;)1 Gy

Tabulky funkei, jez se vyskytuji v téchto vztazich, obsahuje |6} a [12].

Priklad teehnické aplikace

Redeni predchozi tlohy lze aplikovat v technické praxi k pevnostnimu vy-
poctu trubkového Cela vyméniku tepla, znazornéného schematicky na obr. 2.
Tento vypodet se zakladd na analogii, ktera piiblizné existuje pii vypodltu
deformaci mezi kruhovou deskou s pravidelnym polem otvort a mezi homo-
genni plnou kruhovou deskou s ohybovou tuhosti

Eh?

D == 12(1 13)

g, (21)
kde ¢ je ¢éinitel zeslabeni desky polem otvort, vyznam ostatnich velidin je tyz
jako v rovnici (1). Konstanta ¢ a také dinitel g zavisi obecné nejen na elastic-
kych vlastnostech materialu, ale také na rozmérech a vzdalenosti otvora.
MavrIN (7] a Horvay [8] ukdazali, Ze rovnice (21) plati jen pro trojihelnikové
uspofadani otvort, jinak by byla (u &¢tvercového pole otvorl) ndhradni deska
anisotropni.
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Této analogie po prvé pouzil k vypoctu trubkovych éel GARDNER [1], u nés
pozdéji NEMEC, Rirpn [2] a HouZvic [11]. Nevyhodou téchto praci je, %e
autori pouZili k svému FeSeni piili§ idealisované okrajové podminky (deska je
na okraji bud iplné vetknutd nebo prosté podepfena, coz nevystihuje spravné
skutetnost). Ponékud obecnéjdi feseni uvadi Yi-Yuan Yu [3], ktery uvazuje
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Obr. 2. Schema trubkového vyméniku tepla a zavedent staticky neuréityech momentt a sil pii
mysleném uvolnéni trubkového ¢ela.

desku na okraji pruzné podeptenou, na jejimz obvodé plsobi staticky neuardity
radidIlni moment. Na rozdil od téchto citovanych praci lze s pouzitim Teseni,
uvedeného v prvé ¢asti ¢lanku, zavedenim staticky neuréitych sil 7, N a mo-
mentu M podle obr. 2, jez se pak vypodtou z linearnich deformadcnich podminek,
redit tlohy znatn¢ obecndéjsi [12].

Ohybanou desku s pravidelnym trojtihelnikovym polem otvort, je-li rozted
téchto otvord relativné mala, lze tedy piiblizné nahradit plnou isotropickou
deskou, kterd ma jiny modul pruZnosti a jiny ¢initel piicné kontrakee, nez
piisludi materidlu, z nchoz je deska vyrobena. Obé tyto hodnoty by bylo
mozno zjistit experimentalné. Teprve znalost obou téchto hodnot umoziuje,
aby nahrazeni dérované desky deskou plnou bylo universilni; vlastnosti nd-
hradni desky pak nezdvisi na zptisobu jejiho uloZeni a zatiZzeni. Vzorce pro
“initel zeslabeni, jak je definovan v rovnici (21), které az dosud uvaddji rizni
autofi [2], {7), |8], 9], [10], nemaji takovou v§eobecnou platnost a davaji
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u téze desky navzajem rizné hodnoty, Podrobnéji se autor zabyval touto
otdazkou na jiném misté [13].

Trubkové ¢elo souvisi na okraji obvykle s valcovou sténou plagté vymeéniku,
po pi. g piirubovym spojem, s vikem a pod. Mimo to jsou v ném zavalcovany
nebo zavateny trubky, které se vyznacuji zpravidla malou ohybovou tuhosti
a v obvyklych pripadech konstrukéniho usporadani vyméniku vyztuzuji
celo prostiednictvim tahovych sil, které mohou pienaset (tladené trubky celo
vyztuzuji jen tehdy, je-li napéti v nich malé ve srovnini s mezi vzpérné pev-
nosti). Pak je moino — vzhledem k jejich velkému podétu a vzhledem k pra-
videlnosti trubkového pole — uvazovat jejich vliv s urcitou pribliznosti jako
souvisly pruzny podklad o tuhosti &, na kterém deska spodiva.

Trubkové éelo je zatiZeno pretlakem, mimo to mive byt zatizeno staticky
neurd¢itou &sti momentu, ktery vznikd utaZenim piiruby, a mohou v ném
po pi. vzniknout i napéti pisobend rozdilnou teplotou trubek a plagté. Mysh-
me-li si ¢elo na obvodé uvolnéno, vznikne mezi ¢elem a plastem (piirubami,
vikem) posuv 6 ve sméru osy vyméniku (obr. 2). Tento posuv vznika jednak tim,
%e v trubkdch a v plasti vzniknou pii zatizeni pietlakem rozdilng osovd pro-
dlouZeni, a jednak rozdilnou tepelnou dilataci trubek. Ponévadz rozdélent
tlaku a reakce pru%n’éhu podkiadu jsou po celé plode desky rovnomdérné a jiné
zatizeni na desku nepisobi, je uvolntna deska rovnd a bez ohybovych napéti.
Ma-li byt obnovena souvislost desky a plasté (p¥ruby, vika), je tfeba na obvodé
desky ptipojit revhomérné rozdélenou smykovou sflu H, radidlni silu N a ra-
didlnf moment M (obr. 2). Jejich velikost se vypocita z linearnich deformadnich
podminek, které vyjadiuji, #e vysledny ogovy a radialni posuv a vysledny
tihel otoc¢eni vech dlentl, jez se stykaji na obvodé desky, je tyz. K tomu je
zapotiebi znat tuhost jednotlivych clent pii zatizeni sitami H ¢ .V a momen-
tem M.

Tuhost plasté, po pt. vika lze urdit z teorvie rotadné soumérnych skoiepin |4},
tuhost priruby je moZno — s pouZitim Saint-Venantova prineipu — poditat
z teorie kruhového prstence, zkrucovaného momentem rovnomérné rozdélenym
podél jeho stiednice [5]: tuhost dela pii zatizend silou N lze prevést rovndz na
analogickou 1lohu o plié desce s redukovanou tuhosti a fediti elementarnimi
methodami. Deformace Gela pii zatiZeni silon H a momentem M lze pak uréit
z rovnic (20), jez plati pro nahradni plnou desku s ohybovou tuhosti danou
rovniel (21).

Jesthze nepiildizime k mistnimu zvySeni napéti v mist¢ spojeni jednotlivyeh
dlentt a tvarovych piechodd, po pi. k nepravidelnostem v pribéhu napéti
v takovych mistech, mizeme z vypoctenveh sil H, N a momentu M urdit
napéti ve viech dastech vymeéniku.

Vyse zminéna analogie neumoziuje piimy vypocet napéti v trubkovém cele.
Pomér skutetného nejvétsiho napéti, jez vznika na okraji otvori. k napéti o



vypodtenému z nejvétiiho radidintho momentu M ,;, ktery by pusobil v plné
nahradni desce, definuje t. zv. tvarovy déinitel «:
oy h?
Y T
kde o, je nejveétsi napéti v trubkovém Cele.
Podle Gardnera [1] lze u trubkového &ela urdéit tento émnitel piiblizné ze
vztahu (pro trojihelnikové usporadani otvori)

3 . V:’ PAY b
A= |1 - — arcsin ([ *— — .
4 2t

Rovnice (22) pak slouZi k vypottu o,. Vztah (23) byl odvozen empiricky.
Toto naznacené feseni lze zevseobecnit i na vypodet deformaci a namahéni

(22)

(23)

trubkového cela, jez by vzniklo pfi nerovinomérném rozdéleni teploty v tlongtee
trubkového Cela. Podrobny vypodet a definice pevnostnich podminek viak
neuvadime, nebot pfesahuji rozsah tohoto dlanku.

I kdyz fefeni zde naznacené je jen piiblizné, ma znatny prakticky vyznam,
nebol poskytuje uréitou predstavu o napjatosti, jez vznikad nejen pietlakem,
ale 1 utazenim piirubovych Sroubti a nerovnomérnym rozdélenim teploty.
Tento vliv ne¢kdy za provozu prevladda nad vlivem pietlaku. Skutednd napéti
se pak znacné 1isf od téch, jez se predpokladaji v konvenénich jednoduchych
vypoltech, jakych pouzivajl vyrobei; velikost skutednych provoznich napdti
nelze pritom kontrolovat jinak nez vypodtem diive uvedenym. nebot jejich
experimentalni zjisténi je znac¢né znesnadnéno, ne-li prakti(:ky ZNEeMozZnéno
nerovnomérinym rozdélenim teploty a nepiistupnosti vétsiny potiebnych méii-
cich mist. Slabinou vypodtu je praktické uréeni &initelft ¢ resp.  u ndhradni
desky. K ovéteni jejich velikosti Ize uzit bud presné méfeni prihyb nebo srov-
nénf vypoétenych pribéht napéti s tensometrickym métenim pii pretlakovych
zkouskich za studena. K tomu pouZijeme piledeviim méfeni na piirubé
a pldsti, protoze tensometricky uréend napéti v trubkovnici nejsou k tomuto
i¢eln — vzhledem k nepravidelnému pribéhu skuteénych napéti — zpravidla
dost presnd a smérodatna.
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Peswue

TOHERAH KPYTIOBAM IJIACTUIHEA HA YOAPYIOM CILIONHOM
OCHOBAHWH

IILIPWA TIHLT (Cyril Hoscehl)

(IToerymno » pegarynio 3/VE 1957 1)

B crarne npoBognres pacyer TOHROH O{HOPOLIONH TAACTHIRIL POPMBL KPY IO~
BOTO KOJIBHA, HAXOJAMEHCA HOJ{ CHMMETPHTHBIM OTHOCHTCIILHO OCH HATPVHC-
HHEM W YJIOMCEHTIOH 1Ha Ynpyrom ochopauui. I3 kavectse npumepa pacemarpi-
BACTCH TIONIAST NJACTHIRA, ¢BODOJIIO  VIOKEIHAS HA VIPYLOM  CTLONTHOM
OCHOBATINI M HATPYIKENHAA 110 KOHTYPY PABHOMCDIO PACTPEACTICHHBIM MOMCH -
TOM M 1onepednion ciroil, Pesyanrarsr pacueTon YupolamoTes BeIeACTBIE TOro,
4po BECCeNeBRl QYIRKIHN 0T ROMILICKCIBIX 1TEPOMCHITIN BLIPAMAIOTCH B HOTH]-
woit Qopme. 13 kadecrne npuMmMepa TeXNMMCCKHX  TPWIOACITING DTON 3ajaun
HPOBOUITCsL pacuer AcQOpPMATIUT 1t HAUPHRCTBOCTI TPYORBIN DT Te1II0-
OOMETTHIKOB.

Summary
A THIN CIRCULAR PLATE ON AN ELASTIC FOUNDATION

. CYRIL HOSCHL

(Received June 3. 1957.)

This article treats the behaviour of a thin homogenous plate with a concentric
hole, resting on an elastic foundation and with a rotationally symmetric
load. As an example, a disc whose edge is subjected to a uniformly distributed
radial bending moment and shear.

The results are simplified by expressing the occuring Bessel functions of
a complex variable in the polar form. A practical application is the computation
of deformations and stresses in the tube-sheet of a heat exchanger.
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