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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 2 

TENKÁ KRUHOVÁ DESKA NA PRUŽNÉM PODKLADU 

CYRIL HÓSCHL 
(Došlo d n o 3. č e r v n a 1957.) DT.534.121.1 

Č l á n e k o b s a h u j e ř e š e n í j e d n é ú l o h y o t o n k é h o m o g e n n í desce, r o t a č n ě 
s o u m ě r n é , u l o ž e n é n a p r u ž n é m p o d k l a d u . H e š o n í se z n a č n ě z j e d n o d u š í , 
vy jádř ímo-l i si B e s s e l o v y f u n k c e s k o m p l e x n í m a r g u m e n t e m v p o l á r n í m 
t v a r u . V d r u h é č á s t i č l á n k u u v á d í m e p ř í k l a d t e c h n i c k é a p l i k a c e t é t o 
ú l o h y . 

Ы e V « " ~ п + Ť Ì ) { = £ 

Řešení tenké rotačně souměrné mezikruhové desky na pružném podkladu 

Předpokládáme, že deska je homogenní a isotropická a že je relativně tenká. 
Uvažujeme-li jen malé deformace, je průhyb desky w dán známou diferenciální 
rovnicí 

D . V
4W = g — kw , (1) 

d2 1 d \ (d2w 1 dw\ 
[drLi r ďrj \ ďr2 r dr J 

Ehs v, i . 
i) = — — znaci ohyoovou tuhost desky, 

12(1 — /t2) l J 

q — přetlak, 
h —- tuhost podkladu, 
h — tloušťku desky, 
[A, — l^oissonův činitel příčné kontrakce, 
E — Youngův modul pružnosti. 

Vzhledem k předpokládané rotační souměrnosti jsou q a w funkcí jen polo­
měru r. Vnitřní momenty a smykové síly jsou pak 

„ \d2w , 1 dui] 
O I — - -I- /i —I M7 dr2 ' 

d-w 
dr2 

Mr = M r = 0 , 

M = — D I џ -. 

r dr J 

J_đw] 
r dr J 

Qr = 

Q = o. 

Ydhv _d h dw\~\ 
Vdr3 + dr\r dr}\ 

(2) 
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Zavedením označení 

* = ~ (3) 

V*'" '- L » '- 4г.-

lze rovnici (1) upravit na tvar 

n*w -L ,;• — 

i i d ' 2 i ' d 

kde o = /r, -;* = -T~- H r • 
v c' do 2 o do 

Řešení rovnice (4) se skládá z partikulárního integrálu rovnice úplné a z obec­
ného integrálu rovnice zkrácené (pro q = 0). S použitím Kelvinova označení 
pro reálnou a imaginární část Besselových funkcí s komplexními argumenty 
lze toto řešení psát takto : 

w = A ber o -f B bei o | ^4X ker o -f- i i x kei o -|- ?/;t , (5) 
kde A, B, Ax resp. J5X jsou integrační konstanty, které je nutné volit tak, aby 
řešení vyhovělo daným okrajovým podmínkám; wx je partikulární integrál 
rovnice (4), závislý na tvaru funkce q = q(r). Je-li na př. q = qQ = konst., 
je partikulární integrál 

«, = -}. («) 
Jako příklad uvedeme řešení plné kruhové desky s vnějším poloměrem r l 5 

která volně spočívá na pružném podkladu a na vnějším okraji je zatížena 
rovnoměrně rozdělenou smykovou silou H a rovnoměrně rozděleným radiál­
ním momentem M. J e tedy q = 0, takže v rov. (5) je wx = 0. Okrajové pod­
mínky jsou dány takto: 

o = 0 - ^ = 0, Qr = 0 , (7) 

o = Ar. = /ť Qr - H, Mr = M. (8) 

Z podmínek (7) plyne, že A1 = B1 = 0. Zbývající konstanty je nutno určit 
z podmínek (8). Derivováním rovnice 

w = 4̂ ber- o + H bei o (5a) 

po úpravě vychází 

ilO* 

11) 

áw 
dr 

= лA ber' o | "лìi beľ o > 

d2?/-

dr 2 - - л-Л bei o -f 

L <v 
ber 

••] "1 ber o 

"dr3 ч b e i ' o -j- • 

Г ] 

bei 0 -j - ber' 
1)-

.) 1 

! ;. зB ber' o 

L 
bei ' 0 | - , beľ 

o- '-']• 
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Dosazením z rov. (9), (10) a (11) do rov. (2) plyne, že 

i\/T 3 2 ~i 

—~ = /í I bei o í (I - /y.) — ber' o + 

/i ber o - (I - / / • ) - • • bei' o \, 

Y~ = A ti bei Q - (1 _ //,) _ ber' o + 

- fll/í ber o + (1 /,) — bei' g\ 

B ber' o . 
O,-A 

= A bei' 

(12) 

;iз) 

14) 

(15) 

Integrační konstanty plynou z rovnic (12), (14) a (8): 

A = A... 7 / ^ b e r i ž - 0 - A*) bei' R] Mlfí ber' ii! 
k R[bei' RberR - ber' fí bei ŽŽ]- (i - /7) [(teř 7 !?)- + "(běT^j"-] 

g = A H[Rbei R + (1 iU) ber' jí] - J I ; ^ bei' R 
~ k R[bei' R ber R _ ber' i? bei R] -I (1 _ / / ) [ ( b e r r ^ + r ( b e l " ^ ) i ] " | 

Rovnice (15) a také dále uvedené vztahy lze zjednodušit zavedením polárníb 
vyjádření funkcí (w-tého řádu) 

ber,( z, bei,t z podle definice 

Mn(z) . *-"-<"> -= l/be7íž"+beT« z . {cos (9„(z) + i sin (9„(z)j ==.. 
= ber„ z + i bei,ř z , 

Lze totiž dokázat, že platí 

ber2 z + bei2 z = M2
0(z) , 

(ber' 2+ + (bei' 2)2 =- M\(z) , 

ber z bei' z - bei z ber' z = M()(z) J í , ( 2 ) sin W, - 6>0 - •-) , 

ber z ber' z + bei z bei' z = M n(z) M \(z) cos (© 1 

\ 
Integrační konstanty pak jsou 

(16) 

« . - * 

(17) 

kde 

-4 = a / . [ ^ i ( - « ) . ^ 1 - / . ( - 5 ) . - I - " ] , 
V ( ' 

^ - i p l J r , - / ^ ) . ! ] , 

# a b e r Ä - R(\ //) bei' # 

£.M0(R) M+Ti) sin J<9, 0O | ] - (I - - /,) 311(H) 

[Щ 
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k(R) 
R3 Ъeť R 

RM0(R) MX(R) sin \0X - B0 - ~) - (1 - //) M\(R) 

/ . ( Д ) = -
R*be\R + 1 . ( 1 ~ / i ) b e r ' R 

ЛҖ,(Д) i f ^ Д ) sin ((9, - <90 - - | - (1 - //) M\(R) 

h&) = -
R* bei' R 

ñM 0 (R ) Ж i(R)sin(б>. - в в - ~ j - ( 1 - / 0 Жf (Д) 

S ohledem na dále uvedenou aplikaci této úlohy ještě určíme deformace 
desky na jejím okraji. Podle PASTEKNAKA označíme i?-násobek těchto defor­
mací, působených jednotkovým zatížením, společným znakem a, k němuž 

Obr. 1. Schéma zatížení a deformace na okraji kruhové desky. Na obr. jsou zakotovány .©-násobky 
skutečných deformací. 

připojíme dvojí index. Číslice na prvém místě značí, zda jde o úhel (1) či o posuv 
(2), číslice na druhém místě, zda je deformace působena jednotkovým momen­
tem M (\) či jednotkovou smykovou silou H (2). Velikost a smysl skutečných 
deformací, násobených modulem pružnosti E, jsou patrné z obr. 1. Pasterna-
kovy činitele tedy definujeme takto : 

aлл = -
E \áw\ 

H 0 

E [d«q 
a n = B[ČFI -,• 

M a 

Z Bettiho theorému reciprocity vyplývá, že 

a 3 2 — 

E 
M a o 

E \ 1 
II M O 

(19) 

Výhodou tohoto označení je nejen přehlednost (souměrnost v indexech), 
ale také to. že při číselném výpočtu počítáme s ^-násobky deformací, což je 
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výhodnější, neboť deformace jsou velmi malé. Dosazením z rov. (3), (5a), (9), 
(17) a (18) do rov. (19) vycházejí hodnoty těchto deformací v jednoduchém 
tvaru 

ŁУП(R), 

E 
a-,o = ťř„ = 21=^-ЫÄ) 

/; 

kde 

'/'н 

2, == 7 7 ¥>«(*), 
7 1 / i 

Л4Лf1(Ä) 

(20) 

ЯM0(R) нìn , - 0 т ľ (- /0-̂ iíÄ) 

У'l2 = 

Ä Җ ( R ) cos ( ö , <90 - ~ ) 

Лf^Д) 

V>22 = 

ЛJf 0 (R)яin 6>, 6i 

71M0(7?) (1 --•//) i í ^ ) sin ( ^ 6>ffl - - , 

/Ш 0 ( iž)s in 0 , - 0 „ - - /«) -J-\(R) 
• , .(/ř) 

Tabulky funkcí, jež se vyskytují v těchto vztazích, obsahuje [6] a 11.21. 

Příklad technické aplikace 

Řešení předchozí úlohy lze aplikovat v technické praxi k pevnostnímu vý­
počtu trubkového če]a výměníku tepla, znázorněného schematicky na obr. 2. 
Tento výpočet se zakládá na analogii, která přibližně existuje při výpočtu 
deformací mezi kruhovou deskou s pravidelným polem otvorů a mezi homo­
genní plnou kruhovou deskou s ohybovou tuhostí 

Eh* 
I) 

I2(ï — /í-j 9 , Í2Г 

kde <p je činitel zeslabení desky polem otvorů, význam ostatních veličin je týž 
jako v rovnici ( l) . Konstanta <p a také činitel /' závisí obecně nejen na elastic­
kých vlastnostech materiálu, ale také na rozměrech a vzdálenosti otvorů. 
MALKUST [7] a HORVAY [8] ukázalí, že rovnice (21) platí jen pro trojúhelníkové 
uspořádání otvorů, jinak by byla (u čtvercového pole otvorů) náhradní deska 
anisotropní. 
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Této analogie po prvé použil k výpočtu trubkových čel G A R D N E R [1], u nás-
později N Ě M E C , R I P P L [2] a H o u ž v i c [11]. Nevýhodou těchto prací je, že 
autoři použili k svému řešení příliš idealisované okrajové podmínky (deska je 
na okraji buď úplně vetknutá nebo prostě podepřená, což nevystihuje správně 
skutečnost). Poněkud obecnější řešení uvádí Y I - Y U A N Yu [3], který uvažuje 

Obr. 2. Schéma trubkového výměníku tepla a zavedení staticky neurčitých momentů a sil při 
myšleném uvolnění trubkového cela. 

desku na okraji pružně podepřenou, na jejímž obvodě působí staticky neurčitý 
radiální moment. Na rozdíl od těchto citovaných prací lze s použitím řešení, 
uvedeného v prvé části článku, zavedením staticky neurčitých sil 11, N a mo­
mentu M podle obr. 2, jež se pak vypočtou z lineárních deformačních podmínek, 
řešit úlohy značně obecnější [12]. 

Ohýbanou desku s pravidelným trojúhelníkovým polem otvorů, je-Ii rozteč 
těchto otvorů relativně malá. lze tedy přibližně nahradit plnou isotropickou 
deskou, která má jiný modul pružnosti a jiný činitel příčné kontrakce, než 
přísluší materiálu, z něhož je deska vyrobena. Obě tyto hodnoty by bylo 
možno zjistit experimentálně. Teprve znalost obou těchto hodnot umožňuje, 
aby nahrazení děrované desky deskou plnou bylo universální; vlastnosti ná­
hradní desky pak nezávisí na způsobu jejího uložení a zatížení. Vzorce pro 
činitel zeslabení, jak je definován v rovnici (21), které až dosud uvádějí různí 
autoři [2], [7], [8], |9], [10], nemají takovou všeobecnou platnost a dávají 
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u téže desky navzájem různé hodnoty. Podrobněji se autor zabýval touto 
otázkou na jiném, místě [13]. 

Trubkové čelo souvisí na okraji obvykle s válcovou stěnou pláště výměníku, 
po př. s přírubovým spojeni, s víkem a pod. Mimo to jsou v něm zaválcovány 
nebo zavařeny trubky, které se vyznačují zpravidla malou ohybovou tuhostí 
a v obvyklých případech konstrukčního uspořádání výměníku vyztužují 
čelo prostřednictvím tahových sil, které mohou přenášet (tlačené t rubky čelo 
vyztužují jen tehdy, je-li napětí v nich malé ve srovnání s mezí vzpěrné pev­
nosti). Pak je možno vzhledem k jejich velkému počtu a vzhledem k pra­
videlnosti trubkového pole — uvažovat jejich vliv s určitou přibližností jako 
souvislý pružný podklad o tuhosti k, na kterém deska spočívá. 

Trubkové čelo je zatíženo přetlakem, mimo to může být zatíženo staticky 
neurčitou částí momentu, který vzniká utažením příruby, a mohou v něm 
po př. vzniknout i napětí působená rozdílnou teplotou t rubek a pláště. Myslí-
me-li si čelo na obvodě uvolněno, vznikne mezi čelem a pláštěm (přírubami,, 
víkem) posuv ó ve směru osy výměníku (obr. 2). Tento posuv vzniká jednak tím, 
že v trubkách a v plášti vzniknou při zatížení přetlakem rozdílná osová pro­
dloužení, a jednak rozdílnou tepelnou dilatací trubek. Poněvadž rozdělení 
tlaku a reakce pružného podkladu jsou po celé ploše desky rovnoměrné a jiné 
zatížení na, desku nepůsobí, je uvolněná deska rovná a bez ohybových napětí. 
M á l i být obnovena souvislost desky a pláště (příruby, víka), je třeba na obvodě 
desky připojit rovnoměrně rozdělenou smykovou sílu II, radiální sílu N a ra­
diální moment M (obr. 2). Jejich velikost se vypočítá z lineárních deformačních 
podmínek, které vyjadřují, že výsledný osový a radiální posuv a výsledný 
úhel otočení všech členů, jež se stýkají na obvodě desky, je týž. K tomu je 
zapotřebí znát tuhost jednotlivých členů při zatížení silami II či N a momen­
tem M. 

Tuhost pláště, po př. víka lze určit z teorie rotačně souměrných skořepin |4], 
tuhost příruby je možno — s použitím Saint-Venantova principu — počítat 
z teorie kruhového prstence, zkracovaného momentem rovnoměrně rozděleným 
podél jeho střednice | 5 | ; tuhost čela při zatížení silou N lze převést rovněž na 
analogickou úlohu o plné desce s redukovanou tuhostí a řešiti elementárními. 
methodami. Deformace čela při zatížení silou 77 a momentem M lze pak určit 
z rovnic (20), jež platí pro náhradní plnou desku s ohybovou tuhostí danou 
rovnicí (21). 

Jestliže nepřihlížíme k místnímu zvýšení napětí v místě spojení jednotlivých 
členů a tvarových přechodů, po př. k nepravidelnostem v průběhu napětí 
v takových místech, můžeme z vypočtených sil II, N a momentu M určit 
napětí ve všech částech výměníku. 

Výše zmíněná analogie neumožňuje přímý výpočet napětí v trubkovém čele. 
Poměr skutečného největšího napětí, jež vzniká na okraji otvorů, k napětí a 
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vypočtenému z největšího radiálního momentu Mrí, který by působil v plné 
náhradní desce, definuje t . z v. tvarový činitel a: 

'~'i£- <22> 
kde ax je největší napětí v trubkovém čele. 

Podle Cardnera [1] lze u trubkového čela určit tento činitel přibližně ze 
vztahu (pro trojúhelníkové uspořádání otvorů) 

1/7 ?C * = 1 A a ; 

Rovnice (22) pak slouží k výpočtu av Vztah (23) byl odvozen empiricky. 
Toto naznačené řešení lze zevšeobecnit i na výpočet deformací a namáhání 

trubkového čela, jež by vzniklo při nerovnoměrném rozdělení teploty v tloušťce 
trubkového čela. Podrobný výpočet a definice pevnostních podmínek však 
neuvádíme, nebot přesahují rozsah tohoto článku. 

I když řešení zde naznačené je jen přibližné, má značný praktický význam, 
neboť poskytuje určitou představu o napjatosti, jež vzniká nejen přetlakem, 
ale i utažením přírubových šroubů a nerovnoměrným rozdělením teploty. 
Tento vliv někdy za provozu převládá nad vlivem přetlaku. Skutečná napětí 
se pak značně liší od těch, jež se předpokládají v konvenčních jednoduchých 
výpočtech, jakých používají výrobci; velikost skutečných provozních napětí 
nelze přitom kontrolovat jinak než výpočtem dříve uvedeným, neboť jejich 
experimentální zjištění je značně znesnadněno, ne-li prakticky znemožněno 
nerovnoměrným rozdělením teploty a nepři stupností většiny potřebných měři­
cích míst. Slabinou výpočtu je praktické určení činitelů <p resp. // u náhradní 
desky. K ověření jejich velikosti lze užít buď přesné měření pruhybů nebo srov­
nání vypočtených průběhů napětí s tensometrickým mořením při přetlakových 
zkouškách za studena. K tomu použijeme především měření na přírubě 
a plášti, protože tensometricky určená napětí v trubkovnici nejsou k tomuto 

účelu — vzhledem k nepravidelnému průběhu skutečných napětí zpravidla 
dost přesná a směrodatná. 
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P e з юмe 

TOHKAЯ KPУГOBЛЯ ШIACTИHKA HЛ УПPУГOM c п л о ш н о м 
OCHOBЛHИИ 

ЦЫPИЛ ГEIIIJI (Cyril Eí achl) 

(Hоcтyпило i! peдaкцию 3/VI 1957 г.) 

B cтaтьe оpоводитcя pacчcт тонкой одiiоpодноii irлacтишiii фоpмы кpyго-

вого олыţa, нaxодягцeйcя нод cиммeтpичным отноciiтejrьио оcи naгpyжe-

ниeм и yложeнпой нa yпpyrом оcновaнии. lî кaчecтвe пpимepa paccмaтpи-

вaeтcя полнaя плacтинкa, cвободпо yложerrнaя нa yпpyгом cплоiпuом 

оcновaнии и пaгpyжeннaя по коiггypy paшюмcpно pacupeдeлeнным момоu-

том и попepeчно cилоii. Peзyлътaты pacчeтоn yпpоiцaroтcн вcлeдcтвиe того. 

что бecccлeвы фyикцnи от комшieкcuыx пepeмcшiыx выpaжaютcя н irоляp-

iюii фоpмe. \> кaчecтвe npимepa тexпичecкиx пpиложeшi УTO зaдaчп 

пpоводитcя pacчeт дeфоpмaци и riaиpяжeнпоcти тpyбпыx irлnт тeпло-

обмєиников. 

S u m m a г y 

A THГN CIRCÜLAR PLATE ON AN ELASTIC FOUNDATЮN 

CYIІIL HoSCЫL 

(Receivоd June 3, 1957.) 

This artiоle tгeats the behaviоur оf a thin hоmоgenонs plate with a cоncentric 

hоle, resting оn an elastic fоundatiоn and with a гоtatiоnally symmetric; 

lоad. As an exampłe, adisc whоse edge is subjected tоauni fоrmly distributed 

radial bending mоment and shear. 

The results are simplified by expressing the оccuring Bessel fшюtiоns оf 

a cоmplex variable in the pоlar fоrm. A practical appìicatiоn is the ооmputatiоn 

оf defоrmatiоns and stresses in the tnbe-sheet оf a heat xchanger. 
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